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 يوسف الوادي   : المادة دكتور ◄

 التشاكلات المودولية  عنوان المحاضرة: ◄                 الخامسة   :المحاضرة ◄

 :المحاضرة أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه  العلمي :المحتوى 

 مبرهنات في التشاكلات المودولية -1

:𝑓إذا كان  برهنة :م 𝑀 → 𝑁  تشاكلا مودوليا وكان𝐴  مودول جزئي من𝑀  و𝐵  مودول جزئي من𝑁 

𝑓 -1فإن :  (𝑓(𝐴)) = 𝐴 + 𝐾𝑒𝑟(𝑓) 

2-𝑓 (𝑓(𝐵)) = 𝐵 ∩ 𝐼𝑚(𝑓) 

 ثبات:الا

𝑥∀من جهة أولى :  -1 ∈ 𝑓 (𝑓(𝐴))  فإن𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴)  وبالتالي يوجد𝑎 ∈ 𝐴 : بحيث 

  𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)  ومنه𝑓(𝑥 − 𝑎) = 𝑥ومن ثم  0 − 𝑎 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) 

𝑥ومنه  ∈ 𝐴 + 𝐾𝑒𝑟(𝑓) 

⇒ 𝑓 (𝑓(𝐴)) ⊆ 𝐴 + 𝐾𝑒𝑟(𝑓)   

𝑥∀ومن جهة ثانية : ∈ 𝐴 + 𝐾𝑒𝑟(𝑓)  يوجد𝑎 ∈ 𝐴     , 𝑏 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) 

𝑥بحيث  = 𝑎 + 𝑏  وباتالي𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 0 

𝑓(𝑥)ومن ثم  ∈ 𝑓(𝐴)  أي 𝑥 ∈ 𝑓 (𝑓(𝐴))  

𝐴 + 𝐾𝑒𝑟 (𝑓) ⊆ 𝑓 (𝑓(𝐴)) ⇐ 

𝑓ومن الاحتوائين نجد  (𝑓(𝐴)) = 𝐴 + 𝐾𝑒𝑟(𝑓) 

𝑓إن  -2 (𝑓(𝐵)) ⊆ 𝐵 ∩ 𝐼𝑚(𝑓)  وضوحا 

𝑦∀ومن جهة ثانية  ∈ 𝐵 ∩ 𝐼𝑚(𝑓)  فإن𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑓)   ,    𝑦 ∈ 𝐵  وهذا يعني انه𝑦 ∈ 𝐵 

𝑥يوجد  ∈ 𝑀  : بحيث𝑦 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼𝑚(𝑓) 

𝑦أي ان  = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 

 3البنى الجبرية 
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⇒ 𝑥 ∈ 𝑓(𝐵) 

⇒ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓 (𝑓(𝐵)) 

𝐵هذا يعني أن  ∩ 𝐼𝑚(𝑓)  ⊆ 𝑓 (𝑓(𝐵))  

𝐵من الاحتوائين نجد : ⇐  ∩ 𝐼𝑚(𝑓) = 𝑓 (𝑓(𝐵)) 

:𝑓)وظيفة ينتج من المبرهنة السابقة ( إذا كان   :تمرين 𝑀 → 𝑁  تشاكل مودولي وكان𝐴   مودول جزئي

 فإنه : 𝑁مودول جزئي من  𝐵و  𝑀من 

1- 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊆ 𝐴 ⇔ 𝑓 (𝑓(𝐴)) = 𝐴 

2- 𝐵 ⊆ 𝐼𝑚(𝑓) ⇔ 𝑓 (𝑓(𝐵)) = 𝐵 

 وظيفة( 5إلى  2)من   : مبرهنة 

:𝑓إذا كانت   𝑀 → 𝑁  و𝑔: 𝑁 → 𝑃  تشاكلين مودوليين على حلقةℝ  فإن 

:𝑔𝜊𝑓إن  -1 𝑀 → 𝑃  تشاكل مودولي 

 البرهان 

∀𝛼, 𝛽 ∈ ℝ     ,    ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 

⇒ (𝑔𝜊𝑓)(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝑔(𝑓(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)) 

= 𝑔(𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑓(𝑦)) = 𝛼(𝑔(𝑓(𝑥))) + 𝛽 (𝑔(𝑓(𝑦))) 

= 𝛼(𝑔𝜊𝑓(𝑥)) + 𝛽(𝑔𝜊𝑓(𝑦)) 

 تشاكل مودولي  𝑔𝜊𝑓أي أن 

,𝑔إذا كان كل من  -2 𝑓  غامر فإن𝑔𝜊𝑓  غامر 

,𝑔إذا كان كل من  -3 𝑓  متباين فإن𝑔𝜊𝑓  متباين 

 غامر  𝑔غامر فإن  𝑔𝜊𝑓إذا كان  -4

 متباين  𝑓متباين فإن  𝑔𝜊𝑓إذا كان  -5

,𝐴إذا كانت  مبرهنة : 𝐵, 𝐶  ثلاث مجموعات غير خالية وكان𝑓: 𝐴 → 𝐵   و𝑔: 𝐴 → 𝐶 

 تطبيق فإن القضيتين التاليتين متكافئتان :
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:ℎيوجد تطبيق  -1 𝐵 → 𝐶  بحيثℎ𝜊𝑓 = 𝑔 

,𝑥إذا كان  -2 𝑦 ∈ 𝐴  وكان𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)  فإن𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑦) 

  الإثبات :

 (2) ⇐ :ℎ: نفرض لدينا  (1) 𝐵 → 𝐶  حيثℎ𝜊𝑓 = 𝑔   وليكن𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴  حيث𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

𝑔(𝑥)ولنبرهن ان  = 𝑔(𝑦)  لكن𝑔(𝑥) = (ℎ𝜊𝑓)(𝑥) = ℎ(𝑓(𝑥)) 

= ℎ(𝑓(𝑦)) = (ℎ𝜊𝑓)(𝑦) = 𝑔(𝑦) 

  (1) ⇐ 𝐺لنأخذ المجموعة  (2) = {𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)   ∶ ∀𝑥 ∈ 𝐴} 

𝐺نلاحظ أن  ≠ 𝑦∀وأنه  ∅ = 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼𝑚(𝑓)  إن و𝑍 = 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶  وإن العنصر𝑍  وحيد لأنه

,𝑥بفرض وجود  𝑥′ ∈ 𝐴  حيث 

𝑧′ = 𝑔(𝑥′)  و   𝑧 = 𝑔(𝑥) , 𝑦 = 𝑓(𝑥)  = 𝑓(𝑥′) 

𝑧وحسب الفرض : = 𝑧′ :𝑡وبالتالي العلاقة :  ⇐ 𝐼𝑚(𝑓) → 𝐶  معرف𝑓(𝑥) ⟼ 𝑔(𝑥)               

:ℎالتطبيق هو تطبيق ولنأخذ  𝐵 → 𝐶  لمعرفا 

ℎ(𝑦) = {
𝑡(𝑦)   ∶ 𝑦 ∈ 𝐼𝑚(𝑓)

𝑐0 ∈ 𝐶 ∶ 𝑦 ∉ 𝐼𝑚(𝑓)
 

𝑥كما أنه من أجل  ∈ 𝐴  يكون(ℎ𝜊)(𝑥) = ℎ(𝑓(𝑥)) = 𝑡(𝑓(𝑥)) 

= 𝑔(𝑥) ⇒ ℎ𝜊𝑓 = 𝑔 

,𝑔إذا كان كل من  -2:  حل الوظيفة 𝑓  غامر فإن𝑔𝜊𝑓 غامر 

 غامر فإن   𝑔و  𝑓بما أن (2

∀𝑝 ∈ 𝑃   ;   ∃𝑛 ∈ 𝑁   ∶ 𝑔(𝑛) = 𝑝 
∀𝑛 ∈ 𝑁   ;  ∃𝑚 ∈ 𝑀   ∶ 𝑓(𝑚) = 𝑛 

𝑝ليكن  ∈ 𝑃  ولنوجد عنصر صورته تساوي𝑝  العنصر من (𝑀  لان المطلوب ان نثبت انه غامر هو𝑔 ∘ 𝑓 
 (. 𝑀ومنطلقه هو 

∃𝑚 ∈ 𝑀   ∶ 𝑔 ∘ 𝑓(𝑚) = 𝑔(𝑓(𝑚)) = 𝑔(𝑛) = 𝑝 

𝑔ومنه  ∘ 𝑓  غامر . 

,𝑔إذا كان كل من -3 𝑓  متباين فإن𝑔𝜊𝑓 متباين 

 متباين  فإن:  𝑔و  𝑓بما أن (3

∀𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 ∶ 𝑓(𝑚1) = 𝑓(𝑚2) ⟹ 𝑚1 = 𝑚2 
∀𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑁 ∶ 𝑔(𝑛1) = 𝑔(𝑛2) ⟹ 𝑛1 = 𝑛2 
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 علينا أولا أن نؤمن أنه بمقدورنا تحقيق النجاحلكي ننجح 

 لنفرض أن 

𝑔 ∘ 𝑓(𝑚1) = 𝑔 ∘ 𝑓(𝑚2)     ∶   ∀𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 
⟹ 𝑔(𝑓(𝑚1)) = 𝑔(𝑓(𝑚2)) 

𝑓(𝑚1)فإن متباين     𝑔وبما أن  = 𝑓(𝑚2) 

 متباين     𝑓وأن 
⟹ 𝑚1 = 𝑚2 

 غامر 𝑔غامر فإن  𝑔𝜊𝑓إذا كان -4

𝑝ليكن (4 ∈ 𝑃  ولنوجد عنصر صورته تساوي𝑝  العنصر من (𝑁  لان المطلوب ان نثبت انه غامر هو𝑔  ومنطلقه

 ( . 𝑁هو 

𝑔وبمان أن  ∘ 𝑓  غامر فرضاً فإن يوجد𝑚 ∈ 𝑀  بحيث𝑔 ∘ 𝑓(𝑚) = 𝑝  أي أن𝑔(𝑓(𝑚)) = 𝑝 

𝑓(𝑚)ومنه يوجد عنصر  ∈ 𝑁  بحيث صورته وفق𝑔  هو𝑝  ومنه𝑔  غامر 

 متباين 𝑓متباين فإن  𝑔𝜊𝑓إذا كان -5

 متباين لان : 𝑓إن (5

∀𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 ∶ 𝑓(𝑚1) = 𝑓(𝑚2) 
,𝑓(𝑚1)وبما أن  𝑓(𝑚2) ∈ 𝑁  سنأخذ الصورة المباشرة وفق𝑔  

𝑔(𝑓(𝑚1)) = 𝑔(𝑓(𝑚2)) 

𝑔 ∘ 𝑓(𝑚1) = 𝑔 ∘ 𝑓(𝑚2) 

⟹⏟
 وأن 𝑔∘𝑓 متباين

𝑚1 = 𝑚2 

 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة 

   بكر مشرف – هرغد جود – لا همجإعداد :  ه


