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 يحيى قطيشالمادة:  دكتور ◄

  التكاملات المعتلة عنوان المحاضرة: ◄         الخامسة عشر:المحاضرة ◄

 أٌلاً بنم أصدقائً سىدرس فً ٌذي اىمحاضزة :  العلمي :المحتوى 

 .معاٌٍز اىتقارب + أمثية-1

 .اىتنامو )باىتجزئة + تغٍٍز اىمتحوه(-2

 . أمثية -3

 معاٌٍز تقارب اىتناملات اىمعتية مه اىىوع الأوه:

 معٍار موشً :((4

∫الشرط اللازم والكافً لتقارب التكامل المعتل   ( )  
  

 
εهو أن ٌوجد لكل      عدد حقٌقً    

 : ًوٌتحقق ما ٌل     بحٌث 

 فإن :        بحٌث ٌكون      (ٌوجد عددان -1

| (  )   ( )|  |∫  ( )  

  

 

 ∫  ( )  

 

 

|       |∫  ( )  

  

 

|    

 الإثبات :

∫  تما أن    ( )  
  

 
( )       متقازتاً أي أن    موجودج ومحدودج  ( )  

εوهرا ٌعىً أوه ٌوجد نكم  (  ) |    تحٍث ٌكون     عدد       ( )|  ε  لأجم

∫|ومىه            ( )  
  

 
|  ε 

 3التحليل  



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

 Maths_WhatsApp : 0991921144             Facebook_Page : IOM               F.B Group : Syria Math – 2nd Year  
 

2 

εنكم وبالعكس : مقداز سانة فإن  A))تحٍث إذا كان  (   )       وأخر    عدد      

(  ) |    (( 0أو اتتداءً مه        ( )|  
 

 
تسعى    ووجعم   وثثت          لأجم  

( ) |ومىه   ∞ل    ( )|  |∫  ( )  
 

 
|  

 

 
 ε 

 متقازب .  تانتانً انتكامم  

 معٍار آبو:((5

 ما ٌلً : ، وٌحققان       تابعان معرفان على المجال  ( )  ( ) لتكن 

∫التكامل  -1  ( )  
  

 
 متقاربا   

|( ) |:  ٌوجد مطرد و محدود أي ( ) التابع  -2  .    حٌث         

∫ المعتل   ٌكون التكاملعندئذٍ   ( ) ( )  
  

 
 .متقارب 

 الإثبات :من مبرهنة القيمة الوسطى الثانية نجد أن :

∫  ( ) ( )  

  

 

  ( ) ∫ ( )

 

 

     (  )∫  ( )

  

 

                 

εلٌكن  ∫( تقارب التكامل 1وحسب الشرط )     ( )  
  

 
 وٌتحقق :  (   )      ٌوجد  

|∫  ( )  

 

 

|  
 

  
     |∫  ( )  

  

 

|     
ε

  
 

 بالتالً  

|∫  ( ) ( )  

  

 

|  | ( )|  |∫  ( )  

 

 

|  | (  )| |∫  ( )  

  

 

| 

  (
ε

  
)   (

ε

  
)  ε 

∫التكامل محدد وحسب المبرهنة ٌكون التكامل   ( ) ( )  
  

 
 متقارب. 
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 ىدراسة تقارب تنامو معتو : دٌزٌنيًٍعٍار م((6

 ما ٌلً : انحقق، وٌ       تابعان معرفان على المجال  ( )  ( ) لتكن 

والتكامل     حٌث       قابل للمكاملة على كل مجال من الشكل  ( ) التابع  -1

∫  ( )  
 

 
∫|محدود أي   ( )  

  

 
|     

( )       مطرد و ٌحقق أن :  ( ) التابع  -2    

∫ المعتل   ٌكون التكاملعندئذٍ   ( ) ( )  
  

 
 .متقارب 

∫نقول عن التكامل    ( )  
 

 
∫إنه متقارب باطلاق إذا و فقط إذا كان التكامل   | ( )  |

 

 
تعزٌف : 

  .متقاربا  

ادرس التكامل              مثاه :

 حٌث ٌكتب التكامل المعطى بالشكل : هدٌرٌكلٌنستخدم معٌار 

  ∫     ⏟
 ( )

 
 

  ⏟
 ( )

  

 

 

 

 نلاحظ أن :

|∫  ( )  

 

 

|  |∫        

 

 

|  |        
 | 

 |         |  ⏟
|   | | | | |

|    |  |    |  ⏟
|    |  

      

( ) و بالتالً فإن التابع  قابل للمكاملة على هذا المجال ، من جهة أخرى فإن  التابع       

 ( )  
 

( )       متناقص و ٌحقق أن      بالتالً و حسب معٌار دٌركلٌه ٌكون التكامل   

  ∫
    

  
  

 

 

         

 متقاربا  .

ملاحظة : المعتل التكاملإن إهمال مجال محدود من بداٌة مجال التكامل لا ٌؤثر على تقارب  
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 ∫  ( )
 

 
∫و      ( )

  

  
  متقاربان معا  أو متباعدان معا        مستمر على   و      حٌث  

 اىتجزئة فً اىتناملات اىمعتية : اىتنامو بطزٌقة

و مشتقاتهما مستمرة تابعٌن معرفٌن ومستمرٌن وقابلٌن للاشتقاق  ( )  ( ) لٌكن لدٌنا التابعان 

عندئذٍ تنص قاعدة التكامل بالتجزئة فً التكاملات المعتلة من النوع الأول على       على المجال 
 ما ٌلً :

∫  ( )   ( )

 

 

   ( ) ( )  
  ∫  ( )   ( )

 

 

 

 تغٍز اىمتحوه فً اىتناملات اىمعتية :

∫لٌكن لدٌنا التكامل المعتل من النوع الأول :   ( )
 

 
      ( )   عندئذٍ و بوضع    

( ) فإذا كان    ( )        ( )  عندئذٍ نكتب :            حٌث    

  ∫  ( )  

 

 

 ∫  ( ( ))   ( )  

 

 

 

 تمزٌه : 

   تكامل :أوجد قٌمة ال

 نكامل بطرٌقة التجزئة إذ نفرض :

                           
                  

 فٌكون :

            
 

⏟      
  

  ∫          

 

 

 

 و لحساب التكامل الأخٌر أٌضا  نطبق طرٌقة التكامل بالتجزئة إذ نفرض :

          (   )       
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 و بالتالً ٌكون :

    (           
 

⏟        
 

 (   )∫          

 

 

)   (   )∫          

 

 

 

 أن :فنلاحظ أنه فً البداٌة وصلنا إلى 

         
 و من ثم وجدنا أن :

    (   )     
 لذا نكمل بطرٌقة التجزئة إلى أن نصل إلى :

    (   )(   )          (∫      

 

 

)

⏟      
  

ذلك من تحقق

    

∫حٍث       
 

 
        

    

 تمزٌه: 

   ادرس تقارب التكامل :

 نكامل بالتجزئة :

  
 

 
                  

 

  
   

                    

 ومنه :

  ∫
    

 
  

 

 

 * 
    

 
+
 

 

 ∫
    

  
  

 

 

 
    

 
 ∫

    

  
  

 

 

 

 و التكامل الأخٌر متقارب بسبب ما ٌلً :
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∫فحسب معٌار المقارنة و لكون 
 

    
 

 
∫ٌكون التكامل متقارب  

    

    
 

 
 متقاربا   

 إذا  التكامل متقارب

 

))عىدما ٌتزامم عيٍل مو شًء وتصو اىى وقطة لا تتحمو بعدٌا أي شًء ، احذر أن تستسيم ففً ٌذي 

 ى الأبد((اىىقطة سٍتغٍز قدرك إى

 

 

 

 
 انتهت المحاضرة 

 ناريمان  جلو –باسل أبو عيسى  –وفاء شيخ سالم إعداد:

   ♥تنسيق: ولاء الأخضر


