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 خليل يحيىالمادة:  دكتور ◄

 عوامل التكميل عنوان المحاضرة: ◄                      الثانيت عشر :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصذقائي سنذرس في هذه المحاضزة :  العلمي :المحتوى 

 طزق اخزى لإيجاد عوامل التكميل  -1

 حل المعادلات التفاضلية الخطية بواسطة عوامل التكميل -2

 لتكن لدٌنا المعادلة:

 (   )     (   )      ( ) 

 متجانسة من الشكل:غٌر غٌر تامة و (1)إذا كانت المعادلة 

   (   )     (   )    

 عندئذٍ عامل التكمٌل ٌكون من الشكل:

  
 

       
 

 :من الشكلغٌر تامة وغٌر متجانسة  (1)أمّا إذا كانت المعادلة 

   (   )     (   )    

 وكانت المعادلة المعطاة بالشكل:

    (   )        (   )      

 عندئذٍ عامل التكمٌل ٌكون من الشكل:

  
 

     
 

 

  1المعادلات التف اضلية  
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  مثال توضٌحً:

 أوجد عامل التكمٌل للمعادلة التفاضلٌة ثمّ أوجد الحل العام لها:

(        )    (       )      ( ) 

 الحل:

 تامة أم لا:لنبرهن أنها 

 (   )           
  

  
        

 (   )           
  

  
          

أي أنّ المعادلة التفاضلٌة لٌست تامة ونلاحظ أنها متجانسة أي أنّها من الحالة الأولى لنتحقق من الشرط 

 ألا وهو:الثانً 

   (   )     (   )    

    (   )     (   )                              

 أيّ أنّ الشرط محقق ومنه ٌكون عامل التكمٌل:

  
 

       
   

 

    
 

 :  نضرب طرفً المعادلة )*( ب 

        

    
    (

  

    
 
    

    
)       

 (
 

 
 
 

 
)     (

 

  
 
 

 
)       

 

 أصبحت المعادلة التفاضلٌة تامة والآن لنوجد الحل العام:
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 (   )  ∫ (   )     ( ) 

 ∫(
 

 
 
 

 
)     ( )  

 

 
       ( ) 

 :  نشتق جزئٌاً بالنسبة ل

  

  
  

 

  
         ( )   (   )  

 
 

  
            ( )   

 

  
 
 

 
   ( )        

 

 
 

نكامل
⇒  ( )             

 : ( ) نعوض قٌمة 

 (   )  
 

 
                   

  أوجد عامل التكمٌل ثمّ أوجد الحل العام:: 2مثال 

 (        )     (       )      ( ) 

 الحل:

 (   )            
  

  
            

 (   )           
  

  
           

 تامة ولٌست متجانسة ونلاحظ أنّها من الشكل:أي أنّها لٌست 

    (   )        (   )      

 :        نبرهن أنّ 
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 فٌكون عامل التكمٌل من الشكل:

  
 

       
 

 

     
 

 لتصبح تامة ثمّ نوجد الحل العام:  نضرب المعادلة )*( ب 

(
         

     
)     (

 

    
 
 

  
)       

(
 

    
 
 

  
)     (

 

    
 
 

  
)       

 الحل العام:

 (   )  ∫ (   )     ( )  ∫
  

    
 
   

  
   ( ) 

  
 

   
 
 

 
     ( ) 

 :  والآن نشتق جزئٌاً بالنسبة ل 

  

  
 

 

    
 
 

 
       ( )   (   ) 

 

    
 
 

 
         ( )  

 

    
 
 

  
 

  ( )   
 

  
 
 

 
    

نكامل
⇒  ( )   

 

 
    

  

 
    

 بالحل العام: ( ) نعوض 

 (   )   
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 حم انًعادلاث انخفاضهيت انخطيت بٕاسطت عٕايم انخكًيم:

      ( ) ( )   ( )    نخكٍ نذيُا انًعادنت انخفاضهيت:           

        [( )   ( ) ]يًكٍ كخابت ْذِ انًعادنت عهى انشكم 
     (   )    (   ) ٔبانخاني ْذِ انًعادنت أصبحج يٍ انشكم: 

حيث يكٌٕ نذيُا: 
  

  
  ( )          

  

  
   

 ٔيُّ: 

  
  
 
  
  

 
  ( )   ( )      ∫ ( )    

 "ْٕٔ عايم انخكًيم"

      ∫ ( )  [∫  ( ) ∫ ( )      ] 

 "ْٕٔ انحم انعاو"
_________________________________________________________________ 

 أجذ انحم انعاو نهًعادنت بٕاسطت طزيقت عٕايم انخكًيم:

1)          
 انحم:

  

  
       

 ( )   ( )    ٔانًعادنت ْي يٍ انشكم: 

 ( )               ( )      

   ∫     ∫              (∫      )              
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 ْٕٔ انحم انعاو...

"  حًاريٍ ٔظيفت "سيخى ادراج انحم في انًحاضزة انقاديت 

1- (              )     (              )       
2-  

  

  
        

ٔانى ُْا أصذقائي َكٌٕ قذ آَيُا انبحث الأٔل ْٕٔ انًعادلاث انخفاضهيت انًحهٕنت بانُسبت نهًشخق 

 ٔسُبذأ ببحث جذيذ في انًحاضزة انقاديت ...

 

 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة 

 

ماريا عبيد*عُلا الدالاتي*سارة شهاب إعداد:  


