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 خليل يحيىالمادة:  دكتور ◄

  معادلت كليرو عنوان المحاضرة: ◄                   الرابعت عشر :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة :  العلمي :المحتوى 

 امثلت عن المحاضزة السابقت -1

 معادلت كليزو -2

 .التوابع المستقلت خطيا ومحدد رونسكي -3

مثال: أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلٌة: 
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 الأٌ َٕجذ حكايم يا داخم الألٕاس نكي َسخطيع إيجاد انحم انعاو نهًعادنت)*(

    
 

 
   

  

  
 

 

 
           

  

 
 

  

 
        

    
  

 
   

  

  
  

  

 
             

  

 
            

  1المعادلات التف اضلية  
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 ( في )*( فُحصم عهى انحم انعاو انًطهٕب:2( ٔ)1َعٕض )

(
  

 
 

  

 
   )(

  

 
      )    

2-                   
 انحم:

 َلاحظ اٌ انحذ الأٔل يشكم يخطابمت حربيعيت
              

 ٔيُّ:أصبحج فرق يربع حذيٍ 

                   

              أ              ٔيُّ ايا: 

 ٔنُٕجذ انحم نهًعادنخيٍ 

                
َفاظم انطرفيٍ       ْٔي يعادنت حفاظهيت يٍ انًرحبت الأٔنى حرد انى فصم انًخحٕلاث َفرض 

   ٔيُّ:   َمسى انًعادنت عهى          ٔيُّ 
  

  
   

  

  
  

 
  

  
      

  

   
                              |

  
   

| 

 ٔيُّ:      َعٕض ليًت 

    |
  

     
|        |

  
     

|    

 (1)ْٕٔ انحم انعاو نهًعادنت 

 :(2)ٔيُّ نُٕجذ انحم نهًعادنت 

 : ْٔي يعادنت حفاظهيت يٍ انًرحبت حرد انى فصم انًخحٕلاث        

  ٔيُّ:   َمسى انًعادنت عهى          َفاظم انطرفيٍ ٔيُّ:       نُفرض اٌ 

 
  

  
   

  

  
 

  

  
      

  

   
    

َكايم
⇒                   
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 :     َعٕض ليًت                

                                    

 يُخج انحم انعاو: (2) & (1)ٔيُّ جذاء انحهيٍ  (2)ْٕٔ انحم نهًعادنت 

((    |
  

     
|)                  )    

 المعادلاث التفاضليت من مزاتب عليا

تعزيف: نخكٍ نذيُا انًعادنت انخفاظهيت: 

 (                 )    

 نعلالت:ٔيشخماحٓا ٔححمك ا  ٔانًخجاَست في 

 (                   )                      

  ٔبانخاني لإيجاد انحم انعاو َفرض:  
 

 
 فخصبح انًعادنت يٍ انشكم:

 (    
  

 
   

    

 
)    

ٔيُّ َفرض نخفط يرحبت انًعادنت انخفاظهيت :
  

 
          

             
      
⇒                           

   

 
         

 مثال: أٔجذ انحم انعاو نهًعادنت انخفاظهيت:

                   

 الحل

َفرض:  
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 فيصبح نذيُا:   ( عهى 1َمسى طرفي انًعادنت )

   

 
 (

  

 
)

 

    

 انًعادنت الأخيرة فيصبح نذيُا:ٔالآٌ َعٕض * ٔ** في 

                    
  

  
             

َكايم
⇒         

  
  

 
⇒  

  

 
                      

 ْٔي يعادنت حفاظهيت يٍ انًرحبت الأٔنى نُٕجذ انحم انعاو نٓا:

  

  
           

  

 
            

َكايم
⇒                              

 ْٕٔ انحم انعاو نهًعادنت انخفاظهيت.

 معادلت كليزو

 حأخز يعادنت كهيرٔ انشكم:

                 

 :  لإيجاد انحم انعاو نٓزِ انًعادنت َشخك بانُسبت ل 

           
  

  
       

  

  
   [       ] 

  

  
 

 [       ] 
  

  
   

 
  

  
       

           فيكٌٕ انحم انعاو يٍ انشكم:                    

                : ٌّ  حعطيُا انحم انشار نًعادنت كهيرٔ.              ٔأ
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 (( . ب   ))أيّا انحم انعاو ف يُخج عٍ حبذيم كم 

مثال: أٔجذ انحم انعاو نهًعادنت انخفاظهيت انخانيت ٔانحم انشار: 

              

 :الحل

ٌّ ْزِ انًعادنت يٍ َٕع يعادنت كهيرٔ نزنك يكٌٕ انحم انعاو بخبذيم كم:      َلاحظ أ

       :        َشخك بانُسبت ل 
  

  
    

  

  
   [    ] 

  

  
 

 [    ] 
  

  
   

إيّا:      
  

  
 ( فُحصم عهى انحم انعاو: 1َعٕظٓا بانًعادنت )         

         

[       ]أٔ:                                      

           
 

 
 

   :انحم انشار( فُحصم عهى 1َعٕظٓا بانًعادنت )
  

 
 

  

 
 

 ومعين رونسكيالتوابع المستقلت خطياً 

تعزيف: إذا تحقق: [   ]خطٌاً فً المجال  مستقلةأنّها            نقول عن مجموعة التوابع  

                      

              

 لٌست جمٌعها أصفاراً.           خطٌاً إذا كانت  مرتبطةونقول عن هذه التوابع أنّها 

 (: 1مبزهنت )

وقابلة للاشتقاق من  [   ]مرتبطة خطٌاً على المجال                     إذا كانت التوابع: 

 فإنّ المعٌن:      المرتبة 
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      [                   ]  |

       
  

   
    

 

   
  

     
      

   

| 

معيّن رونسكي. نسمً هذا المعٌن )المحدد(:  [   ]ٌطابق الصفر على المجال 

خطٌا.      مستقلةإذا كان معٌن رونكسً لا ٌطابق الصفر فإننا نقول أن مجموعة التوابع 

                          وبما أنّ التوابع مرتبطة خطٌاً فإنّ: 

 لٌست جمٌعها أصفاراً.           أنّ الثوابت 

 مرة متتالٌة :      ( ل 1وباشتقاق العلاقة )

                      

     
       

         
    

  

     
          

           
      

             وبالتالً هذه العلاقات تمثّل جملة معادلات جبرٌة متجانسة بالنسبة إلى 

وهذا لا  [   ]على المجال   وحسب الفرض فإنّها تقبل حلاً غٌر الحل الصفري لأجل كل قٌمة ل 
ٌّن الأمثال )رونسكً(   الصفر.  ٌطابقٌتحقق إلّا إذا كان مع

 نستنتج من المبزهنت السابقت:

وكان معٌن رونسكً لهذه  [   ]قابلة للاشتقاق على المجال            أنّه إذا كانت جملة التوابع 
 الصفر فإنّ جملة التوابع تكون مستقلة خطٌاً. لا ٌطابقالتوابع 

مثال توضيحي:          لٌكن لدٌنا:  

ٌّن رونسكً( ٌكون:  |فإنّ محدد الأمثال )مع

      

       

     
    

|  أيّ أنّها مستقلة خطٌاً.      
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تذكرة: محدد المثال التوضٌحً هو محدد مصفوفة مثلثٌة فقٌمته تساوي جداء عناصر القطر الرئٌسً. ◄

 (:2مبزهنت )

 حلاً للمعادلة التفاضلٌة الخطٌة المتجانسة:      إذا كان التابع 

            
          

              
                

 ثابت كٌفً.  هو أٌضاً حلاً لها حٌث      فإنّ 

 (:3مبزهنت )

    حلان للمعادلة التفاضلٌة المتجانسة الخطٌة             إذا كان التابعان: 

 .    هو أٌضا ً حل للمعادلة التفاضلٌة       حاصل جمع التابعان أيّ: فان 

 (:3( و)2نستنتج من المبرهنتين السابقتين )

 ( فإنّ التابع:1حلولاً للمعادلة التفاضلٌة )           أنّه إذا كان 

∑                   

 

   

 

 ٌكون حلاً لها أٌضاً.

 (:4مبزهنت )

توابع حقٌقٌة وإذا كانت المعادلة تقبل                 (: 1إذا كانت معاملات المعادلة الخطٌة )

     الحقٌقً و      فإنّ كلاً من                        من الشكل: مركباً حلاً 

 ( 1التخٌلً هو حلاً للمعادلة )

 جملت الحلول الأساسيت

( وإذا كانت جملة 1حلولاً خاصة للمعادلة التفاضلٌة )           إذا كانت جملة التوابع تعزيف:  

 (.1التوابع مستقلة خطٌاً فندعوها جملة الحلول الأساسٌة للمعادلة التفاضلٌة )
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(:      ( وإذا كانت المعاملات 1جملة حلول أساسٌة للمعادلة )           إذا كانت 5مبزهنت )

 .       توابع مستمرة على مجالها فإنّ محدد رونسكً 

 وظٌفة "سٌتم ادراجهم هنا للحفاظ على ترتٌب أفكار المادة"

  أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلٌة:مثال:

                 

      إذا علمت أنّ لها حلولاً خاصة من الشكل: 

 الحل

                            

 ( فنحصل على:1والآن نعوض بالمعادلة )

                                    

                             

              

              

 |فإنّ محدد رونسكً ٌكون: 
    

      |  فإنّ الحل العام من الشكل:    

                    
      

   

  أوجد الحل العام: مثال:

                       

 .           علماً أنّ تقبل حلٌن خاصٌن من الشكل: 

 الحل

        
      

    
نعوض1ب

⇒                        

        
       

     
نعوض1ب

⇒                          
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|فإنّ محدد رونسكً ٌكون: 
   

   |    

           وٌكون الحل العام هو: 
  . 

 انتهت المحاضرة 

ماريا عبيد*عُلا الدالاتي*عبير خزنت كاتبي إعداد: 


