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    جمال الملي  المادة: دكتور ◄

 التام المتري الفضاء  عنوان المحاضرة: ◄                      ةالعاشر  :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 التام  𝒍𝐩الفضاء -1

,𝑪[𝒂الفضاء  -2 𝒃]  التام 

 مبرهنة التقارب المنتظم  -3

 :تام 𝓵𝒑الفضاء

1عدد مثبتاً حيث أن :  Pحيث نفترض أن  ≤ 𝑃 <  ∞ 

ف   𝒍𝐩الفضاءعلى  حيث نعلم أنهو   المترك التالي :  قد عُر ِّ

𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = ൬෍ |𝜉𝑖 − 𝜂𝑖|𝑝
𝑛

𝑖=1
൰

1
𝑝

   ; 𝑥 = ൫𝜉𝑖൯         𝑦 = ൫𝜂𝑖൯ 

ℓولنثبت أن 
𝑝

 .نها متقاربة في الفضاء تام : نأخذ متتالية كوشية اختيارية ونثبت أ 

ሺ𝑥𝑚ሻكن تول ∈ ℓ
𝑝

𝑥𝑚متتالية كوشية حيث أن :   = ൫𝜉1
𝑚 , 𝜉2

𝑚 , … … … . , 𝜉𝑛
𝑚 , … ൯ 

 حيث أن تحقق :  𝑁0عدد صحيح موجب  εعندئذ يوجد لكل عدد موجب 

∀ε >  0; ∃𝑁0 ∈ 𝑁; 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0: 𝑑ሺ𝑥𝑚 , 𝑥𝑛ሻ < 𝜀 ⟹ ൬෍ ൫𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖

𝑛൯
𝑝∞

𝑖=1
൰

1
𝑝

< 𝜀 

𝑝  :σنرفع للطرفين للقوة  ൫𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖

𝑛൯
𝑝∞

𝑖=1  < 𝜀𝑝 

من مكونات  فإن كل مكون 𝜀𝑝متقاربة ولا يتجاوز و وكون هنا المجموع هو مقادير غير سالبة 

 أي تحقق لدينا :  𝜀𝑝 هذا المجموع أيضاً سيكون أصغر من

∀ε >  0; ∃𝑁0 ∈ 𝑁; 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁: ห𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖

𝑛ห
𝑝

< 𝜀p           𝑖 = 1,2,3, …. 

 1حليل التابعيالت
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∀ε >  0; ∃𝑁0 ∈ 𝑁; 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁: ห𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖

𝑛ห < 𝜀           𝑖 = 1,2,3, …. 

ሺ𝜉𝑖(( : نستنتج أن 𝑖))ولنختر عدداً مثبتاً 
1 , 𝜉𝑖

2 , … … … … . , ሻ  متتالية عددية عقدية أو حقيقية كوشية

, ℂنها متقاربة نظراً لكون إبالتالي فو ℝ  متقاربة من  و لنفرض أنهاتامين𝜉𝑖  أي أن 

lim
𝑚→∞

𝜉𝑖
𝑚 = 𝜉𝑖  ⇔ 𝜉𝑖

𝑚 ⟶ 𝜉𝑖  ; 𝑖 = 1, 2 , … … 

𝑥حيث :  𝑥النهاية لتعريف العنصر ويمكننا استخدام  = ൫𝜉1, 𝜉2, … … … . , 𝜉𝑛, … ൯  ومن ثم إثبات أن

𝑥 ∈ ℓ
𝑝

𝑥𝑚وإن   → 𝑥  

 العلاقة أن المتسلسلة في ونلاحظ 

∀ε >  0; ∃𝑁0 > 𝑁; 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0: 𝑑ሺ𝑥𝑚, 𝑥𝑛ሻ < 𝜀 ⟹ ൬෍ ൫𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖

𝑛൯
𝑝∞

𝑖=1
൰

1
𝑝

< 𝜀 

ℓمتقاربة حسب تعريف 
𝑝

جزئي من هذا المجموع يبقى  فإذا أخذنا مجموعوبالتالي المجموع محدود ,  

 إذا ً أصبح لدينا : من الحدود نستطيع أخذ النهاية  𝐾صحيح دود وذلك أخذنا عدد أيضاً مح

෍ ൫𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖

𝑛൯
𝑝𝑘

𝑖=1
 < 𝜀𝑝 

𝑛وبجعل  → ∞  : 

෍ ቀ𝜉𝑖
𝑚 − lim

𝑛→∞
𝜉𝑖

𝑛ቁ
𝑝

 
𝑘

𝑖=1
≤  𝜀𝑝 ⟹ ෍ ൫𝜉𝑖

𝑚 − 𝜉𝑖൯
𝑝

≤
𝑘

𝑖=1
 𝜀𝑝  

𝑘 وبجعل  → ∞: 

⟹ ෍ ൫𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖൯

𝑝∞

𝑖=1
≤  𝜀𝑝    ∶ 𝑚 > 𝑁0 

𝑥𝑚وهذا يبين أن  − 𝑥 = ሺ𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖ሻ ∈ ℓ

𝑝
ሺ𝑥𝑚ሻوبما أن   ∈ ℓ

𝑝
ومنه حسب متباينة منكوفيسكي فإن  

 :𝑥 = 𝑥𝑚 + ሺ𝑥 − 𝑥𝑚ሻ ∈ ℓ
𝑝

  

,ቀ𝑑൫𝑥: ولدينا   𝑦൯ቁ
𝑝

= σ ൫𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖൯

𝑝∞
𝑖=1 ≤  𝜀𝑝 

 :لدينا تعريف التقارب كالتاليوبالتالي تحقق 
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∀ε = 2𝜀 >  0; ∃𝑁0 ∈ 𝑁; 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0: 𝑑ሺ𝑥𝑚 , 𝑥ሻ ≤ 𝜀 < 2𝜀 = 𝛿 

⟹ ൬෍ ൫𝜉𝑖
𝑚 − 𝜉𝑖

𝑛൯
𝑝∞

𝑖=1
൰

1
𝑝

< 𝛿 

ℓومنه الفضاء  
𝑝

 تام بخصوص المترك المعرف عليه .  

,𝑐[𝑎وال المستمرة على المجال ))فضاء الد 𝑏] )) المغلق 

 لنعرف على الفضاء المترك المحدد بالشكل:

𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = maxห𝑥ሺ𝑡ሻ − 𝑦ሺ𝑡ሻห      , 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝑐[𝑎, 𝑏] 

𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

,𝑐[𝑎ولنثبت أن الفضاء  𝑏]  نأخذ متتالية كوشية  اختيارية ونثبت تقاربها في هذا الفضاء ولتكنሺ𝑥𝑛ሻ 

 متتالية كوشية فهي تحقق :

∀ε >  0; ∃𝑁0 ∈ 𝑁; 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0 ; maxห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑦𝑚ሺ𝑡ሻห < 𝜀  

⟹ ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑦𝑚ሺ𝑡ሻห < 𝜀                  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

𝑡ومن أجل  = 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝑏] مثبت , وبما أن الدوال هل دوال مستمرة , لو رسمنا من𝑡0  مستقيم

 :فهي تحقق  لة من المتتالية بنقطة واحدة فقط وبالتالي يتشكل لدينا المتتالية الكوشيةعامودي لقطع كل دا

𝑥1ሺ𝑡0ሻ, 𝑥2ሺ𝑡0ሻ, 𝑥3ሺ𝑡0ሻ, … … … … … 𝑥𝑛ሺ𝑡0ሻ 

⟹أي أن :  ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑦𝑚ሺ𝑡ሻห < 𝜀 

 أي أن :  𝑅ية فيه متقاربة في تام فإن كل كوش 𝑅كون و 𝑅وبالتالي فإن المتتالية عددية حقيقية كوشية في 

𝑥𝑚ሺ𝑡0ሻ → 𝑥ሺ𝑡0ሻ ∈ 𝑅            ;    𝑚 → ∞ 

 𝑖أيا كان  ي متقاربة من نقطة وحيدةوه𝑅وبالتالي يمكننا بهذه الطريقة الحصول على متتالية كوشية في 

 مثبت .

 أي يكون لدينا 

𝑥𝑚ሺ𝑡0ሻ → 𝑥ሺ𝑡0ሻ ∈ 𝑅            ;    𝑚 → ∞ 
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,𝑎]المعرفة على  𝑥تتشكل لدينا الدالة  وبالتالي 𝑏] . 

𝑥وتبقى لكي يتم المطلوب إثبات أن  ∈ [𝑎, 𝑏]  وأن𝑥𝑚 → 𝑥  

,𝑎]هي نهاية للدالة وأنها مستمرة على  𝑥وسنثبت أن  𝑏] . 

 ولدينا من التعريف : 

 

∀ε >  0; ∃𝑁0 ∈ 𝑁; 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0 ; maxห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥𝑚ሺ𝑡ሻห < 𝜀  

𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

𝑚وعندما     𝑡ومن أجل كل →  يكون   ∞

maxห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห < 𝜀  

𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

,𝑎]على المجال  𝑥ሺ𝑡ሻتتقارب بانتظام من  𝑥𝑛ሺ𝑡ሻوهذا يبين أن  𝑏] فإن دالة النهاية 𝑥  مستمر على

[𝑎, 𝑏] 

,𝑎]متتالية من الدوال المستمرة المعرفة على  𝑥𝑛وحسب مبرهنة ))إذا تقاربت  𝑏] تقارباً منتظماً على

[𝑎, 𝑏]  من الدالة𝑥  فإن النهاية𝑥 هذه تكون مستمرة على[𝑎, 𝑏])) 

𝑥 دالة مستمرة  𝑥أي أن  ∈ 𝑐[𝑎, 𝑏] إذا الفضاء𝑐[𝑎, 𝑏] . تاماً بخصوص المترك المعرف عليه 

𝑥𝑚أن تقارب  → 𝑥  في الفضاء𝑐[𝑎, 𝑏] ظم أي أن أي متتالية هو تقارب منت𝑥𝑚  تتقارب بانتظام

,𝑎] على 𝑏] من𝑥 . 

 توضيح : 

,𝑐[𝑎أي أنه إذا تقاربة متتالية في الفضاء  𝑏]  من العنصر𝑥  في هذا الفضاء بخصوص المترك المعرف

 عليه يتحقق لدينا 

∀ε >  0; ∃𝑁 ; 𝑛 ≥ 𝑁0 ; 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ = maxห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥0ሺ𝑡ሻห < 𝜀  

𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 
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 وبالتالي يكون لدينا 

∀ε >  0; ∃𝑁 ; 𝑛 ≥ 𝑁0 ; 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ = maxห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห < 𝜀  

𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏 

لذلك سمي هذا الفضاء بالفضاء  𝑡بالموضع  εوهذا يحقق تعريف شرط التقارب بانتظام لأنه لا علاقة ل 

 المنتظم . 

 

 انتهت المحاضرة

 تيناوي رينذ-اعيلتقى إسم –إعداد: بسمة نصر الله 

 

 

 

 

 


