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    جمال الملي  المادة: دكتور ◄

 المتري الفضاء  عنوان المحاضرة: ◄                      : الثانية عشرالمحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 أمثلة على الفضاءات غير التامة . -1

 التطبيق الإيزومتري والفضاءات الإيزومتريان . – 2    

 الدوال المستمرة : 

,ሾ𝑎مجموعة كل الدوال الحقيقية المستمرة على المجال  𝑋لتكن  𝑏ሿ  أي𝑋 = 𝐶ሾ0,1ሿ ذه ولنفرض أن له

 بالشكل :  𝑑المجموعة المترك

𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = න ห𝑥ሺ𝑡ሻ − 𝑦ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡                 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶ሾ0,1ሿ
1

0

 

 غير تام  بخصوص هذا المترك  الفضاء ولنثبت أن هذا

 الإثبات : 

عبارة هي هذه المتتالية  نهاية))لإثبات على ذلك يكفي إيجاد متتالية كوشية ولكن غير متقاربة فيه أي أن 

 (( ሾ0,1ሿعن دالة غير مستمرة على المجال

,𝑥أن الطرف الأيمن موجود لأن  𝑦  دوال مستمرة هي دالة مستمرة وتركيب دوال مستمرة وبالتالي جمع

 دوال مستمرة هي دالة مستمرة وبالتالي قابلة للمكاملة 

,ሺ𝐶ሾ𝑎 وإن الزوج 𝑏ሿ, 𝑑ሻ) ))ًهو فضاء متري ))وضوحا 

 ولنثبت أن هذا الفضاء غير تام بخصوص هذا المترك .

 حيث تكون كوشية وغير متقاربة فيه .  𝑐ሾ0,1ሿومن أجل ذلك نأخذ متتالية عناصرها من 

 بالشكل التالي :  ሺ𝑥𝑛ሻ ولنعرف المتتالية

 1التحليل التابعي
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𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ = {
 0     ; 𝑡𝜖 [0,

1

2
]

1       ; 𝑡 ∈ ሾ𝑎𝑛, 1ሿ
     … …  ሺ1ሻ 

 

𝑎𝑛يث ح =
1

2
+

1

𝑛
     ; 𝑛 > 1 

ሾأما على المجال 
1

2
, 𝑎𝑛ሿ  فهي القطعة المستقيمة التي تجعل 

 تلك التوابع مستمرة 

 :كالتالي 𝑥𝑛وبيانياً يكون المنحى البياني للدالة 

,0]نلاحظ أن ضمن المجال
1

2
 جميع المنحنيات البيانية للمتتالية [

 ሺ𝑥𝑛ሻ  تنطبق على المحورሺ𝑜𝑡ሻ  وفي المجالሾ𝑎𝑛, 1ሿتنطبق 

𝑥𝑛ሺ𝑡ሻعلى المستقيم  =  ሺ𝑥𝑛ሻكما نلاحظ أن الخط البياني للدالة  1

 . ሾ0,1ሿالذي هو عبارة عن متتالية من التوابع مستمر وضوحاً من الشكل على المجال

 ولنثبت أن هذه المتتالية كوشية أي لنبرهن أن : 

∀ε > 0 ;  ∃𝑁0 ∈ 𝑁 ; 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁0 ∶ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ < 𝜀 ⟹ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ

= න ห𝑥ሺ𝑡ሻ − 𝑦ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 < 𝜀
1

0

 

𝑛أن  ضولنفر > 𝑚  وبالتالي سيكون لدينا
1

𝑛
<

1

𝑚
 ويكون لدينا هندسياً  
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⟹ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ

= න ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥𝑚ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡

1
2

0

+ න ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥𝑚ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 + න ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥𝑚ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡
1

𝑎𝑚

𝑎𝑚

1
2

 

⟹ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ = න ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥𝑚ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡
1

𝑎𝑚

 ; 𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ ≥ 𝑥𝑚ሺ𝑡ሻ; ∀𝑡 ∈ [
1

2
, 𝑎𝑚] 

,𝑑ሺ𝑥𝑛ومنه إن  𝑥𝑚ሻ  تمثل مساحة المثلث𝐴𝐷𝐶  مطروحاً منه مساحة المثلث𝐴𝐷𝐵  : وذلك 

𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ =
1

2
ሺ|𝐴𝐷| ∗ |𝐷𝐶| −

1

2
ሺ|𝐴𝐷| ∗ |𝐷𝐵|ሻ 

⟹ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ =
1

2
(

1

𝑚
−

1

𝑛
) < (

1

𝑚
−

1

𝑛
) <

1

𝑚
 … … . ሺ∗ሻ 

 ولكن حسب أرخميدس : 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ; ∃𝑁0 ∈ 𝑁 ∶ 𝑁0, 𝑥 > 𝑦  

𝑦)فإذا أخذنا  =
1

𝜀
)   , ሺ𝑥 = 1ሻ  : نجد أن∀ε > 0 ;  ∃ 𝑁0 ∈ 𝑁 ; 𝑁0 >

1

𝜀
 ⟹

1

𝑁0
< 𝜀 

𝑛ولتكن لدينا  > 𝑚 > 𝑁0 

1

𝑛
<

1

𝑚
≤

1

𝑁0
< 𝜀 

 :بالتعوض في )*(نجد أن 

∀ε > 0 ; ∃𝑁0 ∈ 𝑁 ; 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁0 ∶ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ < 𝜀 

 هي متتالية كوشية . ሺ𝑥𝑛ሻوبالتالي فإن المتتالية 

 𝑐ሾ0,1ሿليست متقاربة في الفضاء  ሺ𝑥𝑛ሻولنبرهن إن المتالية 

 ሾ0,1ሿغير مستمرة على المجال دالة  𝑥هي 𝑥𝑛أي لنبرهن أن نهاية 

 وبالتالي يكون لدينا حسب التعريف التقارب : ሺ𝑥𝑛ሻهي نهاية المتتالية  𝑥بفرض أن 
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∀ε > 0 ; ∃𝑁0 ∈ 𝑁 ; 𝑛 ≥ 𝑁0 ∶ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ < 𝜀 

limوبمعنى أخر لدينا من الفرض : 
𝑛→∞

: 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ = 0. 

,𝑑ሺ𝑥𝑛ولتكن لدينا حسب تعريف المترك المعرف :  𝑥ሻ =  ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 < 𝜀
1

0
  

,𝑥𝑛ሺ𝑡ሻوإن من الفرض لدينا كلاً من  𝑥ሺ𝑡ሻ  دوال مستمرة وطرح دالتين مستمرتين هي دالة مستمرة

 والقيمة المطلقة هي دالة مستمرة أيضاً والتالي فإن : 

𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ =  ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 +  ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 +  ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡
1

𝑎𝑛

𝑎𝑛
1

2

1

2

0
 و

 ( : 1وبالتالي لدينا حسب تعريف المتتالية )

𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ = න |𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡 + න ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 + න |1 − 𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡
1

𝑎𝑛

𝑎𝑛

1
2

1
2

0

 

𝑛وبجعل  →  نجد أن :  ∞

lim
𝑛→∞

𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ = lim
𝑛→∞

න |𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡 
1

0

+ lim
𝑛→∞

න ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 + lim
𝑛→∞

න |1 − 𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡
1

𝑎𝑛

= 0
𝑎𝑛

1
2

 

lim
𝑛→∞

𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ

= න |𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡 + න ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 + න |1 − 𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡
1

lim(
1
2+

1
𝑛)

𝑛→∞

lim(
1
2+

1
𝑛)

𝑛→∞

1
2

1
2

0

 

         ห𝑥𝑛ሺ𝑡ሻ − 𝑥ሺ𝑡ሻห𝑑𝑡 = 0
lim(

1

2
+

1

𝑛
)

𝑛→∞
1

2

 (( 0يساوي   aإلى  aلأن التكامل المحدد من ))

مجموع التكاملات غير سالبة يساوي إلى الصفر فإن لكل من التكاملات يساوي الصفر أي  وبالتالي لدينا

يكون :  |𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡 =    ,        0 |1 − 𝑥ሺ𝑡ሻ|𝑑𝑡
1

1

2

= 0      
1

2

0
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 دالة مستمرة يجب أن يكون :  𝑥وبما أن 

𝑥ሺ𝑡ሻ = 0      ; 0 ≤ 𝑡 ≤
1

2
 

1 − 𝑥ሺ𝑡ሻ = 0 ;
1

2
< 𝑡 ≤ 1 

0   ; 0 ≤ 𝑡 ≤
1

2
 

1  ;
1

2
< 𝑡 ≤ 1   

𝑥وهذا يعني أن   ሾ0,1ሿهي دالة منقطعة غير مستمرة على المجال  𝑥نلاحظ أن  ∉ ሾ0,1ሿ  وبالتالي فإن

 غير تام بخصوص المترك المعرف عليه .  𝑐ሾ0,1ሿالفضاء 

  

غير تامة ,إن كل فضاء متري غير تام له متمم ومثال  وجدنا سابقا وجود فضاءات تامة وأخرى -

 .  𝑅غير تام الذي يمكن توسيعه إلى  𝑄على ذلك الفضاء 

 التطبيق الإيزومتري )متساوي المسافات ( :

𝑋ليكن لدينا  = ሺ𝑋, 𝑑ሻ  و𝑌 = ሺ𝑌, 𝑑ሻ  فضائين مترين ولدينا التطبيق𝑇: 𝑥 → 𝑦  عندئذ نقول

 على لمسافة أي أنه :  𝑇أنه إيزومتري إذا حافظ  𝑇عن التطبيق 

𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = 𝑑~൫𝑇𝑥 , 𝑇𝑦൯ … … ሺ∗ሻ 

𝑇𝑥))حيث أن  , 𝑇𝑦 صور لكل من 𝑥 , 𝑦  وفق𝑇 )) على الترتيب 

 : ملاحظة

  𝑅د حيث تتم هذه المقارنة في إن كلاً من طرفي المساواة السابقة )*( موجو

 .  𝑌ى هو نفسه المعرف عل 𝑋على  وليس بالضرورة أن يكون المترك المعرف

 الإيزومتريان :  الفضاءان

, 𝑥نقول عن  𝑦  أنهما إيزومتريان فيما بينهما إذا وجد تطبيق𝑇 . إيزومتري 
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 ملاحظة :

لذلك فإن الفضاءات الإيزومتريان قد يختلفان على الأكثر بطبيعية عناصرها ولكنه لا يمكن تمير أحدهما 

 مكن اعتبار الفضاءين الإيزومترين متطابقين عن الأخر من وجهة نظر المترك وبالتالي فإنه ي

 

 

 

 

 

 

 

ْ يوجد لكل فضاء متري - 𝑋 = ሺ𝑋, 𝑑ሻ  فضاء متري تام𝑋~ = ሺ𝑋~, 𝑑~ሻ  ًيحوي فضاءً جزئيا𝑤 

 . 𝑋وكثيفاً في 

 ~𝑋الطرف عن الفضاءات الإيزومترية معه , بمعنى أخر إذا كانغضضنا  وحيد إذا ~𝑋إن هذا الفضاء 

 إيزومتريان  ~𝑋  و 𝑋 فإن الفضائيين 𝑋ايزومترياً مع  𝑤فضاء متري تام يحوي فضاءاً جزئياً كثيفاً 

 منطبقين (( ~𝑋  و  −𝑋)) وذلك بالاعتماد على الملاحظة السابقة حيث يمكن اعتبار 

انتهت المحاضرة

 رشا قرصة –تقى إسماعيل  –إعداد: بسمة نصر الله 


