
[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

improve our mathematicsF.B Group :              Facebook_Page : IOM              0997378154Maths_WhatsApp :   
 

1 

 

 جمال ملليدكتور المادة:  ◄

 الفضاءات المنظمةعنوان المحاضرة :                    :الرابعة عشرالمحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 الفضاءات المنظمة التامة  -1

 المتسلسلات في الفضاء المنظم  -2

  

 مثال على فضاء منظم وغير تام : 

,𝑐[𝑎كن لدينا الفضاء لي 𝑏]  فضاء الدوال المستمرة على المجال المغلق[𝑎, 𝑏 ] : ولنزوده بالدالة التالية 

||. ||: 𝑐[𝑎, 𝑏] → 𝑅 

𝑥 → ||𝑥|| = ( ∫ 𝑥(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

 

 ولثبت أن ||.|| هي دالة نظيم .

 لنتحقق من الشروط الأربعة التالية :الحل : 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑐[𝑎, 𝑏]    ;  ∀𝑎 ∈ 𝑅 

1 − ||𝑥|| = ( ∫ 𝑥(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

≥ 0 

2 − ||𝑥|| = 0 ⟺ ( ∫ 𝑥(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

= 0 ⟺ |𝑥(𝑡)| = 0 ⟺ 

𝑥(𝑡) = 0 ⟺ 𝑥(𝑡) = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

   1التحليل التابعي
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 دالة تصور جميع النقط بالصفر )الدالة الصفرية ( محقق .

3 − ||𝛼𝑥|| = ( ∫ (𝛼𝑥(𝑡))2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

= ( ∫ (𝛼)2(𝑥(𝑡))2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

= √𝑎2 ( ∫ 𝑥(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

= |𝛼| ( ∫ 𝑥(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

= |𝛼| ||𝑥|| 

4 − ||𝑥 + 𝑦|| =  ( ∫ (𝑥 + 𝑦)(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎
)

1

2
= ( ∫ (𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡))2𝑑𝑡 

𝑏

𝑎
)

1

2
    

𝑝من أجل ولدينا حسب متراجحة فيكوفسكي  =  نجد :  2

( ∫ (𝑥(𝑡) + 𝑦(𝑡))2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

≤ ( ∫ 𝑥(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

+ ( ∫ 𝑦(𝑡)2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

 

⟹ ||𝑥 + 𝑦|| = ||𝑥|| + ||𝑦|| 

.||إذن تحقق الشروط الأربعة ومنه فإن  ,𝑐[𝑎هي دالة نظيم على الفضاء المتجهي  || 𝑏] . 

,𝑐[𝑎)وبالتالي فإن  𝑏] , ||. هو فضاء منظم ولكنه غير تام لأنه غير تام بخصوص المترك المولد من  (||

 هذا النظيم . 

𝑑(𝑥, 𝑦) = ||𝑥 − 𝑦|| = ( ∫ (𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡))2𝑑𝑡 
𝑏

𝑎

)

1
2

 

حيث يستعاض من المترك  12ثبات أنه غير تام يمكن اتباع خطوات البرهان الوارد في المحاضرةولإ

,𝑎]بالحالة العامة  [0,1]وأيضاً باستبدال المجال  لمترك الحاليالسابق با 𝑏]  بنفس الخطوات نستطيع إيجاد

ولكنها غير  كوشية غير متقاربة ضمن هذا المجال ونهاية هذه المتتالة الكوشية هي دالة قابلو للمكاملة

 مستمرة إذاً هذه الكوشية غير متقاربة ضمن هذا الفضاء .

 ير تام بخصوص المترك المعرف عليه . وبالتالي الفضاء غ

, 𝑋) ليكن لديناتعريف الفضاء الجزئي المنظم :  ||. ∅فضاء منظم وليكن  (|| ≠ 𝑌 ⊆ 𝑋 عندئذ فإن 𝑌 

نحصل على فضاء منظم جديد  𝑋بمقصور النظيم المعرف على  𝑌سوف يكون فضاء متجهي فإذا زودنا 
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عندها نقول أنه فضاء جزئي منظم  𝑋مغلقة في  𝑌نسميه فضاء جزئي منظم وفي حال كانت المجموعة 

 مغلق .

 تام . و هو كل فضاء منظمفضاء باناخ : 

 إن كل فضاء منظم هو فضاء متري )) أي أن كل نظيم يولد مترك ((ملاحظة : 

 مبرهنة الفضاء الجزئي من فضاء باناخ :

ً  𝑋من فضاء باناخ  𝑌الشرط اللازم والكافي كي يكون فضاء جزئي  مغلقة  𝑌هو أن تكون المجموعة  تاما

 . 𝑋في 

 الإثبات : 

، كل فضاء منظم هو فضاء متري وحسب الملاحظة ))كل نظيم يولد مترك (( وحسب مبرهنة سابقة نبما أ

اماً الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء الجزئي تام هو المترية )) إذا كان الفضاء الكلي ت في الفضاءات

 لقة ((أن تكون الجزئية مغ

 مغلقة .         ويتم المطلوب . 𝑌 ⟺تام   𝑌ومنه 

 تعريف تقارب متتالية في الفضاءات المنظمة : 

∗𝑛𝜖𝑁{𝑥𝑛}تكون المتتالية  𝑋في فضاء منظم    = (𝑋, ||.  بحيث أن 𝑋من  𝑥متقاربة إذا وجد عنصر  (||

lim
𝑛→∞

||𝑥𝑛 − 𝑥|| = 0 

𝑥𝑛ونكتب عندئذ  → 𝑥  كما نسمي𝑥  نهاية المتتالية{𝑥𝑛} . 

 ملاحظة : 

إن تعريف التقارب في الفضاءات المنظمة يجب أن لا يتعارض مع تعريف التقارب في الفضاءات المترية 

 أن كل فضاء منظم هو فضاء متري . ووالسبب في ذلك ه

 ة .يمكننا اعتبار أن الفضاءات المنظمة هي حالة خاصة من الفضاءات المتري
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تعاملنا مع المتتاليات في الفضاءات المترية  ولم نتعامل مع المتسلسلات لأنه ليس بالضرورة أ،  -

المنظمة معرفة على الفضاءات  يكون مفهوم الجمع معرف في الفضاءات المترية بينما الفضاءات

 المتجهية مزودة ببنية جبرية .

 المتسلسلات في الفضاءات المنظمة : 

 لة هي المجموع الجبري لعناصر المتتالية نعلم أن المتسلس

,𝑥1ليكن لدينا المتتالية : 𝑥2, 𝑥3 … . . 𝑥𝑛, …         (∗) 

∑فإن المتسلسلة الناتجة عن هذه المتتالية هي :  𝑥𝑛
∞
𝑛=1  

 . 𝑋هي عناصر الفضاء المتجهي 𝑥𝑛حيث 

فإذا كان المجموع منته نستطيع إيجاده بسهولةوتكون عندها المتسلسلة متقاربة ، أما في حال كان المجموع 

 غير منته أو )غير موجود( هنا سنواجه مشكلة ولحلها نستخدم مفهوم تقارب المتسلسلة .

حداً من حدود  𝑛 نبني متتالية جديدة  حدها العام مؤلف من مجموع أولولدراسة تقارب المتسلسلة أولاً : 

 المتتالية .

∗𝑛𝜖𝑁{𝑠𝑛}تدعى متتالية المجاميع الجزئية ونرمز لها   حدودها كالتالي :  

𝑠1 = 𝑥1 

𝑠2 = 𝑥1 + 𝑥2 

𝑠𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ . . +𝑥𝑛 

∑ عندئذ تكون المتسلسلة 𝑥𝑛
∞
𝑛=1ع الجزئية لهامتقاربة إذا وفقط إذا كانت متتالية المجامي{𝑠𝑛}𝑛𝜖𝑁∗ 

 متقاربة أي تحقق : 

||𝑠𝑛 − 𝑠|| → 0       ;       𝑛 → ∞ 

وتدعى مجموع هذهالمتسلسلة {𝑠}موجودة ومحدودة ونرمز لها ب  {𝑠𝑛}في هذه الحالة تكون نهاية 

∑ويتحقق لدينا :  𝑥𝑛
∞
𝑛=1 =  lim

𝑛→∞
𝑠𝑛 = 𝑠 

 ت :بعض خواص المتسلسلا

 مجموع متسلسلتين متقاربتين هو متسلسلة متقاربة . -1
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 مجموع متسلسلتين متباعدتين ليس بالضرورة أن يكون متسلسلة متباعدة . -2

 حذف عدد منته من عناصر المتسلسلة لا يؤثر على تقاربها أو تباعدها . -3

 ضرب متسلسلة بعدد حقيقي إيضاً لا يؤثر على تباعدها أو تقاربها . -4

∑لتكن لدينا المتسلسلة  لاق :التقارب بالإط 𝑥𝑛   (1)∞
𝑛=1 المتسلسلة بالنظيم  فإذا استبدلنا كل حد من حدود

 لهذا الحد وكانت المتسلسلة الناتجة : 

∑||𝑥𝑛|| = ||𝑥1|| + ||𝑥2|| + ⋯ . . +||𝑥𝑛||+..     (2)

∞

𝑛=1

 

 ( متقاربة بلإطلاق .1متقاربة ندعو المتسلسلة )

 ب بالتقارب الشرطي .قار( ليست متقاربة فإننا نسمي هذا الت2( متقاربة و )1انت المتسلسلة )ك أما إذا

 𝑋هو أن يكون  𝑋الشرط اللازم والكافي لتكون المتسلسلة متقاربة بلإطلاق في فضاء منظممبرهنة هامة : 

 تاماً .

 قاعدة شاودر :

يها دالة النظيم أي مزودة ببنية جبرية فإننا في الفضاءات المنظمة نتعامل مع فضاءات شعاعية معرف عل

 نستطيع توظيف هذا والاستفادة من التقارب كبنية طبولوجية بتعريف شاودر .

 كالتالي :

 (𝑎𝑛)متتالية وحيدةمن الأعداد  𝑥𝜖𝑋حيث أنه يوجد لكل عنصر  (𝑒𝑛)متتالية  𝑋إذا حوى فضاء منظم 

 حقل المعرف عليه الفضاء المتجهي (( حيث تحقق :حيث أن )) هذه المتتالية تنتمي لل

𝑥 − ∑ 𝑎𝑛𝑒𝑛  = ||𝑥 − (𝑎1𝑒1 + ⋯ … . +𝑎𝑛𝑒𝑛)|| → 0
𝑛 → ∞

𝑛

𝑛=1
 

∑وتدعى عندئذ المتسلسلة  𝑋تدعى قاعدة شاودر للفضاء  (𝑒𝑛)فإن 𝑎𝑛𝑒𝑛
𝑛
𝑛=1  التي مجموعها𝑥  بمنشور

𝑥  بالنسبة ل(𝑒𝑛)  : ونكتب𝑥 = ∑ 𝑎𝑛𝑒𝑛
𝑛
𝑛=1  

 : الأمثلة
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,(0,1)}القاعدة القانونية  𝑅2في الفضاء  – 1 𝑥∀حيث تمثل قاعدة شاودر {(1,0) = (𝛼, 𝛽)𝜖𝑅2 

 تحقق : 𝑥فإن 

||𝑥 − (𝛼1𝑒1 + ⋯ … . +𝛼𝑛𝑒𝑛)|| → 0 

ℓالفضاء  – 2
𝑝

( 1يساوي ) 𝑛متتالية التي حدها ذو الترتيب أي أن ال (𝑒𝑛)يمتلك قاعدة لشاودر هي  

 وكل حدودها الأخرى أصفاراً كالتالي : 

𝑒1 = (1,0,0,0, … ) 

𝑒2 = (0,1,0,0, … . ) 

 𝑒3 = (0,0,1,0, . . ) 

ℓهي عناصر من  (𝑒𝑛)حيث
𝑝

  

𝑋ليكن مبرهنة :  = (𝑋, ||.  𝑋من  𝐴ايزومتري  وتطبيق ⋏𝑋لباناخ فضاءاً منظماً عندئذ هناك فضاء  (||

  ⋏𝑋كثيف في  ⋏𝑋من  𝑊على فضاء جزئي 

أي  ~𝑋وحيد إذا غضضنا النظر عن الفضاءات الإيزومترية معه ) بمعنى أنه إذا كان  ⋏𝑋إن الفضاء 

 ايزومتريان (  ~𝑋و  ⋏𝑋فإن الفضاءين  𝑥إيزومترياً مع  𝑤فضاء لباناخ يحوي فضاء كثيفاً 

 

 ت المحاضرةانته 

  بسمة نصر الله ، تقى إسماعيل ، رشا القرصة إعداد:


