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 علي القبوي دكتور المادة:  ◄

 الحادية  و العشرون و الثانية و العشرون )الأخيرة( المحاضرة◄

 الصفات العددية للمتغيراتعنوان المحاضرة : 

 ةوالأشعة العشوائي

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

  .معامل الارتباط وخصائصه -1

 زوم الدوال المولدة للع -2

 دوال مميزة  -3

 وخصائصه معامل الارتباط

,𝑋ليكن      تعريف 𝑌  : متغيرين عشوائيين لهما عزوم من المرتبة الثانية 

 (𝐸|𝑌|2 < 𝑣 , 𝐸|𝑋|2 < 𝑣) 

,𝑋نعرف معامل الارتباط بين المتغيرين  𝑌 : بالعلاقة 

 𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

√𝑉(𝑋).√𝑉(𝑌)
=

𝜎𝑋.𝑌

𝜎𝑋.𝜎𝑌
  

,𝜌(𝑋مستقلان عشوائياً فإنَّ :      𝑌و 𝑋إذا كان  نتيجة  ♥ 𝑌) = 0  

,𝑐𝑜𝑣(𝑋لأنَّ :   𝑌) = 0   

 خواص معامل الارتباط

1) 𝜌(X, X) = ,ρ(𝑋     , لأنَّ :  1 𝑋) =
𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑋)

√𝑉(𝑋).√𝑉(𝑋)
=

𝑉(𝑋)

𝑉(𝑋)
= 1 

2) −1 ≤ 𝜌(𝑋, 𝑌) ≤ +1  

.𝐸(𝑋):    زتشوارم متراجحة باستخدا  البرهان    𝑌))
2
≤ 𝐸(𝑋2). 𝐸(𝑌2)  

 

 نظرية الاحتمالات  
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𝑋  ب  𝑋باستبدال  − 𝐸(𝑋)  و ,𝑌  ب 𝑌 − 𝐸(𝑌) : َّفي المتراجحة نجد أن 

 (𝐸 (𝑋 − 𝐸(𝑋). (𝑌 − 𝐸(𝑌))))
2

≤ 𝐸(𝑋 − 𝐸(𝑋))
2
. 𝐸(𝑌 − 𝐸(𝑌))

2
 

 ⇒ [𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)]2 ≤ 𝑉(𝑋). 𝑉(𝑌) ⇒
[𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑌)]2

𝑉(𝑋).𝑉(𝑌)
≤ 1  

 ⇒ [
𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

√𝑉(𝑋).√𝑉(𝑌)
]
2

≤ 1 ⇒ (𝜌(𝑋, 𝑌))
2
≤ 1  

⇒ |𝜌(𝑋, 𝑌)| ≤ 1 ⇒ −1 ≤ 𝜌(𝑋, 𝑌) ≤ +1 

𝜌(𝑎. 𝑋 + 𝑏 , 𝑐. 𝑌 + 𝑑) = {
𝜌(𝑋, 𝑌)   ;  𝑎. 𝑐 > 0

−𝜌(𝑋, 𝑌)  ;  𝑎. 𝑐 < 0
     

 

.𝜌(𝑎    بالتعريف لدينا :    البرهان  𝑋 + 𝑏 , 𝑐. 𝑌 + 𝑑) =
𝑐𝑜𝑣(𝑎𝑋+𝑏   ,   𝑐.𝑌+𝑑)

√𝑉(𝑎.𝑋+𝑏).√𝑉(𝑐.𝑌+𝑑)
 

=      𝝆و  𝒄𝒐𝒗ومنه حسب خواص 
𝑎.𝑐.𝑐𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

|𝑎|.√𝑉(𝑋).|𝑐|√𝑉(𝑌)
 

 =
𝑎.𝑐

|𝑎|.|𝑐|
. 𝜌(𝑋, 𝑌) = {

𝜌(𝑋, 𝑌)   ;  𝑎. 𝑐 > 0

−𝜌(𝑋, 𝑌)  ;  𝑎. 𝑐 < 0
     

,𝜌2(𝑋مرتبطين خطياً هو أنَّ يكون  𝑌و 𝑋لكافي ليكون الشرط الازم وا:  نتيجة بدون برهان 𝑌) = 1 

,𝑋)ليكن  تمرين : 𝑌)  : شعاعاً عشوائياً كثافته المشتركة 

1 0 −1 𝑌        /       𝑋   
1

10
 

1

10
 

2

10
 

−2 

1

10
 

0

10
 

1

10
 

0 

1

10
 

2

10
 

1

10
 

2 

,𝑋استنتج جدولا الكثافة الهامشية لـ  -1 𝑌 

,𝜌(𝑥عين  -2 𝑦)  و هل𝑋, 𝑌  ً  مستقلان عشوائيا

 : الحل

1-   
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𝑓𝑋(𝑥) =∑𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑦

 

 

∑ 1 0 −1 𝑋 

1 3

10
 

3

10
 

4

10
 

𝑓𝑋(𝑥) 

 و كذلك : 

𝑓𝑌(𝑦) =∑𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑥

 

∑ 2 0 −2 𝑌 

1 4

10
 

2

10
 

4

10
 

𝑓𝑌(𝑥) 

 

,𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑌)ادير : نحتاج للمق  𝜌لحساب  -2 𝐸𝑌2, 𝐸𝑌, 𝐸𝑋2, 𝐸𝑋, 𝑉(𝑌), 𝑉(𝑋), 𝐸𝑋𝑌 

𝐸𝑋 =∑𝑥𝑓𝑋(𝑥) = (−1) (
4

10
) + (0) (

3

10
) + 1 (

3

10
) = −

1

10
 

𝑥

 

𝐸𝑌 =∑𝑦𝑓𝑌(𝑦)

𝑦

= (−2) (
4

10
) + (0) (

2

10
) + (2) (

4

10
) = 0 

𝐸𝑋2 =∑𝑥2𝑓𝑋(𝑥)

𝑥

= (−1)2 (
4

10
) + (0)2 (

3

10
) + 12 (

3

10
) =

7

10
 

𝐸𝑌2و بشكل مشابه  =
32

10
 

𝑉(𝑋)و أيضاً  = 𝐸𝑋2 − (𝐸𝑋)2 =
69

100
 

𝑉(𝑌) =
32

10
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𝐸(𝑋𝑌) =∑∑𝑥𝑦𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

𝑦𝑥

= (−1)(−2) (
2

10
) + (0)(−2) (

1

10
) + 1(−2) (

1

10
) + (−1)(0) (

1

10
)

+ (0)(0)(0) + 1(0) (
1

10
) + (−1)(2) (

1

10
) + 0(2) (

2

10
) + 1(2) (

1

10
) 

⇒ 𝐸𝑋𝑌 =
2

10
 

𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸𝑋𝑌 − 𝐸𝑋 𝐸𝑌 =
2

10
 

𝑡ℎ𝑒𝑛 𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

√𝑉(𝑋)√𝑉(𝑌)
=

2
10

√69
10
√32
10

= 0,135 ≠ 0 

 ً  و بالتالي هما غير مستقلان احتماليا

,𝑋: ليكن  تمرين 𝑌 تهما المشتركة : متغيرين عشوائيين كثاف 

𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = {
6𝑥𝑦(2 − 𝑥 − 𝑦)    ∶ 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1

0           ∶  خلاف ذلك
 

,ρ(𝑋عين  𝑌)  و هل ,𝑋, 𝑌  ًمستقلان احتماليا 

 لكل من المتحولين : أولاً نوجد الكثافة الهامشية الحل : 

𝑓𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

∞

−∞

= ∫6𝑥𝑦(2 − 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

1

0

= 𝑥(4 − 3𝑥)   ∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 و بالمثل نجد أن : 

𝑓𝑌(𝑦) = ∫ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫6𝑥𝑦(2 − 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥

1

0

= 𝑦(4 − 3𝑦)   ∶ 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 

 ثانياً : نوجد المقادير اللازمة لحساب معامل الارتباط: 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

rd Year 3-Syria Math F.B Group :              Facebook_Page : IOM              0997378154ths_WhatsApp : Ma  
 

5 

𝐸𝑋 = ∫ 𝑥𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫𝑥. 𝑥(4 − 3𝑥)𝑑𝑥

1

0

=
7

12
 

𝐸𝑋2 = ∫ 𝑥2𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫𝑥2. 𝑥(4 − 3𝑥)𝑑𝑥

1

0

=
2

5
 

𝑉(𝑋) = 𝐸𝑋2 − (𝐸𝑋)2 =
2

5
− (

7

12
)
2

=
43

720
 

 بالمثل نجد أن : 

𝐸𝑌 =
7

12
     ,   𝑉(𝑌) =

43

720
 

 و من ثم : 

𝐸(𝑋𝑌) = ∫ ∫ 𝑥𝑦𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

∞

−∞

∞

−∞

= ∫∫𝑥𝑦. 6𝑥𝑦(2 − 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

1

0

1

0

=
1

3
 

 و عليه : 

𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸𝑋 𝐸𝑌 =
1

3
−
7

12

7

12
= −

1

144
 

 و أخيراً يكون : 

𝜌(X, Y) =
𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

√𝑉(𝑋)√𝑉(𝑌)
=

−
1
144

√ 43
720 

√ 43
720 

= −
5

43
 

,𝜌(Xو بما أن  Y) ≠  فهما غير مستقلين احتمالياً  0

 متغير عشوائي وخواصها  الدالة المولدة لعزوم

 : 𝑌, نعرف الدالة المولدة لعزوم المتغير العشوائي  𝑓𝑌(𝑦)متغيراً عشوائياً كثافته  𝑌ليكن      تعريف
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 𝑀𝑌(𝑡) ≔ 𝐸(𝑒𝑡.𝑦) ≔ {
∑ 𝑒𝑡.𝑦 . 𝑓𝑌(𝑦)   ; 𝑌                    𝑦∈ℝ𝑌 منقطع 

∫ 𝑒𝑡.𝑦 . 𝑓𝑌(𝑦). 𝑑𝑦 ; 𝑌     ∀ 𝑡 مستمر  ∈ ℝ
+∞

−∞

 

 خواص الدالة المولدة للعزوم 

  1) 𝑀𝑎𝑌+𝑏(𝑡) = 𝑒𝑡𝑏 . 𝑀𝑌(𝑎𝑡)     ∀ 𝑡 ∈ ℝ ; ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

  البرهان◄

  𝑀𝑎𝑌+𝑏(𝑡) ≔ 𝐸(𝑒𝑡.(𝑎𝑌+𝑏)) = 𝐸(𝑒𝑎𝑡.𝑦 . 𝑒𝑡.𝑏) = 𝑒𝑡.𝑏 . 𝐸[𝑒𝑎𝑡.𝑌] = 𝑒𝑡𝑏 . 𝑀𝑌(𝑎𝑡)  

 2) 𝑚𝑟 ≔ 𝐸(𝑌𝑟) =
𝑑𝑟𝑀𝑌(𝑡)

𝑑𝑡𝑟
|
𝑡=0

 

𝑡ب, وثم التعويض  𝑡 لبالنسبة  𝑟الاشتقاق أولاً من المرتبة  =  وبالتالي :    0

 𝐸(𝑌) = 𝑀𝑌
′ (𝑡)|𝑡=0 

  𝐸(𝑌2) = 𝑀𝑌
′′(𝑡)|𝑡=0 

 فإنَّ :متغيرين عشوائيين مستقلين  𝑌و  𝑋إذا كان  3)

 𝑀𝑋+𝑌(𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡).𝑀𝑌(𝑡) 

,𝑋1إذا كانت  4)  … , 𝑋𝑛  مجموعة متغيرات عشوائية مستقلة ولها نفس توزيع المتغير العشوائي𝑋  

 )متطابقة التوزيع( عندئذٍ :

 𝑀∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1

(𝑡) = ∏ 𝑀𝑋𝑖(𝑡) = ∏ (𝑀𝑋(𝑡)) = (𝑀𝑋(𝑡))
𝑛𝑛

𝑖=1
𝑛
𝑖=1 

 . 𝑋بسبب تطابق توزيعهم مع توزيع 

 . (𝑡)هناك توزيع احتمالي وحيد له الدالة المولدة للعزم  5)

 متغيرين عشوائيين مستقلين فإنَّ : 𝑌و  𝑋( إذا كانت 6

 𝑀(𝑋+𝑌)(𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡).𝑀𝑌(𝑡) 

𝑀𝑋+𝑌(𝑡)الإثبات = 𝐸[𝑒𝑡(𝑋+𝑌)] = 𝐸[𝑒𝑡𝑥 . 𝑒𝑡𝑦]              
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 وفي حالة الاستمرار :

 𝐸[𝑒𝑡𝑋 . 𝑒𝑡𝑌] = ∫ ∫ 𝑒𝑡𝑥 . 𝑒𝑡𝑦 . 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥. 𝑑𝑦
+∞

−∞

+∞

−∞
 

,𝑓(𝑥مستقلين فإنَّ :      𝑌و 𝑋وبما أنَّ  𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥). 𝑓𝑌(𝑦) 

 𝑀𝑋+𝑌(𝑡) = ∫ ∫ 𝑒𝑡𝑥 . 𝑒𝑡𝑦 . 𝑓𝑋(𝑥). 𝑓𝑌(𝑦). 𝑑𝑥. 𝑑𝑦
+∞

−∞

+∞

−∞
 

 = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑓𝑋(𝑥). 𝑑𝑥 + ∫ 𝑒𝑡𝑦 . 𝑓𝑌(𝑦). 𝑑𝑦
+∞

−∞

+∞

−∞
 

 = 𝑀𝑋(𝑡).𝑀𝑌(𝑡) 

 متغيراً عشوائياً دالته الاحتمالية : 𝑋ليكن      مثال 

 𝑓𝑋(𝑥) = {

𝑝     ;  𝑥 = 1
𝑞      ;  𝑥 = 0

0   ; خلاف ذلك  

 

1بحيث :  𝑋العزوم من المرتبة الثالثة واستنتج تباين واحسب  𝑀𝑋(𝑡)عين  > 𝑝 > 𝑝و  0 + 𝑞 = 1 

 الحل

 𝑀𝑋(𝑡): = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) ≔ ∑ 𝑒(𝑡𝑥𝑖). 𝑓𝑋(𝑥𝑖)𝑥𝑖∈ℝ𝑥 

=منقطع            𝑥لأنَّ  𝑒𝑡(0). 𝑞 + 𝑒𝑡(1). 𝑝 

  𝑀𝑋(𝑡) = 𝑞 + 𝑒𝑡 . 𝑝   ;  ∀ 𝑡 ∈ ℝ 

 𝑚1 ≔ 𝐸𝑋 = (𝑀𝑋(𝑡))𝑡=0 =
(𝑝. 𝑒𝑡)𝑡=0 = 𝑝 

𝑚2 ≔ 𝐸𝑋2 = (𝑀𝑋(𝑡))𝑡=0
′′

= (𝑝. 𝑒𝑡)𝑡=0 = 𝑝 

𝑚3 ≔ 𝐸𝑋3 = (𝑀𝑋(𝑡))𝑡=0
′′′

= (𝑝. 𝑒𝑡)𝑡=0 = 𝑝 

𝑉(𝑋) = 𝐸𝑋2 − (𝐸𝑋)
2 = 𝑝 − 𝑝2 = 𝑝(1 − 𝑝) = 𝑝𝑞 

𝑓(𝑥)ائياً كثافته : تغيراً عشوم 𝑋: ليكن تمرين = {
1     ∶ 0 ≤ 𝑥 < 1

0     ∶  خلاف ذلك
 𝑀𝑋(𝑡)عين , 
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 الحل: 

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥

∞

−∞

= ∫𝑒𝑡𝑥 . 1𝑑𝑥 =
𝑒𝑡

𝑡

1

0

−
1

𝑡
=
𝑒𝑡 − 1

𝑡
∶ 𝑡 ∈ 𝑅 

  الدالة المولدة لعزوم شعاع عشوائي وخواصها

,𝑋)ليكن      تعريف 𝑌)  شعاعاً عشوائياً كثافته المشتركة𝑓(𝑋,𝑌)(𝑥, 𝑦)  وإذا كان ,𝐸(𝑒𝑡1𝑋+𝑡2𝑌) 

,𝑡1موجوداً من أجل قيم  𝑡2 ∈ ℝ  فإننا نعرف الدالة المولدة لعزم الشعاع العشوائي ,(𝑋, 𝑌) : 

 𝑀𝑋,𝑌(𝑡1, 𝑡2) ≔ 𝐸(𝑒𝑡1𝑋+𝑡2𝑌) ≔ {
∑ ∑ 𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦 . 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) ; ,𝑋) منقطع  𝑌) 𝑦𝑥

∫ ∫ 𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥. 𝑑𝑦مستمر(𝑋, 𝑌)
+∞

−∞

+∞

−∞

 

,𝑴𝑿,𝒀(𝒕𝟏خواص الدالة  𝒕𝟐) 

,𝑀𝑋,𝑌(𝑡1إنَّ   (1 𝑡2)  تحدد توزيع(𝑋, 𝑌) زيع , وتو𝑋  وتوزيع𝑌 . بسبب الوحدانية 

2) 𝑀(𝑋,𝑌)(𝑡1, 0) = 𝑀𝑋(𝑡1) = 𝐸(𝑒𝑡1𝑋) 

3) 𝑀𝑋,𝑌(0, 𝑡2) = 𝑀𝑌(𝑡2) = 𝐸(𝑒𝑡2𝑌) 

4) 𝐸(𝑋𝑘 . 𝑌𝑚) = [
𝜕𝑘+𝑚𝑀𝑋,𝑌(𝑡1,𝑡2)

𝜕𝑡1
𝑘.𝜕𝑡2

𝑚 ]
𝑡1=0  ,𝑡2=0

 

5) 𝐸(𝑋) = [
𝜕𝑀𝑋,𝑌(𝑡1,0)

𝜕𝑡1
]
𝑡1=0

, 𝐸(𝑌) = [
𝜕𝑀𝑋,𝑌(0,𝑡2)

𝜕𝑡2
]
𝑡2=0

   

 𝐸(𝑋. 𝑌) = [
𝜕2𝑀𝑋,𝑌(𝑡1,𝑡2)

𝜕𝑡1.𝜕𝑡2
] _(𝑡1 = 0 , 𝑡2 = 0) 

,𝑋عن متغيرين عشوائيين من خاصة الوحدانية للدالة المولدة للعزوم , فإننا نقول  ملحوظة◄ 𝑌  إنهما

,𝑀𝑋,𝑌(𝑡1مستقلان عشوائياً إذا وفقط إذا كان :        𝑡2) = 𝑀𝑌(𝑡1).𝑀𝑌(𝑡2) 

,X)ليكن       مثال  Y) : شعاعاً عشوائياً دالة كثافته المشتركة 

 fX,Y(𝑥, 𝑦) = {
𝑒−𝑦  ; 0 < 𝑥 < 𝑦 < +∞

 خلاف ذلك;             0
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,𝑀𝑋,𝑌(𝑡1عين  𝑡2)  واستنتج منها𝑀𝑋(𝑡1)  و𝑀𝑌(𝑡2) . 

  الحل

 𝑀𝑋,𝑌(𝑡1, 𝑡2) ≔ 𝐸[𝑒𝑡1𝑋+𝑡2𝑌] ≔ ∫ ∫ 𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦 . 𝑓𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥. 𝑑𝑦
+∞

−∞

+∞

−∞
 

 = ∫ ∫ 𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦 . 𝑒−𝑦 , 𝑑𝑦 . 𝑑𝑥 = ∫ 𝑒𝑡1𝑥 . [∫ 𝑒(𝑡2−1)𝑦 . 𝑑𝑦
+∞

𝑥

+∞

0

+∞

−∞

+∞

−∞
] . 𝑑𝑥 

 = ∫ 𝑒(𝑡1)𝑥 .
+∞

0
[
𝑒(𝑡2−1)𝑦

𝑡2−1
]
𝑥

+∞

. 𝑑𝑥 

𝑡2وإذا كان   < 1 ⇐ (𝑡2 − 1) <  , وعندئذٍ :  0

 𝑀𝑋,𝑌(𝑡1, 𝑡2) = ∫ 𝑒𝑡1𝑥 [−
𝑒(𝑡2−1)𝑥

𝑡2−1
] . 𝑑𝑥 =

1

1−𝑡2
∫ 𝑒(𝑡1+𝑡2−1)𝑥 . 𝑑𝑥
+∞

0

+∞

0
 

 =
1

1−𝑡2
[
𝑒(𝑡1+𝑡2−1)𝑥

𝑡1+𝑡2−1
]
0

+∞

 

𝑡1وإذا كان  + 𝑡2 < 1 ⇐ (𝑡1 + 𝑡2 − 1) <  وعندئذٍ :  0

 𝑀𝑋,𝑌(𝑡1, 𝑡2) =
1

1−𝑡2
[−

1

𝑡1+𝑡2−1
] 

 ⇒ 𝑀𝑋,𝑌(𝑡1, 𝑡2) = (
1

1−𝑡2
) (

1

1−𝑡1−𝑡2
)  ;   𝑡2 < 1 , 𝑡1 + 𝑡2 < 1 

MX(𝑡1)ومنه نستنتج :        = 𝑀𝑋,𝑌(𝑡1, 𝑡2 = 0) =
1

1−𝑡1
  ;   𝑡1 < 1 

𝑀𝑌(𝑡2)ونستنتج :           = 𝑀𝑋,𝑌(𝑡1 = 0, 𝑡2) =
1

(1−𝑡2)
2   ; 𝑡2 < 1  

 الدالة المميزة لمتغير عشوائي وخواصها

 : ب Y, نعرف الدالة المميزة للمتغير العشوائي  𝑓𝑌(𝑦)عشوائياً كثافته الاحتمالية  Yليكن      تعريف

 𝜑Y(𝑡) ≔ 𝐸(𝑒𝑖𝑡𝑌) ; 𝑡 ∈ ℝ 
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 ≔ {
∑ 𝑒𝑖𝑡𝑦. 𝑓𝑌(𝑦)       ; 𝑌𝑦𝑖∈ℝ𝑦 منقطع  

∫ 𝑒𝑖𝑡𝑦. 𝑓𝑌(𝑦). 𝑑𝑦  ; 𝑌 مستمر
+∞

−∞

 

 ∀ t ∈ ℝ  ; 𝑖 = √−1 

|𝑒𝑖𝑡𝑥|بما أنَّ  ملاحظة ◄ = 1    ,∫ 𝑓𝑋(𝑥). 𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞
 فإنَّ :  

|𝜑𝑋(𝑥)| = 1  ;   |𝜑𝑋(𝑡)| ≤ 1 

 متغيراً عشوائياً له الكثافة الاحتمالية : 𝑌ليكن      مثال

 𝑓𝑌(𝑦) = {
𝐶𝑦
𝑛. 𝑃𝑦 . 𝑞𝑛−𝑦; 𝑦 = 0,1,2, … , 𝑛 ; (0 < 𝑃 < 1 ; 𝑞 = 1 − 𝑃)

0      ;  خلاف ذلك     
 

 . 𝑌 لعين الدالة المولدة للعزوم والدالة المميزة 

 الحل

,𝑃)التوزيع الجدائي الثنائي بوسيطين  𝑌 لإنَّ  𝑛) 

 𝑀𝑌(𝑡) ≔ 𝐸(𝑒𝑡𝑦) 

 = ∑ 𝑒𝑡𝑦 . 𝑓𝑌(𝑦) = ∑ 𝑒𝑡𝑦 . 𝐶𝑦
𝑛. 𝑃𝑦 . 𝑞𝑛−𝑦 = ∑ 𝐶𝑦

𝑛(𝑃. 𝑒𝑡). 𝑞𝑛−𝑦
𝑦=𝑛
𝑦=0

𝑦=𝑛
𝑦=0𝑦 

𝒂)وحسب منشور ثنائي حد نيوتن  + 𝒃)𝒏 = ∑ 𝑪𝒌
𝒏. 𝒂𝒌. 𝒃𝒏−𝒌𝒌=𝒏

𝒌=𝟎 

𝑀𝑌(𝑡)      فإنَّ  = (𝑃. 𝑒
𝑡 + 𝑞)𝑛 

𝜑𝑌(𝑡) ≔ 𝐸(𝑒𝑖𝑡𝑌) إنَّ :                               وأيضاً      

 = ∑ 𝑒𝑖𝑡𝑦. 𝑓𝑌(𝑦) = ∑ 𝑒𝑖𝑡𝑦. 𝐶𝑦
𝑛. 𝑃𝑦 . 𝑞𝑛−𝑦 = ∑ 𝐶𝑦

𝑛(𝑃. 𝑒𝑖𝑡)
𝑦
. 𝑞𝑛−𝑦

𝑦=𝑛
𝑦=0

𝑦=𝑛
𝑦=0𝑦 

𝜑y(𝑡)    فحسب منشور ثنائي حد نيوتن نجد أنَّ : = (𝑃. 𝑒
𝑖𝑡 + 𝑞)

𝑛
 

𝒀  𝜑𝑎𝑌+𝑏(𝑡)          لواص الدالة المميزة خ  = 𝑒𝑖𝑡𝑏 . 𝜑𝑌(𝑎𝑡)  (1) 

,𝑌1إذا كانت (𝟐)  𝑌2, … , 𝑌𝑛 : َّمتغيرات عشوائية مستقلة فإن 
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 𝜑∑ 𝑌𝑖𝑖=1
(𝑡) = ∏ 𝜑𝑌𝑖(𝑡)

𝑛
𝑖=1 

𝜑𝑌
𝑘(𝑡)|

𝑡=0
= (𝑖)𝑘 . 𝐸(𝑌𝑘)  ⇒  

{
 
 

 
 𝜑𝑌

′ (𝑡)|𝑡=0 = 𝑖 . 𝐸(𝑌)                        

𝜑𝑌
′′(𝑡)|𝑡=0 = 𝑖

2. 𝐸(𝑌) = −𝐸𝑌2      

𝜑𝑌
′′′(𝑡)|𝑡=0 = 𝑖3 . 𝐸(𝑌) = −𝑖. 𝐸𝑌3 

𝜑𝑌
4(𝑡)|𝑡=0 = 𝑖4. 𝐸(𝑌) = 𝐸𝑌4          

 

 متغيراً كثافته: 𝑋: ليكن  تمرين

𝑓𝑋(𝑥) = {
3𝑒−3𝑥    ∶ 𝑥 > 0

0      ∶ خلاف ذلك
 

 𝜑𝑋(𝑡)عين 

𝜑𝑋(𝑡): الحل  = 𝐸(𝑒𝑖𝑡𝑥) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥3𝑒−3𝑥𝑑𝑥
∞

−∞
= 3 [

𝑒(𝑖𝑡−3)𝑥

𝑖𝑡−3
]
0

∞

 

  إذا كان|𝑖𝑡 − 3| < 𝑡و بالتالي  0 <  فإن : 3

𝜑X(𝑡) =
3

3 − 𝑖𝑡
  ∶ 𝑡 < 3 

,𝑿)زة لشعاع عشوائي الدالة الممي 𝒀) 

,𝑓(𝑥كثافته الاحتمالية المشتركة  𝑦)  ب, يعرف  : 

𝜑X,Y(𝑡1, 𝑡2) ≔ 𝐸[𝑒𝑖(𝑡1𝑋+𝑡2𝑋)] 

 = {
∑ ∑ 𝑒𝑖(𝑡1𝑥+𝑡2𝑦). 𝑓(𝑥, 𝑦)                ; ,𝑋) منقطع  𝑌) 𝑦𝑥

∫ ∫ 𝑒𝑖(𝑡1𝑥+𝑡2𝑦). 𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥. 𝑑𝑦  ; ,𝑋) مستمر  𝑌)
+∞

−∞

+∞

−∞
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