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 يوسف الوادي   : المادة دكتور ◄

  عنوان المحاضرة: ◄            عشر  الثالثة :المحاضرة ◄

 :المحاضرة أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه  العلمي :المحتوى 

 مبرهنات عن التشاكل-1

 جداء المودولات  -2

 

:𝑓إذا كان  مبرهنة: 𝑀 → 𝑁  تشاكلا مودوليا وكان𝐴  مودولا جزئيا من𝑀 و𝐵  مودولا جزئيا من𝑁  

𝐾𝑒𝑟𝑓 -1فإن :  = 𝐴 ⇔ 𝐴 = 𝑓 (𝑓(𝐴)) 

2- 𝐵 ⊆ 𝐼𝑚𝑓 ⇔ 𝐵 = 𝑓(𝑓(𝐵))  

 البرهان : 

𝑓أن نفرض  -1 (𝑓(𝐴)) = 𝐴  ولنبرهن𝐾𝑒𝑟𝑓 ⊆ 𝐴 )حسب مبرهنة سابقة )في محاضر الخامسة 

𝑓 (𝑓(𝐴)) = 𝐴 = 𝐾𝑒𝑟𝑓 ⇒ 𝐾𝑒𝑟𝑓 ⊆ 𝐴 

𝐾𝑒𝑟𝑓بفرض أن ⇒ ⊆ 𝐴  لنبرهن أن𝐴 = 𝑓 (𝑓(𝐴))  بما ان𝐾𝑒𝑟𝑓 ⊆ 𝐴 

𝐴وضوحا ⇐   = 𝑓 (𝑓(𝐴)) 

𝐵نفرض أن  -2 = 𝑓(𝑓(𝐵))  لنبرهن أن𝐵 ⊆ 𝐼𝑚𝑓  حسب مبرهنة سابقة )في المحاضرة

 الخامسة(

𝑓 (𝑓(𝐵)) = 𝐵 ∩ 𝐼𝑚𝑓 

𝐵نعوض في  = 𝑓(𝑓(𝐵))  

⇒ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐼𝑚𝑓 

⇒ B ⊆ 𝐼𝑚𝑓 

𝐵نفرض أن  ⇒  ⊆ 𝐼𝑚𝑓  حسب مبرهنة سابقة 

 3البنى الجبرية 
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𝑓 (𝑓(𝐵)) = 𝐵 ∩ 𝐼𝑚𝑓 

Bفرضا  ⊆ 𝐼𝑚𝑓   

⇒ 𝑓 (𝑓(𝐵)) = 𝐵 

,𝐴إذا كان  مبرهنة : 𝐵, 𝐶  ثلاث  مودولات على حلقة𝑅  وكان𝑓: 𝐵 → 𝐴 

 𝑔: 𝐶 → 𝐴 تشاكلين مودوليين وكان𝑓  : متباين عندئذ القضيتين التاليتين متكافئتين 

:ℎيوجد تشاكل مودولي وحيد  -1 𝐶 → 𝐵  بحيث𝑓𝜊ℎ = 𝑔  

2- 𝐼𝑚𝑔 ⊆ 𝐼𝑚𝑓 : وأكثر من ذلك 

3- ℎ  غامر⇔  𝐼𝑚𝑔 = 𝐼𝑚𝑓 

 الإثبات :

 

 

 

 

  (2) ⇐  يوجد تشاكل مودولي  (1)

ℎ: 𝐶 → 𝐵 

𝑓𝜊ℎبحيث  = 𝑔  لنبرهن أن𝐼𝑚𝑔 ⊆ 𝐼𝑚𝑓 

 ∀𝑥 ∈ 𝐶: 𝑔(𝑥) ∈ 𝐼𝑚𝑔 : لكن 

𝑔(𝑥) = (𝑓𝜊ℎ)(𝑥) = 𝑓(ℎ(𝑥)) ∈ 𝐼𝑚𝑓 

⇒ 𝐼𝑚𝑔 ⊆ 𝐼𝑚𝑓 

 (1) ⇐ 𝐼𝑚𝑔نفرض أن  (2) ⊆ 𝐼𝑚𝑓  لنبرهن أنه يوجد تشاكل مودولي وحيدℎ: 𝐶 → 𝐵 

𝑓𝜊ℎبحيث  = 𝑔 

 تشاكل مودولي :  ℎلنبرهن أن 
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∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐶    , ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 

ℎ(𝛼𝑥1لنبرهن  + 𝛽𝑥2) = 𝛼ℎ(𝑥1) + 𝛽ℎ(𝑥2) 

⇒ 𝑓(ℎ(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2)) = (𝑓𝜊ℎ)(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2) 

= 𝑔(𝛼𝑥1 + 𝛽𝑥2) 

 تشاكل مودولي  𝑔كون 

= α𝑔(𝑥1) + 𝛽𝑔(𝑥2) 

= 𝛼(𝑓𝜊ℎ)(𝑥1) + 𝛽(𝑓𝜊ℎ)(𝑥2) 

= 𝛼𝑓(ℎ(𝑥1)) + 𝛽𝑓(ℎ(𝑥2)) 

𝑓(𝛼ℎ(𝑥1) + 𝛽ℎ(𝑥2)) 

 متباين وخو قابل للاختصار من اليسار .. 𝑓تحقق المطلوب كون 

  لنثبت أنℎ  : وحيد 

ℎ: 𝐶 → 𝐵 

𝑓𝜊ℎبحيث  = 𝑔  ولنأخذ𝐾: 𝐶 → 𝐵  بحيث𝑓𝜊𝑘 = 𝑔 

𝑓𝜊ℎوإن  = 𝑓𝜊𝑘  كون𝑓  متباين وهو قابل للاختصار من اليسار 

⇒ ℎ = 𝑘 

 ℎ  غامر⇔ 𝐼𝑚𝑔 = 𝐼𝑚𝑓 

𝐼𝑚𝑔غامر ولنبرهن أن  ℎلنفرض أن  ⇐  = 𝐼𝑚𝑓 : حسب مبرهنة سابقة فإن 

𝐼𝑚𝑔 ⊆ 𝐼𝑚𝑓 

 لنثبت الاحتواء المعاكس 

(2) ∀𝑓(𝑏) ∈ 𝐼𝑚𝑓 من أجل𝑏 ∈ 𝐵  يوجد𝑐 ∈ 𝐶 

𝑓(𝑐)بحيث   = 𝑏  كونℎ غامر 

ℎ(𝑐)نعوض  = 𝑏( 2في) 

𝑓(𝑏) = 𝑓(ℎ(𝑐)) = (𝑓𝜊ℎ)(𝑐) 

= 𝑔(𝑐) ∈ 𝐼𝑚𝑔 

 ⇐  𝐼𝑚𝑓 ⊆ 𝐼𝑚𝑔  : إذا من الاحتوائين نجد𝐼𝑚𝑓 = 𝐼𝑚𝑔 

𝐼𝑚𝑓نفرض ان  ⇒   = 𝐼𝑚𝑔  ولنبرهن أنℎ  غامر من أجل𝑏 ∈ 𝐵  

𝑐يوجد  ∈ 𝐶  بحيث𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑐) = 𝑓𝜊ℎ(𝑐) = 𝑓(ℎ(𝑐)) 
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 متباين فهو قابل للاختصار من اليسار  𝑓كون 

⇒ ℎ(𝑐) = 𝑏 

 ℎ  غامر ⇐

 جداء المودولات
 ولتكن المجموعة  𝑅أسرة مودولات على الحلقة  𝑖∈𝐼(𝑀𝑖)ليكن الجداء الديكارتي : 

∏𝑀𝑖 = {(𝑚𝑖)𝑖∈𝐼; 𝑚𝑖 ∈ 𝑀𝑖} 

 بقانةني تشكيل :  𝑖∈𝐼(𝑀𝑖∏)ونزود هذه المجموعة  𝑖∈𝐼(𝑀𝑖)تمثل الجداء الديكارتي للاسرة 

 أحدهما )+( معرف كما يلي : 

(𝑚𝑖)𝑖∈𝐼 + (𝑚𝑖
′)𝑖∈𝐼 = (𝑚𝑖 + 𝑚𝑖

′)𝑖∈𝐼 

αوالآخر ).( بمقدار  ∈ 𝑅 : معرف كما يلي 

α(𝑚𝑖)𝑖∈𝐼 = (𝛼𝑚𝑖)𝑖∈𝐼 

 الإثبات:

∏أثبت ان  𝑀𝑖𝑖∈𝐼  تشاكل مودول على𝑅  ).(و)+( المعرفين أعلاه بالنسبة ل 

𝑖ملاحظة : من اجل  ∈ 𝐼  نعرف العلاقة 

𝑃𝑟𝑗 : ∏ 𝑀𝑖 → 𝑀𝑗

𝑖∈𝐼

 

𝑃𝑟𝑗كما يلي 
(𝑚𝑖)𝑖∈𝐼 = 𝑚𝑗 

 تشكل مودول غامر ونسميه الإسقاط القانوني  𝑃𝑟𝑗أثبت أن 

 انتهت المحاضرة

   بكر مشرف – رغد جودة – هلا همج إعداد:


