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      محمد الشيخ المادة: دكتور ◄

 اختبارات التقارب  عنوان المحاضرة: ◄              ادية والعشرونالح :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 . اختبار المقارنة ( -1اختبارات التقارب بإطلاق )  -1

 .لمتتالية حقيقية النهاية العليا والنهاية الدنياا-2

 .خواص النهاية العليا والنهاية الدنيا-3

تكلمنا في المحاضرة السابقة عن التقارب بإطلاق للمتسلسلة الذي هو عبارة عن تقارب متسلسلة الطويلات 

 لهذه المتسلسلة ،وهذه المتسلسلة حقيقية ذات حدود غير سالبة.

أن العكس غير صحيح ،فقد توجد متسلسلة متقاربة دون أن وقلنا أن كل متقاربة بالإطلاق تكون متقاربة إلا 

 تكون متقاربة بالإطلاق ونسمي هذه المتسلسلات بالمتسلسلات المتقاربة شرطياً .

 (التقارب الشرطي .3(التقارب بالإطلاق  ،  2(التقارب  ،  1إذاً ودنا ثلاثة أنواع للتقارب: 

 وسنبدأ بمحاضرتنا :

 اختبارات التقارب بإطلاق 

 :  اختبار المقارنة 

∑لتكن  Ʒ𝑛 . متسلسلة عقدية 

∑ولتكن  𝛼𝑛 حقيقية غير سالبة ولنفرض وجود عددمتسلسلة ذات حدود 𝐾المتراجحة : بحيث يحقق 

|Ʒ𝑛| ≤ 𝑘𝛼𝑛  لأجل كل𝑁 ≤ 𝑛 : عندئذ 

∑تقارب  𝛼𝑛  ليقتضي التقارب بإطلاق ∑ Ʒ𝑛. 

∑ بما أن: ثباتالا 𝛼𝑛  فإن متقاربة ∑ 𝑘𝛼𝑛  ً  متقاربة أيضا

 1التحليل العقدي 

1 
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∑كما أن  𝛼𝑛.متسلسلة ذات حدود حقيقية غير سالبة 

  ⟸⏞
حسب اختيار المقارنة

∑ متقاربة بالإطلاق  Ʒ𝑛 ⟸  .|Ʒ𝑛|∑ متقاربة

|𝜆|بحيث  λإذا وجد عدد حقيقي  نتيجة: ≤ ∑منها فإن باستثناء عدد منته  𝑛لأجل جميع قيم  1 Ʒ𝑛 

 متقاربة بالإطلاق.

α𝑛:لو أخذنا الإثبات = 𝜆𝑛    ،∑ 𝜆𝑛  ))عبارة عن متسلسلة هندسية ))حقيقية 

|𝜆|أساسها  = 𝜆 < ⏞⟸فهي متقاربة  1
حسب مبرهنة

∑ متقاربة بالإطلاق  Ʒ𝑛 

∑   ما هي طبيعة المتسلسلة: :(1) ثالم
𝑎𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1   حيث𝑎  ثابت عقدي و|𝑎| ≤ 1 

 :الحل 

|Ʒ𝒏| = |
𝑎𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
| =

|𝑎𝑛||𝑐𝑖𝑠 𝑛|

𝑛2
=

|𝑎𝑛|

𝑛2
≤

1

𝑛2
 

∑وبما أن 
1

𝑛2 ريمانية  متقاربة(𝑝 = 2 >  فإنه : (( 1

 ∑
𝑎𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1 المقارنة  متقاربة بإطلاق حسب اختبار. 

∑    :  (2)ثالم
𝑖𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛22
∞
𝑛=1 =

(
𝑖

2
)

𝑛
𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2 

|Ʒ𝒏| = |
(

𝑖
2

)
𝑛

𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
| =

|(
𝑖
2

)
𝑛

| |𝑐𝑖𝑠 𝑛|

𝑛2
=

|(
𝑖
2

)
𝑛

|

𝑛2
≤

1

𝑛2
 

∑بما أن 
1

𝑛2
∞
𝑛=1  متقاربة فإن∑

𝑖𝑛𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛22𝑛
∞
𝑛=1 متقاربة بإطلاق حسب اختبار المقارنة.  

 ما طبيعة كل من المتسلسلتين ؟

|: إما نتبع معيار المقارنة الحل
𝑐𝑜𝑠 𝑛

𝑛2 | ≤
1

𝑛2 . |
𝑠𝑖𝑛 𝑛

𝑛2 | ≤
1

𝑛2 
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∑أو نأخذ 
𝑐𝑜𝑠 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1 لة الجزء الحقيقي للمتسلس∑

𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1 .وهي متقاربة 

∑و 
𝑠𝑖𝑛 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1  الجزء التخيلي للمتسلسلة∑

𝑐𝑖𝑠 𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1 . وهي متقاربة 

 فالمتسلسلة متقاربة.

 النهاية العليا والنهاية الدنيا لمتتالية حقيقية

 كما يلي : ℝمن  {𝑎𝑛}لية متتالية حقيقية ولنعرف المتتا {𝑥𝑛}لتكن 

𝑎1 = Sup{𝑥0, 𝑥1, . . } 

𝑎2 = Sup{𝑥1, 𝑥2, . . } 

 

𝑎𝑛 = Sup{𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, . . }  

ℝ(( حيث  ∞هو  Sup))لأنه قد يكون الـ  ℝمتتالية في  {𝑥𝑛}إن المتتالية  = ℝ ∪ [−∞, و من  [∞

𝑎𝑛+1الواضح أن  ≤ 𝑎𝑛 متناقصة {𝑎𝑛}  ℝ))ليس بالضرورة تماماً(( ، بالتالي فلها نهاية في  ⟸

 ونرمز لها : {𝑥𝑛}نسميها النهاية العليا للمتتالية 

𝑙𝑖𝑚 𝑆𝑢𝑝 𝑥𝑛   أو    𝑙𝑖𝑚 ̅̅ ̅̅̅ 𝑥𝑛 

̅̅ 𝑙𝑖𝑚 أي أن  ̅̅̅ 𝑥𝑛 = 𝑙𝑖𝑚 𝑎𝑛 

 مبرهنة:

 .من حدها الأعلىكل متتالية متزايدة ومحدودة من الأعلى متقاربة  (1)

 .من حدها الأدنىوكل متتالية متناقصة ومحدودة من الأدنى متقاربة  (2)

 ℝكل متتالية متناقصة ستستعى الى نهاية في  (3)

 

 

 كما يلي : {𝑏𝑛}لنعرف المتتالية *و بالمثل 

𝑏0 = inf{𝑥0, 𝑥1, . . } 
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𝑏1 = inf{𝑥1, 𝑥2, . . } 

 

𝑏𝑛 = inf{𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1, . . }  

 ونرمز لها ب  {𝑥𝑛}نسميها النهاية الدنيا لـِ  ℝفلها نهاية في  ℝوهي متزايدة في  ℝهذه المتتالية في 

𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑥𝑛   أو    𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 

𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 أي أن  = 𝑙𝑖𝑚 𝑏𝑛 

𝑥𝑛}المتتالية لنأخذ  ( :1)ثالم = sin 𝑛} حقيقية غير متقاربة  لعدم وجود نهاية لها. وهي متتالية 

𝑎𝑛 = sup{sin(𝑛) , sin(𝑛 + 1) , … } = 1 → 1 

⇒   𝑙𝑖𝑚 ̅̅ ̅̅̅ sin 𝑛 = 1 

𝑏𝑛 = inf{sin(𝑛) , sin(𝑛 + 1) , … } = −1 → −1 

⇒   𝑙𝑖𝑚 sin 𝑛 = −1 

 تناوبة (متتالية حقيقية متباعدة )لأنها م {𝑛(1−)}المتتالية   ( :2ثال)م

lim ̅̅ ̅̅ (−1)𝑛 = 1         ,      𝑙𝑖𝑚(−1)𝑛 = −1 

عدد غير  𝑎إذا حوى أي جوار ل  {Ʒ𝑛}أنها نقطة تجمع للمتتالية  𝑎نقطة تجمع لمتتالية: نقول عن تذكرة:

العكس غير ، ونهاية المتتالية المتقاربة هي نقطة التجمع الوحيدة لها ، و {Ʒ𝑛}منته من الحدود للمتتالية 

 صحيح بالضرورة ، وأي متتالية تملك أكثر من نقطة تجمع تكون متباعدة .

 متتالية حقيقية عندئذٍ : {𝑥𝑛}لتكن خواص النهاية العليا و النهاية الدنيا :

𝑙im 𝑥𝑛 ≤ lim ̅̅ ̅̅ 𝑥𝑛 - 

̅̅ limإن - ̅̅ 𝑥𝑛  هي أكبر نقطة تجمع للمتتالية{𝑥𝑛} . 

 . {𝑥𝑛}هي أصغر نقطة تجمع للمتتالية  lim 𝑥𝑛إن  -                      

1 

3 

2 
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عدد غير منته من  𝑎إذا وفقط إذا حوى أي جوار لـِ  {Ʒ𝑛}أنها نقطة تجمع لـِ متتالية  𝑎نقول عن : تذكرة

 .  {Ʒ𝑛}حدود المتتالية 

ير صحيح بالضرورة ، وأي متتالية تملك ونهاية متتالية متقاربة هي نقطة التجمع الوحيدة ولكن العكس غ

 أكثر من نقطة تجمع تكون متباعدة.

, 𝑖}أربع نقاط تجمع وهي  {𝑖𝑛}للمتتالية  : مثلاً  −𝑖 , 1 , −1} 

 وأن نقطة تجمع متتالية ليست بالضرورة أن تكون نقطة تجمع لمجموعة قيمها .

,1+هي  {𝑖𝑛}إن نقاط التجمع لـِ  − 1 . 

 (( (1−)))كل الحدود المساوية لل  حدود المتتاليةسيحوي عدد غير منته من  1−ر ل لأن أي جوا 

 عدد فردي ، بالتالي ستكون موجودة في ذلك الجوار. 𝑛أي الحدود التي تكون 

  أي أن  1وأن كل الحدود التي تساوي الـ((𝑛 ستكون موجودة في أي جوار للـ )) 1زوجي  ، 

 عدة لأنها تملك أكثر من نقطة تجمع .و بالتالي هذه المتتالية متبا 

 

 نهاية ))محدودة أو غير محدودة(( إذا كانت: {𝑥𝑛}إذا كان للمتتالية 

 lim 𝑥𝑛 ≤ lim 𝑥𝑛 ≤ lim ̅̅ ̅̅ 𝑥𝑛  

lim متقاربة فلها نقطة تجمع وحيدة:وبشكل خاص ، إذا كانت  𝑥𝑛 = lim ̅̅ ̅̅ 𝑥𝑛 = lim 𝑥𝑛 

, ∞−إن : ملاحظة  مكننا تسميتهم بنقاط تجمع لـِ متتالية .ي   ∞+

 نهاية أي متتالية جزئية متقاربة من متتالية هي نقطة تجمع لها .  

ف فقط من أجل المتتاليات الحقيقية .ملاحظة  : النهاية العليا والنهاية الدنيا ت عرَّ

 النهاية الدنيا هي أصغر نقطة تجمع. 

 جمع .النهاية العليا هي أكبر نقطة ت

 انتهت المحاضرة 
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