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      محمد الشيخ المادة: دكتور ◄

 اختبارات التقارب  عنوان المحاضرة: ◄               الثالثة والعشرون:المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 .يريكليه(اختبار د) اختبارات التقارب-1

 .تمارين-2

 :حل تمرين الوظيفة  

ȁ𝑎ȁأثبت أن 
1

2 , ȁ𝑏ȁ
1

ටหƷ𝑛หهما نقطتا تجمع وحيدتان للمتتالية  2
𝑛

 

 هي نهايات المتتاليات الجزئية المتقاربة منها (( ))إن نقاط التجمع لمتتالية

 لنأخذ متتالية جزئية اختيارية من المتتالية :

1 + 𝑎 + 𝑏 + 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎3 + 𝑏3 + ⋯ 

 وسنميز ثلاث حالات :

ȁ𝑎ȁإذا كان ذيلها يشابه ذيل المتتالية :  (1)
1

2, ȁ𝑎ȁ
1

2, … , ȁ𝑎ȁ
1

2, …   ∗  

 المتتالية الجزئية * .ساوياً لحدود أي اعتماداً من حد ما سيصبح جميع حدودها م

ȁ𝑏ȁونهايتها  ∗∗أن يكون ذيلها مشابه ل :  (2)
1

3, ȁ𝑏ȁ
2

5, … , ȁ𝑏ȁ
2

2𝑛+1, …     . 

إن بقي في الذيل حدود من المتتالية * وحدود من المتتالية ** فهي لن تكون متقاربة أي لن  (3)

 يوجد نقاط تجمع جديدة .

 ) هذا الاختبار لمعرفة فيما إذا كانت متباعدة أو متقاربة (  اختبارات التقارب  

,{𝑉𝑛}: لتكن  تمهيدية {𝐴𝑛} : متتاليتان عقديتان بحيث تكون 

lim
𝑛→∞

𝑉𝑛𝐴𝑛 = 𝐴 

 1التحليل العقدي 
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 ( عندئذ يكون للمتسلستين التاليتين : ∞أي محدودة )يعني طويلته أصغر من 

1.  ....𝐴0𝑉0 + ∑ (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)𝑉𝑛
∞
𝑛=1 

2. ....∑ (𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1)𝐴𝑛
∞
𝑛=0 

 لهما طبيعة ذاتها ) متقاربتان معاً أو متباعدتان معاً (

 : ثباتالا

 1المجموع النوني ل  𝑆𝑛بفرض 

 2المجموع النوني ل  𝜎𝑛−1بفرض 

𝑆𝑛 = 𝐴0𝑉0 + (𝐴1 − 𝐴0)𝑉1 + (𝐴2 − 𝐴1)𝑉2 + ⋯ + (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)𝑉𝑛 

= 𝐴0𝑉0 + 𝐴1𝑉1 − 𝐴0𝑉1 + 𝐴2𝑉2 − 𝐴1𝑉2 + ⋯ + 𝐴𝑛𝑉𝑛 − 𝐴𝑛−1𝑉𝑛 

𝜎𝑛−1 = (𝑉0 − 𝑉1)𝐴0 + (𝑉1 − 𝑉2)𝐴1 + ⋯ + (𝑉𝑛−1 − 𝑉𝑛)𝐴𝑛−1 

= 𝑉0𝐴0 − 𝑉1𝐴0 + 𝑉1𝐴1 − 𝑉2𝐴1 + ⋯ + 𝑉𝑛−1𝐴𝑛−1 − 𝑉𝑛𝐴𝑛−1 

⟹ 𝑆𝑛 − 𝜎𝑛−1 = 𝐴𝑛𝑉𝑛 

 {𝜎𝑛−1}يكافئ تقارب  {𝑆𝑛}إن تقارب 

 الطبيعة ذاتها 2و1وهذا يعني أن للمتسلسلتين 

 اختبار ديركليه

∑كن تل 𝑎𝑛𝑉𝑛
∞
𝑛=0 متسلسلة عقدية 

 إذا تحققت الشروط الثلاثة :

∑ ل -1 𝑎𝑛  مجاميع جزئية محدودة 

2- ∑(𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1)  متقاربة بالإطلاق 

3- 𝑉𝑛 ⟶ 0 

∑فإن المتسلسلة العقدية  𝑎𝑛𝑣𝑛  متقاربة. 

 : البرهان

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝐴𝑛}لتكن  𝑎𝑛  : أي 
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𝐴𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑛 

 ( 1هذه متتالية محدودة حسب )

𝑉𝑛ولدينا  ⟶  (3حسب ) 0

𝐴𝑛𝑉𝑛وهذا يقتضي أن  ⟶ ) لأنه جداء متتالية محدودة بمتتالية تسعى إلى الصفر هي متتالية تسعى  0

 إلى الصفر ( فحسب التمهيدية للمتسلسلتين :

𝐴0𝑉0 + ∑(𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)𝑉𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑎0𝑣0 + ∑ 𝑎𝑛𝑣𝑛

∞

𝑛=1

 

= ∑ 𝑎𝑛𝑣𝑛
∞
𝑛=0 … … .. 

∑ (𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1)𝐴𝑛
∞
𝑛=0 … … .. 

 حتى يتم المطلوب يجب أن نثبت أن    متقاربة )حتى يكون لهما الطبيعة ذاتها وهي التقارب(

  {𝐴𝑛}  محدودة𝑀 بحيث  ⟸ يوجد∀𝑛  فإنȁ𝐴𝑛ȁ < 𝑀  ومنه 

ȁ(𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1)𝐴𝑛ȁ ≤ 𝑀ȁ𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1ȁ 

∑بما أن  𝑀ȁ𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1ȁ  متقاربة )لأن∑ 𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1  متقاربة بإطلاق حسب      ( فإن 

 ∑ȁ(𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1)𝐴𝑛ȁ  متقاربة )حسب معيار المقارنة ( ومنه فإن∑(𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1)𝐴𝑛  متقاربة بإطلاق

 .فهي متقاربة )لأن كل متقاربة بإطلاق تكون متقاربة ( وهو المطلوب 

 

 

 

∑:  أثبت أن رينمت  
𝑖𝑛

𝑛
 متقاربة  

𝑉𝑛         :الحل =
1

𝑛
         𝑎𝑛 = 𝑖𝑛 

𝐴𝑛إن :          = 𝑖 + 𝑖2 + 𝑖3 + ⋯ + 𝑖𝑛 

 :وهي متسلسلة هندسية مجاميعها الجزئية 

1 

2 

2 

2 

 ملاحظة :

  لمتسلسلة أنها متقاربة أو متباعدةإذا اختل أحد الشروط فلا أستطيع أن أقول عن ا
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𝑆𝑛 =
𝑏 − 𝑏𝑎𝑛

1 − 𝑎
 

⟶ 𝐴𝑛 =
𝑖 − 𝑖(𝑖𝑛)

1 − 𝑖
 

⟹ ȁ𝐴𝑛ȁ ≤
1 + 1

√2
= √2 

 .محقق  الشرط الاول من ديركليه ⟸محدودة  ⟸ 

𝑉𝑛كما أن  ⟶  .محقق  الشرط الثالث من ديركليه ⟸ 0

∑ثم أن        ȁ(𝑉𝑛 − 𝑉𝑛+1)ȁ∞
𝑛=1 = ∑ (

1

𝑛
−

1

𝑛+1
)∞

𝑛=1 

 :وهي متسلسلة متقاربة لأن 

𝑆𝑛 = (1 −
1

2
) + (

1

2
−

1

3
) + ⋯ + (

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
) 

= 1 −
1

𝑛 + 1
⟶ 1 

𝑉𝑛)∑بالنتيجة  − 𝑉𝑛+1)  متقاربة بالإطلاق والشرط الثاني محقق 

∑ ⟸ تحققت الشروط الثلاثة لديركليه 𝑎𝑛𝑣𝑛 = ∑
𝑖𝑛

𝑛
 متقاربة  

∑ تقارب المتسلسلة : Ʒ: ادرس حسب القيم رينمت 𝑆𝑖𝑛 (
𝜋

𝑛
) Ʒ𝑛

∞
𝑛=1 

 :الحل 

 نميز حالتين : 

1) -Ʒ =  متقاربة بإطلاق  ⟸  0

2) - Ʒ ≠  لنطبق معيار دالامبير  0

𝑛 ≥ 2 ∶  |
Ʒ𝑛+1

Ʒ𝑛
| = |

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋

𝑛 + 1
) Ʒ𝑛+1

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋
𝑛

) Ʒ𝑛
| = ȁƷȁ

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋

𝑛 + 1
)

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋
𝑛

)
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0لأن  <
𝜋

𝑛
≤

𝜋

2
 ⟸ 𝑛 ≥ 2 

𝜋

𝑛
 لها يكون موجب ( 𝑆𝑖𝑛 لزاوية في الربع الأول و   (  

limالأن لنأخذ نهاية     
𝑛→∞

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋

𝑛+1
)

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋

𝑛
)

= lim
𝑛→∞

(
𝜋

𝑛+1
)  

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋

𝑛+1
)

𝜋
𝑛+1

 

(
𝜋

𝑛
)  

𝑆𝑖𝑛 (
𝜋
𝑛

)

(
𝜋
𝑛

)
  

= lim
𝑛→∞

(
𝜋

𝑛+1
)

(
𝜋

𝑛
)

 . lim
𝑛→∞

1

1
 

= lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛 + 1
 . lim 1 = 1.1 = 1 

𝐿Ʒ = lim |
Ʒ𝑛+1

Ʒ𝑛
| = 1. ȁƷȁ = ȁƷȁ   ⟸ 

 : ثلاث حالاتنميز 

- ȁƷȁ < 1 ⟸ 𝐿Ʒ <  المتسلسلة متقاربة بالإطلاق  ⟵ 1

- ȁƷȁ > 1 ⟸ 𝐿Ʒ >  المتسلسلة متباعدة  ⟵ 1

- ȁƷȁ = 1 ⟸ 𝐿Ʒ =  حالة شك )يفشل المعيار (⟵  1

 : نميز في الحالة الثالثة حالتين        

a) Ʒ = ∑تصبح المتسلسلة     1 𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛
∞
𝑛=1 

           lim
𝑛→∞

𝑆𝑖𝑛 
𝜋
𝑛

1
𝑛

= 𝜋 ≠ 0 < ∞ 

 ∑
𝜋

𝑛
 , ∑

1

𝑛
∑الطبيعة ذاتها ولما كانت  ⟸ للمتسلسلتين 

1

𝑛
∑متباعدة بالتالي   𝑆𝑖𝑛 

𝜋

𝑛
 متباعدة 

b) ȁƷȁ = 1 , Ʒ ≠ 1 

∑ |(𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛
) Ʒ𝑛|

∞

𝑛=1

= ∑ 𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛

∞

𝑛=1

 

 :وهي متباعدة كما رأينا 

∑فالمتسلسلة  𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛
 Ʒ𝑛  ليست متقاربة بإطلاق عندماȁƷȁ = 1 , Ʒ ≠ 1 

𝑎𝑛    :كنديدلنطبق د = Ʒ𝑛     ,   𝑣𝑛 = 𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛
→ 0   , ȁ𝑠𝑛ȁ = |

Ʒ.Ʒ𝑛+1

1−Ʒ
| ≤ |

Ʒ+.Ʒ𝑛+1

1−Ʒ
| =

2

1−Ʒ
 

1 

2 

3 
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ȁ𝐴𝑛ȁثم أن        ≤
ȁƷȁ+ȁƷȁ𝑛+1

ȁ1−Ʒȁ
≤

2

ȁ1−Ʒȁ
 

∑ : كما أن |(𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛
− 𝑆𝑖𝑛 

𝜋

𝑛+1
)|∞

𝑛=1 

 :لأن متقاربة بإطلاق

σ𝑛 = (sin
𝜋

2
− sin

𝜋

3
) + (sin

𝜋

3
− sin

𝜋

4
) + ⋯ + (sin

𝜋

𝑛
− sin

𝜋

𝑛 + 1
) 

= 1 − sin
𝜋

𝑛 + 1
 → 1 

⟸ ∑ 𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛
 Ʒ𝑛∞

𝑛=1  متقاربة. 

 1فهي تمثل قرص تقارب متسلسلة القوى المدروسة ونصف قطر تقارب هذه المتسلسلة  بالنتيجة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 قد يأتي السؤال بالشكل :

∑عين قرص تقارب المتسلسلة  𝑆𝑖𝑛 
𝜋

𝑛
 Ʒ𝑛∞

𝑛=1  وهنا فقط نميز الحالتينȁƷȁ < 1  ,ȁƷȁ > 1 . 

ȁƷȁأو قد يأتي : ادرس التقارب على محيط قرص الواحدة , أي  = 1 .  

 انتهت المحاضرة 

 متباعدة 

 متقاربة 


