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 علي القبوي دكتور المادة:  ◄

 دراسة المتغيرات العشوائية  عنوان المحاضرة :                  عشرة  الرابعة المحاضرة◄                     

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

   .الاحتمالي  خواص دالة التوزيع -1

 و دالة الحدث دالة الكثافة الاحتمالية لمتغير عشوائي ودالة توزيعه -2

 والأمثلة .ملاحظات بعض ال -3

 خواص دالة التوزيع الاحتمالي 

𝐹𝑋(𝑥𝑖)ولتكن  , متغيراً عشوائياً منفصلً  𝑋ليكن  = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖)  لدالة كثافة احتمالية ِ𝑋 

 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥)   

1) ∀ 𝑥 ∈ ℝ          ;   0 ≤ 𝐹𝑋 = 𝑃[𝑋 ≤ 𝑥] ≤ 1 

2) ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ  ;    𝑥1 ≤ 𝑥2 ⇒ 𝐹𝑋(𝑥1) ≤ 𝐹𝑋(𝑥2) 

 متناقصة .دالة غير  𝐹لأن   

3) 𝐹𝑋(+∞) = 1      ;     𝐹𝑋(−∞) = 0 

أي أن  : اليمين ,من  مستمر  𝐹 (4 

 𝐹𝑋(𝑥
+) = 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)  ;   𝐹𝑋(𝑥

+) = lim
𝑛→∞

𝐹(𝑥 +
1

𝑛
) 

 𝐹 (5 :  غير مستمر من اليسار , أي أن 

  𝐹𝑋(𝑥
−) ≠ 𝐹𝑋(𝑥)  ;   𝐹𝑋(𝑥

−) = lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑥 −
1

𝑛
) = 𝑃[𝑋 < 𝑥] 

 : أن   4) و  5) نلحظ من الخاصتين   

𝐹(𝑥+) − 𝐹(𝑥−) = 𝑃[𝑋 ≤ 𝑥] − 𝑃[𝑋 < 𝑥] = 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

 نظرية الاحتمالات  
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𝑃[𝑋أي أن ه إذا كان  = 𝑥] >  مساوية لهذا الاحتمال . 𝑥تعاني من قفزة عند  𝐹𝑋(𝑥) فإن  : 0

𝑃[𝑋وإذا كان :   = 𝑥] = 𝐹𝑋(𝑥فإن  :  0
+) = 𝐹𝑋(𝑥

 مستمر, متغير عشوائي  𝑋ويكون عندئذٍ  (−

𝑥 ∀مستمر إذا تحقق :    𝑋المتغير العشوائي ومنه نقول إن   ∈ ℝ ∶    𝑃[𝑋 = 𝑥] = 0 

𝐹𝑋(𝑥)إذا وضعنا في دالة التوزيع )كما في بعض الكتب ( أن  :  ملاحظة ◄ = 𝑃[𝑋 = 𝑥]  :  فإن ,

𝐹𝑋(𝑥)  . يكون مستمر من اليسار وغير مستمر من اليمين 

 نتائج       

1)         𝑃(𝑋 > 𝑎) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) = 1 − 𝐹(𝑎) 

2)   𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) = 1 − 𝑃(𝑋 < 𝑎) = 1 − [𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) − 𝑃(𝑋 = 𝑎)]   
= 1 − 𝐹(𝑎) + 𝑓𝑋(𝑎) 

3)  𝑃(𝑋 ≤ 𝑏) = 𝐹(𝑏)        

4)   𝑃(𝑋 < 𝑏) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑏) − 𝑃(𝑋 = 𝑏) = 𝐹(𝑏) − 𝑓𝑋(𝑏)   

5)  𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎)  

6)  𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎) − 𝑓𝑋(𝑏)   

7) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎) + 𝑓𝑋(𝑎) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑏) − 𝑃(𝑋 < 𝑎) = 𝐹𝑋(𝑏) − [𝐹𝑋(𝑎) − 𝑓𝑋(𝑎)] 

8) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 < 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎) + 𝑓𝑋(𝑎) − 𝑓𝑋(𝑏)  

𝑃(𝑋 مستمر فإنَّ  𝑋عندما  ملاحظة    = 𝑥) = 𝑃(𝑋ويكون     0 ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥) : ويكون 

𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 < 𝑏) = 𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏) 

المتغير الدال  𝑍المتغير الدال على أكبر الوجهين الحاصلين و  𝑋حجر نرد مرتين , وليكن  ألقينا     تمرين

 ثم  دالة التوزيع لهما .  𝑍و 𝑋على أصغر الوجهين الحاصلين , عينّ دالة الكثافة الاحتمالية لكل من 

ℝ𝑋: نحدد مجموعة قيم المتغيرين   الحل = {1,2,3,4,5,6}, ℝ𝑍 =  :وجدولا الكثافة  {1,2,3,4,5,6}

 𝑋 1 2 3 4 5 6 المجموع

1 11

36
 

9

36
 

7

36
 

5

36
 

3

36
 

1

36
 

𝑓𝑋(𝑥) 

 

 𝑍 1 2 3 4 5 6 المجموع

1 1

36
 

3

36
 

5

36
 

7

36
 

9

36
 

11

36
 

𝑓𝑍(𝑧) 
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 : يالاحتمالودالتا توزيعهما 

     𝐹𝑋(𝑥) =

{
  
 

  
 

0                         ;𝑥<1
1
36
                   ;1≤𝑥<2 

4

36
              ;2≤𝑥<3

9

36
              ;3≤𝑥<4

16

36
             ;4≤𝑥<5 

25

36
              ;5≤𝑥<6 

1               ;6≤𝑥      

               ,            𝐹𝑍(𝑧) =

{
  
 

  
 

0                          ;𝑧<1
11
36
                 ;1≤𝑧<2 

20

36
              ;2≤𝑧<3

27

36
              ;3≤𝑧<4

32

36
             ;4≤𝑧<5 

35

36
              ;5≤𝑧<6 

1               ;6≤𝑧     

           

 توضيح : تم الحصول على الاحتمالات من الجدول التالي :◄

6 5 4 3 2 1  

(1,6) (1,5) (1,4) (1,3) (1,2) (1,1) 1 

(2,6) (2,5) (2,4) (2,3) (2,2) (2,1) 2 

(3,6) (3,5) (3,4) (3,3) (3,2) (3,1) 3 

(4,6) (4,5) (4,4) (4,3) (4,2) (4,1) 4 

(5,6) (5,5) (5,4) (5,3) (5,2) (5,1) 5 

(6,6) (6,5) (6,4) (6,3) (6,2) (6,1) 6 

 إذاً دالة الكثافة الاحتمالية عشوائية مستمرة ودالة التوزيع الاحتمالية لمتغير .

 دالة الحدث 

,Ω)ليكن  F, p)  فضاءً احتمالياً و ليكن𝐴 ∈ 𝐹  حدث  من(F  ) نقول عن الدالة 

𝑥𝐴: Ω → 𝑅 

𝑤 → 𝑥𝐴(𝑤) = {
0    ∶ 𝑤 ∉ 𝐴
1     ∶ 𝑤 ∈ 𝐴

 

  Aإنها دالة الحدث 

  {0,1}إن هذه الدالة هي متغير عشوائي منقطع مجموعة قيمه  -

 دالة الكثافة الاحتمالية لمتغير مستمر ودالة توزيعه

𝑓  نقول عن الدالة الموجبة  ∶  ℝ ⟶ ℝ+ إنَّها دالة كثافة احتمالية لمتغير عشوائي مستمر𝑋  : إذا تحقق 

  1)  𝑓𝑋(𝑥) ≥ 0  ;    ∀ 𝑥 ∈ ℝ        2)  ∫ 𝑓𝑋(𝑥). 𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞
 

 : 𝑋 لمستمر نعرف دالة التوزيع الاحتمالي  𝑋دالة كثافة احتمالية لمتغير عشوائي  𝑓من أجل 
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 𝐹𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓𝑋(𝑡). 𝑑𝑡
𝑥

−∞
 

 نتائج وملاحظات )حالة الاستمرار( : 

1) 𝐹(𝑥+) = 𝐹(𝑥−) = 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑋 < 𝑥)  

2) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 < 𝑥 < 𝑏) = 𝑃(𝑎 < 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 < 𝑏) 

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

3) 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ 𝑓𝑋(𝑥). 𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)  
𝑏

𝑎
 

4) ∀ 𝑥 ∈ ℝ  ;   𝑃(𝑋 = 𝑥) = 0    

𝑃(𝑋    فإن  : ℝمجموعة قيوسة ) قابلة للقياس ( من  𝐴 إذا كانت (5 ∈ 𝐴) = ∫ 𝑓(𝑥). 𝑑𝑥
𝐴

 f تكون

  مستمرة

 مستمر فإن ه حسب ليبتنز , نجد أن  :  𝑋دالة التوزيع الاحتمالي لمتغير عشوائي  𝐹𝑋(𝑥)إذا كانت  (6

𝐹𝑋
′ (𝑥) = 𝑓𝑋(𝑥)  وذلك من أجل كل نقطة𝑥 تكون عندها𝑓  . مستمرة 

 متغيراً عشوائياً له دالة الكثافة :  𝑋ليكن       مثال

𝑓𝑋(𝑥) = { 𝜆. 𝑒
−𝑥       ;   𝑥 ≥  (𝜆 ثابت حقيقي موجب )         0

0             ;   𝑥 < 0                                                  
 

 . X ِ لدالة كثافة احتمالية فعلية  𝑓𝑋(𝑥)لكي تكون  λعين  1) 

 . 𝐹(2.5), واحسب  X ِ لعين دالة التوزيع الاحتمالي  2)

 الحل

𝑓𝑋(𝑥)لدينا الشرط الأول محقق وهو أنَّه لدينا فرضاً :   1) = 𝜆𝑒−𝑥 ≥ 0   

∫لنحقق الشرط الثاني وهو :     𝑓𝑋(𝑥). 𝑑𝑥 = ∫ (0). 𝑑𝑥 + ∫ 𝜆𝑒−𝑥 . 𝑑𝑥 = 1
∞

0

0

−∞

∞

−∞
 

        ⇒ λ[−𝑒−𝑥]0
∞ = 1 ⇒ λ[0 − (−1)] = 1 ⇒ λ(1) = 1 ⇒ λ = 1 

𝑓𝑋(𝑥)    بالشكل :  𝑋ِ لتصبح دالة الكثافة الاحتمالية  = {
𝑒−𝑥       ; 𝑥 ≥ 0    
0       ; 𝑥 < 0

 

𝐹𝑋(𝑥)حساب دالة التوزيع :             2)  = ∫ 𝑓𝑋(𝑡). 𝑑𝑡
𝑥

−∞
 

𝑡من أجل  < 𝐹𝑋(𝑥)فإنَّ :    0 = ∫ (0)
𝑥

−∞
. 𝑑𝑡 = 0              
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𝑡من أجل  ≥ 𝐹𝑋(𝑋)فإنَّ :      0 = ∫ 𝑒−𝑡
𝑥

−∞
. 𝑑𝑡 = ∫ (0). 𝑑𝑡 + ∫ 𝑒−𝑡 . 𝑑𝑡  

𝑥

0

0

−∞
 

 = [−𝑒−𝑡]0
𝑥 = (−𝑒−𝑥) − (−1) = 1 − 𝑒−𝑥 

𝑋  :𝐹𝑋(𝑥)ِ لفتصبح دالة التوزيع  = {
1 − 𝑒−𝑥       ; 𝑥 ≥ 0    

0       ; 𝑥 < 0
 

𝐹(2.5) = 1 − 𝑒−(2.5) = 0.92 

  المحاضرة انتهت

 نهى الحبشية –ولاء المبخر –خديجة الرفاعي  : إعداد

لا يمكنك مسح أخطائك ما 

دمت تمشي في نفس 

 الطريق .. 


