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 مقدمة(  0)

نورد فيما يلي حلولاً لبعض التمّارين التي أدرجناها في خاتمة كلّ من فصول الكتاب الثمّانية.                      

وما نهدف إليه بصورة رئيسيةّ من إيراد هذه الحلول هو تعريف القارئ بأساليب معالجة مسائل 

 بولوجيا العامّة.والطّ 

أنَّ أفضلَ السّبل لتمثُّل أي مسألةٍ أو مبرهنة إلى حقيقةٍ متعارفٍ عليها، ألا وهي  هذا ونلفت نظر الطّالب

بالتحّليّ بالمثابرة  لذا فإِنَّني أنصح القارئ إثباتها ذاتياًّ قبل الاطلاع على برهانها.تكمن في محاولة 

ديد من المحاولات الجادَّة التصّدّي لأي مسألةٍ، وعدم الرّجوع إلى الحل إِلّا بعد إجراء الع والصّبر عند

 والدّؤوبة للتوصل إليه.

كذلك، فإِنَّني أنصح القارئ الذي لم يوُفقّ في حلّ مسألةٍ ما بالانصراف عنها، ولو إلى حين، لمعالجة 

مسألةٍ أخُرى. فإِذا قيُضّ له حل المسألة الجديدة، وهذا ممكنٌ أحياناً، فقد يغدو بمقدوره حل المسألة التي 

سابقاً في معالجتها، وذلك بفضل التجّربة والمران اللذين اكتسبهما نتيجةً لحلهّ المسّألة الجديدة. لم يفُلح 

وفي حال توصُّل القارئ إلى حل أحد التمّارين، فمن المفيد مقارنة حله بالحل الذي أوردناه، إنَّ هذا الأمر 

كما أنَّّهُ يلفت نظره إلى أخَطاءٍ ربما يكون قد غايةٌ في الأهمية، إذ أنََّهُ يوسع أفق القارئ ويطور إمكاناته، 

 ارتكبها في حلهّ الخاص.

𝟏𝟗𝟗𝟑أ.د. خضر الأحمد. مبادئ الطّبولوجيا العامّة.  −  . 𝟐𝟔𝟒. صفحة 𝟏𝟗𝟗𝟐

……………………….. 

 2عن قسم العملي لمقرر الطوبولوجيا عبارة  هذا العمل الذي بين أيديكم هو أنّ  إليهو مما يجب الإشارة 

كانطلاقة نشطة  1و التحليل التابعي  1درسته في مقرر الطوبولوجيا  ماتراجع بالتالي أنت بحاجة لأن  و

الأملية ) ملخص كتاب مبادئ الطوبولوجيا العامة للأستاذ الدكتور خضر حامد الأحمد ( و ب عليكثم و من 

ة شوم إلى أن تصل لقسم العملي سلسل المعدُّ من قبل الأستاذ الدكتور محمد بشير قابيل وما ألُحق به من

   .الموجود بين يديك الآن 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بَ في أنَّّ كلَّّ ثقافةٍ رياضيةّ لا تدخل الطّبولوجيا عنصرا  لاري

أساسياّ  فيها، إِن هي إلّا ثقافةٌ فاقدةٌ لأحد أركانها 
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 إلى الأستاذ الدكتور محمد بشير قابيل مدرس المقرر 

 

إلى الزملاء المشاركين في المحاضرات و إلى كل من قام 

 بالحل على السبورة أو بتحضير تمارين و شاركنا بها 
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 تمرينات في الفضاءات المترية( 1)

 : 1تمرين

,𝑋)ليكن  𝑑)   و ا  متري   فضاء𝐴 ⊆ 𝑋و ،𝑝 ∈ 𝑋   بحيث𝑝  لـ  تراكمنقطة𝐴، ةئذٍ أي  من العبارات الآتية صحيحدعن 

 عليل؟مع الت  

1) 𝑝 لية لـ نقطة داخ𝐴. 

 .𝐴يلاقي  𝑝جوار لـ  كلُّ  (2

3) 𝑝  نقطة ملاصقة لـ𝐴𝑐. 

4) 𝑝 ∈ 𝐴  أو 𝑝 ∈ 𝐴𝑐 

5) 𝑝 ∈ 𝐴 − 𝐴𝑜 

 الحل:

  ℝ المسافة المألوفة علىبأخذ  خاطئة، ليست بالضرورة نقطة داخلية وسنعطي مثالا  معاكسا : (1

𝑋 = (ℝ, |⋅|)  ,   𝐴 = [0,1]   ,   𝑝 = 0 

[  مطمن الن   0 مركزه ا  مفتوح مجالا   يحوي 0أي جوار لـ  إن   − 𝜀, 𝜀[ حيث (𝜀 > في  𝐴مع  يتقاطعوالذي ( 0

 فر، أي:نقاط مختلفة عن الص  

(] − 𝜀, 𝜀[ ∩ 𝐴) − {0} ≠  𝜙 

𝑝الي بالت  و  = 0 ∈ 𝐴′ .  

𝑝لكن  =  : 𝐴في  بأكمله محتوى 0 الـ مركزه ه لايوجد مجال مفتوحلأن  ليست نقطة داخلية لهذه المجموعة  0

∀𝜀 > 0 ∶ ] − 𝜀, 𝜀[ ⊈ 𝐴 

 .𝐴ه يلاقي أي أن   𝑝في نقاط غير  𝐴جوار لها يلاقي المجموعة  نقطة تراكم فكلُّ  𝑝 صحيحة، لأن   (2

  خاطئة، والمثال المعاكس: (3

𝑋 = (ℝ, |⋅|)  ,   𝐴 = [−1,1]  ,   𝑝 = 0 

𝑝الي بالت  و ،بنقاط مغايرة للصفر 𝐴أي جوار للصفر يتقاطع مع :  نلاحظ = 0 ∈ 𝐴′. 

𝐴𝑐 =] − ∞,−1[ ∪ ]1,+∞[ 

[ من الواضح أن   −
1

2
,
1

2
 ليس نقطة ملاصقة لها. 0الي وبالت   𝐴𝑐لكنه لا يتقاطع مع المجموعة  0جوار لـ  ]

𝐴 نعلم أن  صحيحة،  (4 ∪ 𝐴𝑐 = 𝑋 ي نقطة ومن أجل أ𝑝 ∈ 𝑋   ا فإم𝑝 ∈ 𝐴  أو𝑝 ∈ 𝐴𝑐. 

 معاكس:الال والمثخاطئة،  (5

𝑋 = (ℝ, |⋅|)  ,   𝐴 = [−1,1]  ,   𝑝 = 0 

𝑝الي بنقاط مغايرة للصفر بالت   𝐴أي جوار للصفر يتقاطع مع :  لاحظن = 0 ∈ 𝐴′. 

 نأخذ المجال نفسه بعد فتح أطرافه: 𝐴𝑜لمعرفة 

𝐴𝑜 =] − 1,1[ 
 ومنه 

𝐴 − 𝐴𝑜 = {1,−1} 
𝑝ومن الواضح أن  = 0 ∉ 𝐴 − 𝐴𝑜. 

 



 

 4 2الطوبولوجيا العامة 

 

 : 2تمرين

𝑓:ℝليكن  → ℝ   ابعالت   أثبت أن ،تابعا: 

𝑑:ℝ × ℝ → ℝ  
(𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 

 .ℝل نصف مسافة على يشك   (1

 .ℝيشك ل مسافة على  𝑑 متباينا  فإن   𝑓في حال كان  (2

 الحل:

,𝑥من أجل كل   هي: نصف المسافةنعلم أن شروط  (1 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ :تتحقق الشروط 

𝑑(𝑥, 𝑥) = 0   ,   𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

   𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)   ,   𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 لنتحقق منها:

𝑑(𝑥, 𝑥) = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| ≥ 0 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧) + 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑦)| 

≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧)| + |𝑓(𝑧) − 𝑓(𝑦)| = 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 نحتاج إثبات الشرط الإضافي: تابع مسافة 𝑑لإثبات أن  (2

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0  ⇒    𝑥 = 𝑦 

 متباين فهو يحقق: 𝑓بما أن 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)  ⇒  𝑥 = 𝑦 
 ومنه:

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇒  |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)  ⇒  𝑥 = 𝑦 
 وهو المطلوب.

 تطبيق على ماسبق:

𝑥التوابع بما أن ⟼ 𝑥5 , 𝑥 ⟼ √𝑥
3
  , 𝑥 ⟼ 𝑒𝑥   امل على ك متباينةℝ   على  مسافة  ل فإن التوابع الآتية تشكℝ: 

𝑑1(𝑥, 𝑦) = |𝑥
5 − 𝑦5| 

𝑑2(𝑥, 𝑦) = |√𝑥
3
− √𝑦

3 | 

𝑑3(𝑥, 𝑦) = |𝑒
𝑥 − 𝑒𝑦| 

𝑥 الآتية   ℝعلى  غير المتباينة وابعأما الت ⟼ 𝑥2  ,   𝑥 ⟼ sin 𝑥  على  أنصاف مسافةفهي تعطيℝ: 
𝑑1(𝑥, 𝑦) = |𝑥

2 − 𝑦2| 
𝑑2(𝑥, 𝑦) = |sin 𝑥 − sin 𝑦| 

 لاحظ أن  الت ابع:

𝑓: [0, +∞[ ⟶ [0,+∞[ 
                     𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 

,0]متباين على منطلقه   ومنه:، ]∞+

𝑑: [0,+∞[ × [0,+∞[ ⟶ ℝ 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 
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,0]على  مسافة +∞[ . 

 تمرين )يترك للطالب(:

,𝕏)ليكن  𝑑)  َعلى  ∽ف علاقة تكافؤ متري، لنعر  فضاء  نصف𝕏 :كما يلي 

𝑥 ∼ 𝑦   ⟺    𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 

[𝑥]بـِ  ؤلنرمز لصف الت كاف = {𝑦 ∈ 𝕏  ∶    𝑥 ∼ 𝑦} ِوبـ ،𝕏/∼  ف على لمجموعة صفوف الت كافؤ، لنعر 

𝕏/∼  الد الة𝐷  :كما يلي 

𝐷([𝑥], [𝑦]) ∶= 𝑑(𝑥, 𝑦) 

,∽/𝕏)أثبت أن   𝐷) .فضاء متري 

 : 3تمرين

,𝐵(𝑥1 مفتوحتين ل كرتينلأج 𝑟1)  , 𝐵(𝑥2, 𝑟2)  في فضاء متري(𝑋, 𝑑) :بحيث 

𝐷 = 𝐵(𝑥1, 𝑟1) ∩ 𝐵(𝑥2, 𝑟2) ≠ 𝜙 
 ة مفتوحة؟ركو هل التقاطع بالضرورة ه -1

𝑝لأجل  -2 ∈ 𝐷  أثبت وجود𝜀 > ,𝐵(𝑝بحيث  0 𝜀) ⊆ 𝐷. 

 الحل:

 : ℝ2المترك الإقليدي في  افنإذا عر  ، مفتوحة   وقد لا يكون كرة   مفتوحة   قد يكون كرة   -1

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)   𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∶   𝑑(𝑥, 𝑦) = √(𝑥1 − 𝑦1)
2 + (𝑥2 − 𝑦2)

2 
 .ℝ2( في ا  مفتوح ا  )قرص مفتوحة   واضح أن التقاطع ليس كرة   الرسمة اليسرىفي 

 .ℝ2( في مفتوح   )قرص   توحة  مف في الرسمة اليمنى واضح أن التقاطع هو كرة  

 

 

 

 

 

 

 

 

قاطع مجموعة فالت   (10مرين )انظر البند )أ( من الت   وحتانتالكرتين المفتوحتين هما مجموعتان مف بما أن   -2
𝑝الي لأجل مفتوحة وبالت   ∈ 𝐷 يوجد 𝜀 > ,𝐵(𝑝بحيث  0 𝜀) ⊆ 𝐷.  قيمة تصلح  في الحقيقة يمكن تعيين

 بالعلاقة: 𝜀لـ 
𝜀 = min{𝑟1 − 𝑑(𝑥1, 𝑝), 𝑟2 − 𝑑(𝑥2, 𝑝)} 

𝑟𝑖حيث  − 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑝)  هي المسافة بين𝑝  ومحيط الكرة𝑖  لأجل𝑖 = 1,2. 

 : 4تمرين

,𝑋)ليكن  𝑑)   و ، ا  متري   فضاء𝐴 :مجموعة جزئية غير خالية، أثبت أن 

𝐴̅ = {𝑥; 𝑑(𝑥, 𝐴) = 0} 

𝐵(𝑥2, 𝑟2) 𝐵(𝑥1, 𝑟1) 𝐵(𝑥2, 𝑟2) 

𝐵(𝑥1, 𝑟1) 
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ر الت حليل الت ابعي تمرين  31 كتاب المدخل إلى الت حليل الد الي وتطبيقاته صفحة انظر 1 وهو تمرين في مقر 

10 . 

 الحل:

,𝑑(𝑥نتذكر أن  𝐴) :هو المسافة بين نقطة ومجموعة ويعطى بـ 

𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑖𝑛𝑓  {𝑑(𝑥, 𝑦) ; 𝑦 ∈ 𝐴} 
𝑥 ∈ 𝐴̅  ⟺ ∀𝜀 > 0 ∶ 𝐵(𝑥, 𝜀) ∩ 𝐴 ≠ 𝜙 ⟺ ∀𝜀 > 0 ∃𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝜀 ⟺ 

𝑖𝑛𝑓
𝑎∈𝐴

𝑑(𝑥, 𝑎) = 0 ⟺ 𝑑(𝑥, 𝐴) = 0 

 : 5تمرين

,ℬ(𝑋ليكن  𝑌)  فضاء الدوال المحدودة من𝑋  الى𝑌  حيث(𝑌, 𝑑) :فضاء متري، أي 

ℬ(𝑋, 𝑌) = {𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌  ∶   𝛿(𝑓(𝑋)) =  𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑦∈𝑋

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) < +∞} 

  :أثبت أن  ، 𝑓يرمز لقطر المدى الفعلي لـ  𝛿(𝑓(𝑋))حيث 

𝑒:ℬ(𝑋, 𝑌) × ℬ(𝑋, 𝑌) ⟶ ℝ 

𝑒(𝑓, 𝑔) = 𝑠𝑢𝑝{ 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ;  𝑥 ∈ 𝑋} 

,ℬ(𝑋على  ا  ن متركيعي   𝑌).   إن( 𝑒   تابع معر)ف جيدا  بسبب المحدودية 

  البرهان:

,𝑓 تمهما كان 𝑔, ℎ ∈ ℬ(𝑋, 𝑌)   فإن: 

∀𝑥 ∈ 𝑋:  𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ≥ 0 ⇒ 𝑒(𝑓, 𝑔) = 𝑠𝑢𝑝{ 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ;  𝑥 ∈ 𝑋} ≥ 0 

𝑒(𝑓, 𝑔) = 0 ⇔ 𝑠𝑢𝑝{ 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ;  𝑥 ∈ 𝑋} = 0 ⇔ 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 0, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 

⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 ⇔ 𝑓 = 𝑔  
 ترك للطالب.ناظر: بسيطة ت  خاصة الت  

 ث:متراجحة المثل  

 نريد إثبات

𝑒(𝑓, 𝑔) ≤ 𝑒(𝑓, ℎ) + 𝑒(ℎ, 𝑔) 
 :تابع مسافة فإن   𝑑 بما أن  

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ≤ 𝑑(𝑓(𝑥), ℎ(𝑥)) + 𝑑(ℎ(𝑥), 𝑔(𝑥)), ∀𝑥 ∈ 𝑋 

 بالتالي

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ≤ 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑓(𝑥), ℎ(𝑥)) ; 𝑥 ∈ 𝑋} + 𝑠𝑢𝑝{𝑑(ℎ(𝑥), 𝑔(𝑥)) ; 𝑥 ∈ 𝑋} 

= 𝑒(𝑓, ℎ) + 𝑒(ℎ, 𝑔) 

,𝑒(𝑓إذا  المقدار  ℎ) + 𝑒(ℎ, 𝑔)  هو حد أعلى للمقدار𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))  لأجل كل𝑥 ∈ 𝑋. 

 بالتالي: supوأصغر الحدود العليا هو 

𝑒(𝑓, 𝑔) = 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ; 𝑥 ∈ 𝑋} ≤ 𝑒(𝑓, ℎ) + 𝑒(ℎ, 𝑔) 
 وهو المطلوب.
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 : 6تمرين

+𝑓:ℝليكن  → ℝ+   يحقق الشروط الثلاثة:تابعا 

𝑓(0) = 𝑓  ,   𝑓(𝑥 متزايد تماما     ,  0 + 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)   ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ 

,𝑋)وليكن  𝑑)   أثبت أن ا  متري   فضاء ،(𝑋, 𝑓 ∘ 𝑑) اء متري.فض 

 البرهان: 

 :𝑋على  متركا   التالي يشكل المقصود أثبت أن التابع
𝑓 ∘ 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝑅 

(𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑓 ∘ 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑑(𝑥, 𝑦)) 

,𝑥لتكن  (1 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  بما أن ،𝑑  مترك فإن𝑑(𝑥, 𝑦) ≥  متزايد تماما  يكون: 𝑓وبما أن  0

𝑓(𝑑(𝑥, 𝑦)) ≥ 𝑓(0) = 0 

2) 𝑓(𝑑(𝑥, 𝑦)) = 0 ⇔ 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦  وذلك لأن كون𝑓 . متزايد تماما  يجعله متباينا 

 خاصة التناظر سهلة الإثبات. (3

 لدينا  (4
𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)  ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 

 بالتالي:

𝑓(𝑑(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑓(𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)) 
 :𝑓ومن المتراجحة التي يحققها التابع 

𝑓(𝑑(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑓(𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)) ≤ 𝑓(𝑑(𝑥, 𝑧)) + 𝑓(𝑑(𝑧, 𝑦)) 
 وهو المطلوب.

 : 7تمرين

 فضاء هلبرت: ℍكن يل

𝑥مجموعة  غير خاليةٍ ومفتوحة  فيه، أثبت أنه توجد  𝐺لتكن   (1 = (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ ∈ 𝐺 :بحيث 

𝑎1 ≠ 0 

 مجموعة  مغلقة . ∗ℍيتألف من المتتاليات التي ينعدم أول حد منها، أثبت أن  جزئي   فضاء   ∗ℍليكن  (2

 داخل اللصاقة مجموعة  خالية   إن   هو مجموعة نادرة )أو غير كثيفة في أي مكان( أي: ∗ℍأثبت  (3

(𝐻∗̅̅̅̅ )𝑜 = 𝜙 

 الحل:

 المحققة للشرط: 𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)هو فضاء المتتاليات العقدية  ℍإن  (1

∑|𝑎𝑛|
2

𝑛∈ℕ

< +∞ 

ر الت حليل التابعي    عليه يعطى بالصيغة:أن المترك المألوف  1وكما درسنا في مقر 

𝑥 = (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ , 𝑦 = (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ ∶ 𝑑(𝑥, 𝑦) = √∑|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|
2

𝑛∈ℕ

 

 

𝑦  لأي  ه مفتوحة وغير خالية فإن   𝐺بما أن والآن  = (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ ∈ 𝐺  يوجد𝑟 > ,𝐵(𝑦بحيث  0 𝑟) ⊆ 𝐺. 
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 نمي ز حالتين:

𝑏1إذا كان  ≠ 𝑥فيتم المطلوب بأخذ  0 =  (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ ∈  𝐺. 

𝑏1إذا كان  = ف: 0  نعر 

𝑎𝑛 = {
𝑏𝑛 ; 𝑛 ≥ 2
𝑟

2
 ; 𝑛 = 1

 

𝑥 من الواضح أن   = (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ ∈  ℍ لنثبت أنها عنصر من و𝐺: 

𝑑(𝑥, 𝑦) = √∑|𝑎𝑛 − 𝑏𝑛|
2

𝑛∈ℕ

= √|
𝑟

2
− 0|

2

+ |𝑏1 − 𝑏1|
2 + |𝑏2 − 𝑏2|

2 +⋯ = √(
𝑟

2
)
2

 

=
𝑟

2
< 𝑟 

𝑥بالتالي  ∈ 𝐵(𝑦, 𝑟) ⊆ 𝐺 .وهو المطلوب 

𝑧لتكن  (2 = (𝑐𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ℍ
∗̅̅ 𝑐1ولنفرض جدلاً أن  ̅̅ ≠ ف  0 𝑟عندها نعر  =

|𝑐1|

2
 فنجد 

𝐵(𝑧, 𝑟)  هو جوار  لـ𝑧  لايتقاطع معℍ∗  لأن:  إذا كان𝑦 = (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ ∈ ℍ
𝑏1فإن  ∗ = 0 

𝑑(𝑧, 𝑦) = √∑|𝑐𝑛 − 𝑏𝑛|
2

𝑛∈ℕ

≥ |𝑐1 − 𝑏1| = |𝑐1| > 𝑟 

𝑐1وهذا خلف  )تناقض( فالفرض أن  ∗ℍلايتقاطع مع المجموعة  𝑧إذا  هناك جوار لـ  ≠ خاطئ ومنه  0

𝑐1 = ̅̅∗ℍمما يبي ن أن   0 ̅̅ ⊆ ℍ∗  ومن المعلوم أن ،ℍ∗̅̅ ̅̅ ⊇ ℍ∗ مما يقتضيℍ∗̅̅ ̅̅ = ℍ∗ عة فالمجمو

ℍ∗ .مغلقة 

,𝐵(𝑥يملك نقطةً داخليةً فهو يحوي كرةً مفتوحةً مثل  ∗ℍلنفرض جدلاً أن ( 3 𝑟)  حيث𝑥 ∈ ℍ∗ 

𝑟و  > ,𝐵(𝑥من   𝑛∈ℕ(𝑐𝑛)، وحسب البند الأول من هذا التمرين: يوجد عنصر 0 𝑟)  بحيث 
𝑐1 ≠  قطةً داخليةً، وهذا يوضح أن  يملك ن ∗ℍوهذا غير ممكن فالفرض الجدلي خاطئ بأن ،  0

(𝐻∗)𝑜 = (𝐻∗̅̅̅̅ )𝑜 = 𝜙 

  :8تمرين

:𝑑أثبت أن الشرطين التاليين لتابع  𝑋 × 𝑋 → ℝ :يكافئان الموضوعات الاربعة للمترك 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦    ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  
𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑦, 𝑧)    ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  

  البرهان:

ول نفس موضوعة المترك الثانية، والشرط الثاني ينتج عن متراجحة المثلث وعن من الواضح أن الشرط الأ

 أي أن تحقق موضوعات المترك الأربعة تقتضي تحقق هذين الشرطين. خاصة التناظر.

,𝑥بعة: لتكن رتحقق موضوعات المترك الأ يقتضيلنثبت الآن أن تحقق الشرطين أعلاه  𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  

𝑧لإثبات التناظر نضع  = 𝑥 :في الشرط الثاني 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑥) ⇒ 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥) 
,𝑥بإعادة نفس العملية والتبديل بين  𝑦  نجد𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 𝑑(𝑦, 𝑥)  ومنه 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 
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 لإثبات الموضوعة الأولى:

𝑥نضع  = 𝑦  :في الشرط الثاني 

𝑑(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑥, 𝑧) ⇒ 0 ≤ 2𝑑(𝑥, 𝑧) ⇒ 0 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧)  ∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋  
 الموضوعة الثانية محققة لأنها نفس الشرط الأول. 

,𝑑(𝑦 بما أنوبالتالي  𝑧) = 𝑑(𝑧, 𝑦)  نجد متراجحة المثلث:فالشرط الثاني نعوضها في 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 : 9تمرين

,𝐵(𝑥أعط مثالا  توضح فيه أن لصاقة كرة مفتوحة  𝑟)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,𝐵̅(𝑥رة المغلقة هي الك رورةليست بالض ̅ 𝑟)، 

 ماذا تستنتج؟

 البرهان: 

𝑋باختيار  = ℝ  مع المسافة𝑑 :المتقطعة نجد 

𝐵(0,1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑦 ∈ ℝ; 𝑑(0, 𝑦) < 1}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = {0}̅̅ ̅̅ = {0} 

𝐵̅(0,1)  بينما = {𝑦 ∈ ℝ; 𝑑(0, 𝑦) ≤ 1} = ℝ 

,𝕏) منظمٍ  نعلم أن  في فضاءٍ و مع  𝑟ونصف قطرها  𝑥تتطابق لصاقة الكرة المفتوحة التي مركزها  (‖⋅‖

 ترك المتقطع ليس مشتقا  من نظيم.ج أن  المتالمركز ونصف القطر، لذلك نستن فسالكرة المغلقة التي لها ن

 

 : 10تمرين

أثبت أن  في كل  فضاء متري: )آ( كل  كرةٍ مفتوحةٍ هي مجموعة  مفتوحة ، )ب( كل  كرةٍ مغلقةٍ هي مجموعة  

 مغلقة .

ر الت حليل الت   تمرين 30  لد الي وتطبيقاته صفحةنظر كتاب المدخل إلى الت حليل اا 1ابعي وهو تمرين في مقر 

1 . 

 الحل:

;𝐵(𝑎)آ( لنأخذ الكرة المفتوحة    𝑟) = {𝑥 ∈ 𝕏  ∶    𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝑟}    حيث𝑟 > 0 . 

𝑥0ليكن  ∈ 𝐵(𝑎; 𝑟)   ِفإن𝑟0 = 𝑑(𝑥0, 𝑎) < 𝑟 . 

𝐵لنأخذ الكرة المفتوحة    (𝑥0;
𝑟−𝑟0

2
) = {𝑥 ∈ 𝕏  ∶    𝑑(𝑥, 𝑥0) <

𝑟−𝑟0

2
حيث    {

𝑟−𝑟0

2
> 0 . 

𝐵إِن   (𝑥0;
𝑟−𝑟0

2
) ⊆ 𝐵(𝑎; 𝑟)  :  وذلك لأن 

𝑦إذا كان  ∈ 𝐵 (𝑥0;
𝑟−𝑟0

2
,𝑑(𝑦فإنِ   ( 𝑥0) <

𝑟−𝑟0

2
< 𝑟 − 𝑟0 :وحسب متراجحة المثل ث ، 

𝑑(𝑦, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥0) + 𝑑(𝑥0, 𝑎) < 𝑟 − 𝑟0 + 𝑟0 = 𝑟 
,𝑑(𝑦أي  𝑎) < 𝑟  ومنه𝑦 ∈ 𝐵(𝑎; 𝑟) . 

;𝐵(𝑎تحوي الكرة المفتوحة  𝑟)   كرة  مفتوحة𝐵 (𝑥0;
𝑟−𝑑(𝑥0,𝑎)

2
فيها، وبالت الي  𝑥0حول كل ِ نقطة  (

𝐵(𝑎; 𝑟)  . مجموعة  مفتوحة 
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;𝐵̅(𝑎)ب( لنأخذ الكرة المغلقة    𝑟) = {𝑥 ∈ 𝕏  ∶    𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟}    حيث𝑟 > 0 . 

𝑥0ليكن  ∈ (𝐵̅(𝑎; 𝑟))
𝑐

𝑟0فإنِ    = 𝑑(𝑥0, 𝑎) > 𝑟. 

𝐵لنأخذ الكرة المفتوحة    (𝑥0;
𝑟0−𝑟

2
) = {𝑥 ∈ 𝕏  ∶    𝑑(𝑥, 𝑥0) <

𝑟0−𝑟

2
حيث    {

𝑟0−𝑟

2
> 0 . 

𝐵إِن   (𝑥0;
𝑟0−𝑟

2
) ⊆ (𝐵̅(𝑎; 𝑟))

𝑐
:و   ذلك لأن 

𝑦إذا كان  ∈ 𝐵 (𝑥0;
𝑟0−𝑟

2
,𝑑(𝑦فإنِ   ( 𝑥0) <

𝑟0−𝑟

2
< 𝑟0 − 𝑟  ومنه−𝑑(𝑦, 𝑥0) > −𝑟0 + 𝑟 . 

 حسب متراجحة المثلث:

𝑑(𝑥0, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑥0, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑎) 
⟹    𝑑(𝑦, 𝑎) ≥ 𝑑(𝑥0, 𝑎) − 𝑑(𝑥0, 𝑦) = 𝑟0 − 𝑑(𝑥0, 𝑦) > 𝑟0 − 𝑟0 + 𝑟 = 𝑟 

,𝑑(𝑦أي  𝑎) > 𝑟  ومنه𝑦 ∈ (𝐵̅(𝑎; 𝑟))
𝑐

 . 

;𝐵̅(𝑎)تحوي المجموعة  𝑟))
𝑐

𝐵كرة  مفتوحة    (𝑥0;
𝑑(𝑥0,𝑎)−𝑟

2
فيها، لذا  𝑥0حول كل ِ نقطة  (

(𝐵̅(𝑎; 𝑟))
𝑐

;𝐵̅(𝑎مجموعة  مفتوحة  وبالت الي   𝑟)  . مجموعة  مغلقة 

 

 :Ultrametric Space الفضاء فوق المتري

,𝑋) هو ثنائية   𝑑)  بحيث𝑋  مجموعة غير خالية و𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ  :يحقق الموضوعات التالية 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋: 
𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 
𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥, 𝑧), 𝑑(𝑧, 𝑦)} 

 .𝑋فوق مسافة على  𝑑وعندها ندعو 
 فوق مسافة هو مسافة )أثبت ذلك(. تابع إن كل                    

 

 

 أمثلة:

,𝑋)ليكن  - 𝑑)   حيثفضاء  متريا 𝑑  هو المترك المتقطع، إن𝑑  على  مسافةيشكل فوق𝑋 .)أثبت ذلك( 

 𝒑:  (P-Adic Numbers)المسافة المنسوبة لعدد أولي  -

𝑏وليكن عددا  أوليا ،  𝑝ليكن  ∈ ℚ∗ ي برهن على أن ،𝑏 بشكل وحيد كما يلي: بيكت 

𝑏 =
𝑟

𝑠
. 𝑝𝑛  ;    𝑟, 𝑠, 𝑛 ∈ ℤ ,   𝑝 ∤ 𝑠 , 𝑝 ∤ 𝑟 

𝑝)حيث   ∤ 𝑠   تعني𝑝  لا يقسم𝑠.) 
𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏)، ونرمز لذلك:  𝑝بالنسبة لـ  𝑏بمرتبة العدد  𝑛وعندها ندعو  = 𝑛 

ف  𝑏 نظيمنعر  ∈ ℚ  المنسوب لعدد أولي𝑝 :بالصيغة 

|𝑏|𝑝 = {

1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏)
  ;  𝑏 ∈ ℚ∗

     0        ;  𝑏 = 0

 

 ملاحظة :
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 وي برهن على أن التابع:

|⋅|𝑝: ℚ × ℚ⟶ ℝ 

(𝑥, 𝑦) ⟼ |𝑥 − 𝑦|𝑝 

 .ℚعلى  مسافةهو فوق 
ٍ وليس فوق متري، الفضاء  - ,ℝ)وإليك مثالا  عن فضاءٍ متري  ت أنه لا ري كمان نعلم، لنثبهو فضاء  مت (|⋅|

 المسافة: ابع من موضوعات فوقريحقق الشرط ال

𝑥 = 0 , 𝑦 = 4 , 𝑧 = 2 
|4 − 0| = 4 , |2 − 0| = 2 , |4 − 2| = 2 

 لكن

|4 − 0| ≰ 𝑚𝑎𝑥{|2 − 0|, |4 − 2|} = 𝑚𝑎𝑥{2,2} = 2   

  مبرهنة:

,𝑋)ليكن  𝑑)   فوق متري فإن: فضاء 

i. كل ثلاث نقاط مختلفة فيه تشكل مثلثا  متساوي الساقين! 

ii.  ٍأيضا ( مفتوحة   )وهي مجموعة   مغلقة   هي مجموعة   مفتوحةٍ  كل كرة 

iii.  ٍأيضا ( مغلقة   )وهي مجموعة   مفتوحة   هي مجموعة   مغلقةٍ  كل كرة 

iv.  إذا كانت𝐴   من نقاطها تصلح مركزا  لها. فإن كل نقطةٍ  أو مغلقة   حة  مفتو كرة 

 البرهان:

i.  من أجل ثلاث نقاط مختلفة𝑥, 𝑦, 𝑧 :إذا كان  من الفضاء𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑧) .يتم المطلوب 

,𝑑(𝑥لعمومية( بفرض )دون إنقاص ا 𝑦) > 𝑑(𝑥, 𝑧)  سوف نثبت أن 

𝑑(𝑧, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 
 ابعة:رمن الموضوعة ال

𝑑(𝑧, 𝑦) ≤ max{𝑑(𝑧, 𝑥), 𝑑(𝑥, 𝑦)} = 𝑑(𝑥, 𝑦) 
 وأيضا  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ max{𝑑(𝑥, 𝑧), 𝑑(𝑧, 𝑦)} = 𝑑(𝑧, 𝑦) 
,𝑑(𝑥فرضنا  لأننا لو 𝑦) ≤ max{𝑑(𝑥, 𝑧), 𝑑(𝑧, 𝑦)} = 𝑑(𝑥, 𝑧) ذا مناقضا  للفرض.لكان ه 

,𝑑(𝑧ومن المتراجحتين اللتين أثبتناهما للتو نجد:    𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦) 

,𝑑(𝑧حظ أننا أثبتنا أن لا ( 𝑦)  تساوي أكبر المسافتين(𝑥, 𝑦) , 𝑑(𝑥, 𝑧) ) 

ii.  لتكن𝐵(𝑥, 𝑟)   في الفضاء ولنرمز لمتممتها بـ  مفتوحة   كرة𝑆 ، يكفي إثبات أن𝑆   مفتوحة  مجموعة. 

𝑦ن لتك ∈ 𝑆 :نمي ز حالتين 

𝜌 = 𝑑(𝑥, 𝑦) > 𝑟  عندها𝐵 (𝑦,
𝜌−𝑟

2
) ⊆ 𝑆. 

𝜌 = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑟  عندها لتكن𝑧 ∈ 𝐵 (𝑦,
𝑟

2
) \{𝑦}   عندها تكون النقاط𝑥, 𝑦, 𝑧  مختلفة ولكون

𝑑(𝑥, 𝑦) >
𝑟

2
> 𝑑(𝑦, 𝑧)  :فحسب البند الأول من المبرهنة يكون𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑟 

𝑧وبالتالي  ∉ 𝐵(𝑥, 𝑟)  ومنه𝑧 ∈ 𝑆  مما يبين أن𝐵 (𝑦,
𝑟

2
) ⊆ 𝑆. 

 بالتالي هي مجموعة مفتوحة. 𝑆داخلي في  𝑦مما سبق في كلتا الحالتين يكون العنصر الاختياري 

iii.  لتكن𝑀 = 𝐵̅(𝑥, 𝑟)  ،ليكن كرة مغلقة في الفضاء𝑦 ∈ 𝑀   ين:تز حالنمي 

𝜌 = 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟  عندها𝐵 (𝑦,
𝑟−𝜌

2
) ⊆ 𝑀. 
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𝜌 = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑟  لتكن𝑧 ∈ 𝐵 (𝑦,
𝑟

2
) \{𝑦}  عندها تكون النقاط𝑥, 𝑦, 𝑧  مختلفة ولكون

𝑑(𝑥, 𝑦) >
𝑟

2
> 𝑑(𝑦, 𝑧)  :فحسب البند الأول من المبرهنة يكون𝑑(𝑥, 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑟 

𝑧وبالتالي  ∈ 𝑀 = 𝐵̅(𝑥, 𝑟)  مما يبين أن𝐵 (𝑦,
𝑟

2
) ⊆ 𝑀. 

 بالتالي هي مجموعة مفتوحة. 𝑀داخلي في  𝑦اري مما سبق في كلتا الحالتين يكون العنصر الاختي

iv. البرهان لأجل كرة مفتوحة وبالمثل لأجل الكرة المغلقة. سنورد 
,𝐵(𝑎لتكن  𝜀)  كرة  مفتوحة  في الفضاء فوق المتري(𝕏, 𝑑)، :أي 

𝐵(𝑎, 𝜀) = {𝑦 ∈ 𝕏  ∶    𝑑(𝑦, 𝑎) < 𝜀} 
𝑏لتكن  ∈ 𝐵(𝑎, 𝜀)   فإن𝑑(𝑏, 𝑎) < 𝜀  ولنبرهن أن ، 𝐵(𝑎, 𝜀) = 𝐵(𝑏, 𝜀) . 

𝑥لتكن  ∈ 𝐵(𝑏, 𝜀)   فإن𝑑(𝑥, 𝑏) < 𝜀ومنه ،: 

𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥, 𝑏), 𝑑(𝑏, 𝑎)} < 𝜀   ⟹     𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝜀) 
,𝐵(𝑎ومنه  𝜀) ⊇ 𝐵(𝑏, 𝜀)   بشكل مشابه نبرهن أن 𝐵(𝑎, 𝜀) ⊆ 𝐵(𝑏, 𝜀) . 

 وبالت الي:

𝐵(𝑎, 𝜀) = 𝐵(𝑏, 𝜀)     ∶      ∀𝑏 ∈ 𝐵(𝑎, 𝜀) 
 لوب.وهو المط
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 تعريفات أساسيةّ –الفضاءات التبّولوجيةّ ( 2)

ةٍ أو أمثلة أو  فيما يلي سنتناول ما ورد في الفصل الخامس، من كتاب الت بولوجيا من سلسلة شوم من فقراتٍ مهم 

ر الت بولوجيا   .(2)تمرينات تخدم مقر 

 الفضاءات التبّولوجيةّ: (𝟏)

𝒫(𝕏)مجموعة  ما غيرَ خاليةٍ، و  𝕊أو  𝔼أو  𝕏لتكن  = 2𝕏  مجموعة أجزاء𝕏 و ،𝜏 ⊆ 𝒫(𝕏)   جماعة  أو أسرة

إذا وفقط إذا حق قت  𝕏بنية تبولوجي ة أو إِن ها تبولوجيا على  𝕏إِن ها تعي ن على  𝜏. نقول  عن 𝕏أو صف ا  من أجزاء 

 الش روط الآتية:

     ( 1ط ) 𝜙 , 𝕏 ∈ 𝜏. 

 . 𝜏هو عنصر من  𝜏ع عنصرين من تقاط (ط2)     

 . 𝜏هو عنصر من  𝜏أيُّ اتحادٍ لعناصر من  (ط3)     

ي الث نائية  ,𝕏)عندئذٍ ن سم  𝜏)  ي كل  عنصرٍ من  مفتوحة  فيه. 𝜏نقطة  فيه وكل  عنصرٍ من  𝕏فضاء  تبولوجي ا ، ون سم 

(𝟏.  :(𝟏)مثال  (𝟏

,𝑎[ن الن مط م ℝصفُّ المجالات المفتوحة والمحدودة في  𝑏[  ليس تبولوجيا علىℝ ولكن صفُّ المجموعات ،𝜏 

يها الت بولوجيا المألوفة على 𝕏التي كل منها اتحاد لمجالاتٍ مفتوحةٍ هي تبولوجيا على   .ℝ، نسم 

(𝟐.  :(𝟐)مثال  (𝟏

ذْ  𝕏خ  = 𝜏1نلاحظ أن   {1,2,3,4,5} = {𝜙,𝕏, {1}, {3,4}, {1,3,4},  لكن  𝕏ى تبولوجيا عل {{2,3,4,5}

𝜏2 = {𝜙, 𝕏, {1}, {3,4}, {1,3,4},  .𝕏ليست تبولوجيا على   {{2,3,4}

(𝟑.  :(𝟑)مثال  (𝟏

ذْ  𝒟أي  مجموعةٍ غيرِ خاليةٍ و  𝕏خ  = 𝒫(𝕏)  إِن .𝒟  تبولوجيا على𝕏 )ى الت بولوجيا المتقطعة )أو الملساء ، ت سم 

ى 𝕏على   ع. الفضاء الت بولوجي المتقط (𝕏,𝒟)، وي سم 

(𝟒.  :(𝟒)مثال  (𝟏

ذْ  𝒢أي  مجموعةٍ غيرِ خاليةٍ و  𝕏خ  = {𝜙, 𝕏}  إِن .𝒢  تبولوجيا على𝕏 ى الت بولوجيا الخشناء على أو  𝕏، ت سم 
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 . 𝕏الت بولوجيا الت افهة على 

(𝟓.  :(𝟓)مثال  (𝟏

ذْ  𝜏𝑐𝑓أي  مجموعةٍ غيرِ خاليةٍ و  𝕏خ  = {𝐴 ⊆ 𝕏  ∶    𝐴 = 𝜙   𝑜𝑟   𝐴
𝑐 إِن  {مجموعة منتهية .𝜏𝑐𝑓  تبولوجيا

ى تبولوجيا المتممات المنتهية. 𝕏على   ، ت سم 

(𝟔.  :(𝟔)مثال  (𝟏

ذْ  𝕏خ  = {𝑎, 𝑏}  و𝜏𝑎 = {𝜙,𝕏, {𝑎}}  إِن .𝜏𝑎  تبولوجيا على𝕏 ى تبولوجيا سيربنسكي على  . 𝕏، ت سم 

(𝟕.  :(𝟕)مثال  (𝟏

𝜏1ولنرمز له بـِ  𝕏على مجموعةٍ  𝜏2و  𝜏1تقاطع تبولوجيتين  ∩ 𝜏2  تبولوجيا على𝕏. 

 ويمكن تعميم المثال الس ابق فنحصل على المبرهنة الآتية:

 مبرهنة أساسي ة: (8.1)

𝜏𝛼}إذا كانت  ∶ 𝛼 ∈ 𝐿}  جماعة  من الت بولوجيات على𝕏   ها كان تقاطع𝜏 = ⋂ 𝜏𝛼𝛼∈𝐿  تبولوجيا على𝕏. 

ة: (9.1)  ملاحظة مهم 

 . مثال ذلك: 𝕏ليس بالض رورة تبولوجيا على  𝕏اتحاد تبولوجيتين على 

ذْ  𝕏خ  = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}  و𝜏𝑎 = {𝜙,𝕏, {𝑎}}  و𝜏𝑏 = {𝜙,𝕏, {𝑏}}  عندئذٍ سترى أن ،𝜏𝑎  تبولوجيا على𝕏 

𝜏𝑎ولكن  𝜏𝑏وكذلك  ∪ 𝜏𝑏 = {𝜙,𝕏, {𝑎}, {𝑏}} بولوجيا على ليست ت𝕏. 

 الجوارات: (𝟐)

ي جوارا  لنقطةٍ  ,𝕏)في فضاء تبولوجي  𝑝ن سم  𝜏)  أيَ ة مجموعة𝑉 :تحق ق ما يلي 

∃𝒪 ∈ 𝜏     ∶       𝑝 ∈ 𝒪 ⊆ 𝑉 

𝑉. فإذِا كان {𝑝}مجموعة  مفتوحة  تحوي  𝑉أي إذا وفقط إذا حوت  ∈ 𝜏  َْأيضا  س مِيت𝑉  ِجوارا  مفتوحا  لـ𝑝 . 

(𝟏.  :(𝟏)ل مثا (𝟐

𝑉المجال  = 𝑝جوار لـِ  [0,1[ =
1

2
𝒪لأنَ ه  توجد   = ]0,

3

4
 بحيث ]
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 𝑝 =
1

2
∈ 𝒪 = ]0,

3

4
[ ⊆ 𝑉 = ]0,1]                                                   

𝑞ليست جوارا  لـِ  𝑉لكن  =  )لماذا؟(. 1

(𝟐.  :(𝟐)مثال  (𝟐

ذْ المثال في  ,𝕏)و  (2.1)خ  𝜏1)   هو  1 الجوارات المفتوحة لـِ إِن  صف𝒱1 = {𝕏, {1}, {1,3,4}} 

𝑉لاحظ أن   =  لكن ه ليس مجموعة  مفتوحة . 1جوار  لـِ  {1,5}

 :𝕏ومن ثم  عي ن صف  الجوارات المفتوحة لكل  عنصرٍ من عناصر 

𝒱2 = {𝕏, {2,3,4,5}}          𝒱3 = {𝕏, {3,4}, {1,3,4}, {2,3,4,5}} 

𝒱4 = {𝕏, {3,4}, {1,3,4}, {2,3,4,5}}          𝒱5 = {𝕏, {2,3,4,5}} 

(𝟑.  :(𝟑)مثال  (𝟐

ذْ المثال في  𝕏و  (3.1)خ  = 𝜏و  {1,2,3} = 𝒟 = 𝒫(𝕏)  وعي ن𝒱1   ثم𝒱2  و𝒱3 . 

𝒱1 = {𝕏, {1}, {1,2}, {1,3}} 

(𝟒.  :(𝟒)مثال  (𝟐

ذْ المثال في  𝕏و  (4.1)خ  = 𝜏و  {1,2,3} = 𝒢 = {𝜙, 𝕏}  نجد : 𝒱1أن  = 𝒱2 = 𝒱3 = {𝕏} 

 النقّطة الحدّية لمجموعة: (𝟑)

,𝕏)في فضاءٍ تبولوجي  𝜏)  ٍنقول  عن نقطة𝑝 ∈ 𝕏   إِن ها نقطة  حد ية(𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡)  للمجموعة𝕏 ⊇ 𝐴  إذا

 تحق ق أحد الش رطين المتكافئين:

 .𝑝مختلفة عن  𝑞واحدةٍ على الأقل مثل  بنقطةٍ  𝐴يشترك  مع المجموعة  𝑝كلُّ جوارٍ لـِ  (أ)   

 .𝑝مختلفة عن  𝑞بنقطةٍ واحدةٍ على الأقل مثل  𝐴تشترك  مع  𝑝كلُّ مجموعةٍ مفتوحةٍ تحوي  (ب)   

 .𝐴ونسميها المجموعة المشتقة لـِ  𝐴لمجموعة الن قاط الحد ية لـِ  ′𝐴سنرمز بـِ 

 ملاحظة:

 . 𝐴، نقطة نهاية لـِ 𝐴، نقطة تراكم لـِ 𝐴تجمع لـِ  للنقطة الحد ية تسميات  أ خرى: نقطة

(𝟏.  :(𝟏)مثال  (𝟑

ذْ المثال في  ,𝕏)و  (2.1)خ  𝜏1)  و𝐴 = 3هل  {1,2,3} ∈ 𝐴′ 5؟ هل ∈ 𝐴′ ؟ هل𝐴′ =  ؟ {2,4,5}
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(𝟐.  :(𝟐)مثال  (𝟑

ذْ  𝕏خ  = ℕ  و𝜏 = 𝜏𝑐𝑓  و 𝐴 = ′𝐴هل  10ر العدد مجموعة الأعداد الأولية التي تصغ{2,3,5,7} = 𝜙؟ 

ذْ  𝐵خ  = {2,4,6,8, … . ′𝐵هل  { = 𝜙 ؟ هل𝐵 ⊆ 𝐵′ ؟ هل𝐵′ = ℕ ؟ 

 المجموعات المغلقة: (𝟒)

𝕏نقول  عن مجموعةٍ  ⊇ 𝐴  دة بتبولوجيا ,𝕏)إِن ها مغلقة  في الفضاء الت بولوجي  𝜏المزو  𝜏)  إذا وفقط إذا حق قت أحد

 الش رطين المتكافئين:

′𝐴 (أ)    ⊆ 𝐴. 

 مجموعة  مفتوحة .  𝐴𝑐 (ب)   

 . (2.3)و  (2.1)عي ن جميع المجموعات المغلقة في 

 المفاهيم الأساسيةّ: (𝟓)

𝑐𝑙(𝐴)رمزها  𝐴لصاقة مجموعة  = 𝐴̅. 

𝑖𝑛𝑡(𝐴)رمزها  𝐴داخل مجموعة  = 𝐴°. 

𝐴∂رمزها  𝐴جبهة مجموعة  = 𝐹𝑟(𝐴). 

 في فضاء تبولوجي. 𝐴 :𝑉𝐴مجاورة أو جوار مجموعة 

 .𝐴جملة جوارات مجموعة أو مجموعة جوارات مجموعة: هي صفُّ جميع جوارات 

𝐴 𝐴̅أصغر مجموعة مغلقة تحوي المجموعة  (أ) = 𝐴 ∪ 𝐴′هي. 

 . هي°𝐴 𝐴أكبر مجموعة مفتوحة محتواة في المجموعة      

𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴̅ − 𝐴° = 𝐴̅ ∩ 𝐴𝑐̅̅ ̅      . 

ي       ، أي:𝐴تحوي  𝒪، أي مجموعة تحوي مجموعة مفتوحة 𝐴 ،𝑉𝐴مجاورة لـِ  ن سم 

∃𝒪 ∈ 𝜏     ∶       𝐴 ⊆ 𝒪 ⊆ 𝑉𝐴 

𝐴 ⟺ 𝑥يلاقي  𝑥كلُّ جوارٍ لـِ  (ب) ∈ 𝐴̅ ،𝑥  ِنقطة  ملاصقة  لـ𝐴. 

       𝐴  ِجوار  لـ𝑥  ⟺ 𝑥 ∈ 𝐴°. 

𝐴𝑐 ⟺ 𝑥ويلاقي  𝐴يلاقي  𝑥كلُّ جوارٍ لـِ         ∈ 𝐹𝑟(𝐴). 

       𝑉𝐴  ِجوار  لـ𝐴  ⟺ 𝑉𝐴  جوار  لكل  نقطةٍ من نقاط𝐴 . 
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 :مثال

ذْ المثال في  𝐴و  (2.1)خ  =  المفتوحة. 𝐴، وجوارات 𝐴̅ ،𝐴° ،𝐹𝑟(𝐴). وعي ن {1,2,3}

ذْ  𝕏خ  = ℝ  و𝜏  الت بولوجيا المألوفة علىℝ  و𝐴 = {−8} ∪ ]0,5] ∪  . 𝐴̅ ،𝐴° ،𝐹𝑟(𝐴). وعي ن [7,10]

 ثلاث مبرهنات خطيرة: (𝟔)

(𝟏. ,𝕏)إذا كان  (𝟔 𝜏)  أي  فضاءٍ تبولوجي، و𝐴  و𝐵  أي  مجموعتين جزئيتين من𝕏و ، 

𝑐𝑙: 𝒫(𝕏) ⟶ 𝒫(𝕏) 

             𝐸 ⟼ 𝑐𝑙(𝐸) = 𝐸̅ 

 عندئذٍ:

(1)    𝜙̅ = 𝜙  و𝕏̅ = 𝕏  . 

(2)    𝐴 ⊆ 𝐴̅ . 

(3)    𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅. 

(4)    𝐴̿ = 𝐴̅ . 

(5)    𝐴  مغلقة⟺ 𝐴 = 𝐴̅ . 

(𝟐. ,𝕏)إذا كان  (𝟔 𝜏)  أي  فضاءٍ تبولوجي، و𝐴  و𝐵  أي  مجموعتين جزئيتين من𝕏و ، 

𝑖𝑛𝑡:𝒫(𝕏) ⟶ 𝒫(𝕏) 

               𝐸 ⟼ 𝑖𝑛𝑡(𝐸) = 𝐸° 

 عندئذٍ:

(1)    𝜙° = 𝜙  و𝕏° = 𝕏  . 

(2)    𝐴° ⊆ 𝐴 . 

(3)    (𝐴 ∩ 𝐵)° = 𝐴° ∩ 𝐵° . 

(4)    𝐴°
°
= 𝐴° . 

(5)    𝐴  مفتوحة⟺ 𝐴 = 𝐴° . 

(𝟑. ,𝕏)إذا كان  (𝟔 𝜏)  أي  فضاءٍ تبولوجي، و𝑝 ∈ 𝕏  و𝒜𝑝   جماعة جميع جوارات𝑝:وإذا كان ، 

𝒱: 𝑝 ⟶ 𝒜𝑝 ⊆ 𝒫(𝕏) 
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:  فإنِ 

(1)    𝜙 ∉ 𝒜𝑝  و𝒜𝑝 ≠ 𝜙. 

 . 𝒜𝑝هو عنصر  من  𝒜𝑝رين من تقاطع عنص    (2)

 . 𝒜𝑝تنتمي إلى  𝒜𝑝تحوي عنصرا  من  𝕏أيُّ مجموعةٍ جزئيةٍ من     (3)

 جوارا  لكل  نقطة من نقاطه. 𝑉ويكون  𝑝لـِ  𝑊سيحوي جوارا  أخر  𝑝لـِ  𝑉أيُّ جوارٍ     (4)
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 أخُرى غير محلولة:تمرينات مختارة ومحلولة من شوم و ( 3)

𝟕𝟕)صفحة  + 𝟕𝟓): 

(𝟏𝟗 + 𝕏لتكن  (𝟏𝟎 = ℕ  و𝜏 = {𝜙} ∪ {𝐸𝑛 = {𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… }   ∶    𝑛 ∈ 𝕏}:والمطلوب ، 

 ؟ ℕتبولوجيا على  𝜏هل  (1)   

𝑝ما هي الجوارات المفتوحة للنقطة  (2)    =  ؟ 6

ذْ  (3)    𝐴خ  =  .′𝐴حد د  {4,13,28,37}

,ℕ)قات في الفضاء الت بولوجي عي ن جميع المغل (4)    𝜏). 

𝐵حد د لصاقة  (5)    = 𝐶و  {7,24,47,85} = {3,6,9,12,… }. 

 :(𝟖𝟒)صفحة 

𝕏اذكر جميع الت بولوجيات الممكن تعريفها على المجموعة  (𝟓𝟑) = {𝑎, 𝑏} . 

𝕏لتكن  (𝟔𝟒) = ℝ  و𝜏+∞ = {𝜙,ℝ} ∪ {]𝑎,+∞[   ∶    𝑎 ∈ ℝ}:والمطلوب ، 

 . ℝتبولوجيا على  ∞+𝜏 توث ق من أن   (1)   

ذْ  (2)    𝐴1خ  = [4,10[ ،𝐴2 = ℤ ،𝐴3 = 𝐴4و  ]∞+,4] = ]−∞, 𝐴𝑖̅ ،𝐴𝑖، حد د ]4
𝐴𝑖و  ′

 حيث                     ′°

        (𝑖 = 1,2,3,4) . 

 :(𝟖𝟓)صفحة 

𝜏1، ولنفرض أن  𝕏تبولوجيتين على  𝜏2و  𝜏1لتكن  (𝟔𝟔) ⊆ 𝜏2 ولتكن ،𝐴 ⊆ 𝕏:والمطلوب ، 

𝑥برهن أنَ ه  إذا كانت  (1)    ∈ 𝐴′  في(𝕏, 𝜏2)   ِفإن𝑥 ∈ 𝐴′  في(𝕏, 𝜏1) . 

 أعَطِ مثالا  يبي ن أن  الإقتضاء العكسي ليس بالض رورة صحيحا .  (2)   

(𝟕𝟎 + ,𝕏)ليكن  (𝟔𝟗 𝜏)  فضاء  تبولوجي ا ، و𝐴  و𝐵 جزئيتين من  مجموعتين𝕏 و ،𝒪 ∈ 𝜏 والمطلوب برهن ،

:  أن 

   (1) 𝐴̅ − 𝐵̅ ⊆ 𝐴 − 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅. 

   (2) 𝒪 ∩ 𝐵̅ ⊆ 𝒪 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅. 

 الشّبكات وتقاربها في فضاءٍ تبولوجي:

 المجموعة الموجهة:
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دةٍ بعلاقة ترتيب )جزئي(  𝐴نقول  عن مجموعةٍ  ,𝐴)مزو  قط إنِ ها موجهة  إلى اليمين أو موجهة  إختصارا  إذا وف (≥

 إذا:

∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴      ∃𝛾 ∈ 𝐴     ∶       𝛼 ≤ 𝛾      𝑎𝑛𝑑      𝛽 ≤ 𝛾 

 أمثلة:

(ℝ,≤) ،(ℤ, ≤) ،(ℕ∗,  .𝑏قاسم  لـِ  𝑎أو  𝑎مضاعف  لـِ  𝑏تعني أن   𝑎|𝑏حيث  (|

(𝐴 × 𝐴′, ≪) = (𝐴, ≤) × (𝐴′, :𝐴المجموعة المشتقة لـِ  ′𝐴)لا نقصد بـِ  (′≥  ( حيث أن 

(𝑎, 𝑎′) ≪ (𝑏, 𝑏′) ⟺ 𝑎 ≤ 𝑏 𝑎𝑛𝑑 𝑎′ ≤′ 𝑏′  

 :𝕏الش بكة في 

,𝐴)أيُّ تطبيق منطلقه مجموعة موجهة   ، أي:𝕏ومستقره  (≥

(𝐴, ≤)
𝑥
→𝕏 

        𝛼 ⟼ 𝑥(𝛼) = 𝑥𝛼 

 .𝛼∈𝐴(𝑥𝛼)ويرمزلها بـِ 

 تقارب الش بكة في فضاء تبولوجي:

دة بالت بولوجيا  𝕏ناصر شبكة  من ع 𝛼∈𝐴(𝑥𝛼)لتكن  ℒو  𝜏المزو  ∈ 𝕏 سنكتب ،𝑥𝛼⟶ ℒ  أو𝑙𝑖𝑚(𝑥𝛼) = ℒ  أو

 إذا وفقط إذا: ℒمتقاربة  من  𝛼∈𝐴(𝑥𝛼)إِن  الش بكة 

 بدءا  من رتبةٍ معي نةٍ، أعني بذلك: 𝑥𝛼ستحوي جميع العناصر  ℒكلُّ مفتوحةٍ تحوي 

∀𝒪 ∈ 𝒱ℒ   ∃𝛼0 ∈ 𝐴  ∶    𝛼 ≥ 𝛼0    ⟹    𝑥𝛼 ∈ 𝒪 

 :ℝالن هاية الع ليا والدُّنيا لشبكة في 

𝑏أعني يوجد  ℝشبكة  محدودة  في  𝛼∈𝐴(𝑥𝛼)لتكن  > |𝑥𝛼|بحيث أن   0 ≤ 𝑏   لكل𝛼 ∈ 𝐴. 

 سنضع:

𝑙𝑖𝑚(𝑥𝛼) = 𝑠𝑢𝑝
𝛼
𝑖𝑛𝑓
𝛽≥𝛼

𝑥𝛽                𝑙𝑖𝑚(𝑥𝛼) = 𝑖𝑛𝑓
𝛼
𝑠𝑢𝑝
𝛽≥𝛼

𝑥𝛽 

يها الن هاية الع ليا والن هاية الدُّنيا للشبكة المعطاة   . 𝛼∈𝐴(𝑥𝛼)ونسم 
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 القواعد والقواعد الجزئية( 4)

 :(𝟏)تعريف 

ℬ  قاعدة للتبولوجيا𝜏  فة على 𝕏 ⇔ ℬالمعر  ⊆ 𝜏  وكلُّ عنصرٍ من𝜏  هو اتحاد  لعناصر منℬ. 

ى  ,𝕏)أو في الفضاء  𝕏مجموعة  مفتوحة  أساسي ة  في  ℬكلُّ عنصرٍ من وي سم  𝜏) . 

 :(𝟐)تعريف 

𝒮  قاعدة جزئية للتبولوجيا𝜏  فة على 𝕏 ⇔ 𝒮المعر  ⊆ 𝜏  وصفُّ الت قاطعات المنتهية لعناصر𝒮 ولنسميه ،ℬ𝒮 ،

 .𝜏قاعدة  للتبولوجيا 

𝐴لاحظ أن   ∈ ℬ𝒮 ⇔  توجد𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛  من𝒮  وبحيث𝐴 = 𝑆1 ∩ 𝑆2 ∩ …∩ 𝑆𝑛 . 

 أمثلة:

ذْ  𝕏خ  = ℝ. 

 .ℝصفُّ المجالات المفتوحة هو قاعدة للتبولوجيا المألوفة على  (1)

,𝑎[صفُّ المجالات التي من الن مط  (2) ,∞−[أو  ]∞+ 𝑏[  هو قاعدة جزئية للتبولوجيا المألوفة علىℝ. 

{𝑥}}صفُّ المجموعات وحيدة العنصر  (3)  ∶   𝑥 ∈ ℝ}  هو قاعدة للتبولوجيا الملساء علىℝ . 

,ℝ}الصفُّ  (4) 𝜙}  هو قاعدة للتبولوجيا الخشناء علىℝ . 

,𝑎[صفُّ المجالات من الن مط  (5) 𝑏]  ليس قاعدة  للتبولوجيا المألوفة علىℝ . 

 مبرهنة:

، فإنِ  صف  𝕏ة للتقاطع وتغطي ، مغلقة  بالن سب𝕏جماعة  من أجزاء مجموعةٍ غيرِ خاليةٍ  ℬإذا كانت  (1)

 قاعدة  لها(. ℬ)وتكون  𝕏هو تبولوجيا على  ℬالتي كل  منها اتحاد لعناصر من  𝜏المجموعات 

وكان تقاطع كل  عنصرين منها اتحادا   𝕏، تغطي 𝕏جماعة  من أجزاء مجموعةٍ غيرِ خاليةٍ  ℬإذا كانت  (2)

قاعدة   ℬ)وتكون  𝕏هو تبولوجيا على  ℬتي كل  منها اتحاد لعناصر من ال 𝜏، فإنِ  صف  المجموعات ℬلعناصر من 

 لها(.

 . 𝜏هي قاعدة  لـِ  𝕏على  𝜏كلُّ تبولوجيا  (3)
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 فضاءات الجداء( 5)

 مبرهنة وتعريف: -أوّلا 

𝕏𝑖)لتكن  , 𝜏𝑖)𝑖∈ℕ  متتالية  من الفضاءات الت بولوجي ة و𝕏 = ∏ 𝕏𝑖𝑖∈ℕو ، 

ℬ = {
∏𝐴𝑖
𝑖∈ℕ

  ∶    𝐴𝑖 = 𝕏𝑖 ما خلا منتهيا   منها 𝑖 من أجل جميع قيم 

𝐴𝑖 ∈ 𝜏𝑖   𝑖 ∈ ℕ     و

} ⊆ 𝒫(𝕏) 

 . 𝕏ن سميها الت بولوجيا الجداء على  𝕏على  𝜏قاعدة لتبولوجيا 

ة:  حالة خاص 

𝕏 = 𝕏1 × 𝕏2 × …× 𝕏𝑛 

ℬ = {𝒪1 × 𝒪2 × …× 𝒪𝑛   ,   𝒪𝑖 ∈ 𝜏𝑖   𝑖 ∈ {1,2, . . , 𝑛}} 

 . 𝕏أو جداء الت بولوجيات على  𝕏ن سميها الت بولوجيا الجداء على  𝕏على  𝜏قاعدة لتبولوجيا  ℬفإنِ  

𝑛من أجل  =  نجد: 2

𝕏 = 𝕏1 × 𝕏2 

ℬ = {𝒪1 × 𝒪2   ,   𝒪𝑖 ∈ 𝜏𝑖   𝑖 ∈ {1,2}} 

ى  𝒪1قاعدة لتبولوجيا الجداء و ي سم  × 𝒪2 تطيلا  مفتوحا  في مس𝕏 . 

 

𝐴 = 𝐴1 × 𝐴2    
?
⇒   𝐴̅ = 𝐴1̅̅ ̅ × 𝐴2̅̅ ̅ 

𝐴 = 𝐴1 × 𝐴2    
?
⇒   𝐴° = 𝐴1

° × 𝐴2
°  

ر إجابتك؟  بر 

𝑉لاحظ أن   = 𝑉1 × 𝑉2 ∈ 𝒱(𝑥1,𝑥2)  إذا كان𝑉𝑖 ∈ 𝒱𝑥𝑖 . 

ا   توابع الإسقاط مستمرة؟؟؟ -ثانيا

                 𝑝𝑟𝑖: 𝕏 ⟶ 𝕏𝑖 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . ) ⟼ 𝑥𝑖 

 : سؤال
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ا   الفضاءات الجزئية: -ثالثا

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاء  تبولوجي ا  و𝜙 ≠ 𝐴 ⊆ 𝕏   إِن𝜏𝐴 = {𝒪 ∩ 𝐴 ∶  𝒪 ∈ 𝜏}  تبولوجيا على𝐴  ي ,𝐴)ون سم  𝜏𝐴) 

,𝕏)الفضاء الت بولوجي الجزئي من  𝜏)  و𝜏𝐴 لن سبي ة على الت بولوجيا ا𝐴. 

 كوراتوفسكيمبرهنة 

 (𝟏𝟒)صفحة 

 :(𝟓)مبرهنة 

𝒦:𝒫(𝕏)مجموعة  ما غيرَ خاليةٍ، وليكن  𝕏لتكن  ⟶ 𝒫(𝕏)  تطبيقا  لمجموعة أجزاء𝕏  في مجموعة أجزاء𝕏 

ى موضوعات كوراتوفسكي   (: Kuratowskiيحق ق الش روط الت الية )التي ت سم 

(1) 𝒦(𝜙) = 𝜙. 

𝐴فإنِ   𝒫(𝕏)من  𝐴انت أيَ ا  ك (2) ⊆ 𝒦(𝐴). 

𝒦(𝒦(𝐴))فإنِ   𝒫(𝕏)من  𝐴أيَ ا  كانت  (3) = 𝒦(𝐴). 

𝒦(𝐴فإنِ   𝒫(𝕏)من  𝐵و  𝐴أيَ ا  كانت  (4) ∪ 𝐵) = 𝒦(𝐴) ∪ 𝒦(𝐵). 

ℱللجماعة  ℱلنرمز بـِ  = {𝐸 ∈ 𝒫(𝕏)   ∶    𝐸 = 𝒦(𝐸)}:ٍعندئذ ، 

 (، وبالعكس.𝜏مجموعاتٍ مغلقة )بالن سبة إلى  ℱبحيث تكون عناصر  ،𝕏على  𝜏مؤهلة  لتوليد تبولوجيا  ℱإِن  

 البرهان:

 وأنَ ه  مغلق  بالن سبة للتقاطع الكيفي والاتحاد المنتهي. ℱمن الص ف   𝕏و  𝜙لنبرهن أن  

𝒦(𝜙)إِن   (1)حسب  = 𝜙  ومنه𝜙 ∈ ℱ. 

𝕏إِن   (2)حسب  ⊆ 𝒦(𝕏)   ولكن𝒦(𝕏) ⊆ 𝕏  لذا𝒦(𝕏) = 𝕏  ومنه𝕏 ∈ ℱ. 

𝐴بحيث  𝒫(𝕏)من  𝐵و  𝐴أيَ ا  كانت  (4)من  ⊆ 𝐵   ِفإن𝒦(𝐴) ⊆ 𝒦(𝐵). 

𝛼∈𝐴(𝐸𝛼)لتكن  ⊆ ℱ   ولنبرهن أن⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ∈ ℱ   أي لنبرهن أن𝒦(⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ) = ⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴. 

⋂إِن   (2)حسب  𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ⊆ 𝒦(⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴  لمطلوب.لنبرهن العكس فيتم ا (

𝐸𝛼بما أن   ∈ ℱ  لأي𝛼 ∈ 𝐴   ِفإن𝒦(𝐸𝛼) = 𝐸𝛼  لأي𝛼 ∈ 𝐴. 

𝛼لأي  ∈ 𝐴   ِفإن⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ⊆ 𝐸𝛼 ومنه لأي ،𝛼 ∈ 𝐴   ِفإن𝒦(⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ) ⊆ 𝒦(𝐸𝛼) = 𝐸𝛼. 
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⋂)𝒦ومنه  𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ) ⊆ ⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴 لذا ،𝒦(⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ) = ⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴  و منه⋂ 𝐸𝛼𝛼∈𝐴 ∈ ℱ. 

𝐸1ولنبرهن أن   ℱمن  𝐸2و  𝐸1لتكن   ∪ 𝐸2 ∈ ℱ   أي لنبرهن أن𝒦(𝐸1  ∪ 𝐸2) = 𝐸1  ∪ 𝐸2. 

𝒦(𝐸1)فإنِ   ℱمن  𝐸2و  𝐸1بما أن   = 𝐸1   و𝒦(𝐸2) = 𝐸2. 

𝒦(𝐸1فإنِ   (4)حسب   ∪ 𝐸2) = 𝒦(𝐸1) ∪ 𝒦(𝐸2) = 𝐸1  ∪ 𝐸2  ومنه𝐸1  ∪ 𝐸2 ∈ ℱ.  

ياضي يمكن إثباتها لأجل جماعة منتهية  ,𝐸1بالاستقراء الر  𝐸2, … , 𝐸𝑛  منℱ. 

 وبذلك يتم المطلوب.

ة المبرهنة    بشكل مشابه. (15)صفحة  (7)يمكن إثبات صح 
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 وجيةفي الفضاءات الطوبول تمرينات(6)

 السّؤال الأوّل:

التي  ℝمع مجموعة كل  المجموعات الجزئية من  {𝜙}لاجتماع  𝜏𝑐𝑓مجموعة الأعداد الحقيقي ة، ولنرمز بـِ  ℝلتكن 

 باستثناء عددٍ منتهٍ منها. والمطلوب: ℝمنها مول فة من جميع عناصر  كل  

 . ℝتبولوجيا على  𝜏𝑐𝑓برهن أن   (1)

,ℝ)خاليتين في   مجموعتين مفتوحتين غيرِ برهن أن  أي   (2) 𝜏𝑐𝑓) .متقاطعتان 

,ℝ)بي ن أن   (3) 𝜏𝑐𝑓) .ٍغير  متور 

 . ℝمن  𝐴هو نقطة  حد ية  لأي  مجموعةٍ جزئيةٍ غيرِ منتهيةٍ  ℝمن  𝑥أثبت أن  أي  عنصرٍ  (4)

 الحل:

𝜏𝑐𝑓 = {𝜙} ∪ {𝑈 ⊆ ℝ  ∶    𝑈
𝑐  𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒} 

(1) 𝜙 ∈ 𝜏𝑐𝑓  فرضا (، و(𝕏 ∈ 𝜏𝑐𝑓  منتهية(𝕏𝑐 = 𝜙 .) 

𝐴مجموعتان منتهيتان، ولنبرهن أن   𝐵𝑐و  𝐴𝑐ن  ، فإِ 𝜏𝑐𝑓من  𝐵و  𝐴لتكن  ∩ 𝐵 ∈ 𝜏𝑐𝑓 . 

𝐴)لنأخذ  ∩ 𝐵)𝑐  متممة المجموعة𝐴 ∩ 𝐵:  ، نلاحظ أن 

(𝐴 ∩ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∪ 𝐵𝑐 

𝐴هو مجموعة منتهية، ومنه:  واجتماع منتهيتين ∩ 𝐵 ∈ 𝜏𝑐𝑓 . 

𝐴𝑖ن  ، فإِ 𝜏𝑐𝑓من  جماعة   𝑖∈𝐼(𝐴𝑖)لتكن 
𝑐   مجموعة  منتهية  لأي𝑖 ∈ 𝐼  ولنبرهن أن ،⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏𝑐𝑓. 

⋃)لنأخذ  𝐴𝑖𝑖∈𝐼 )𝑐  متممة المجموعة⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼:  ، نلاحظ أن 

(⋃𝐴𝑖
𝑖∈𝐼

)

𝑐

=⋂𝐴𝑖
𝑐

𝑖∈𝐼

 

⋃وتقاطع منتهيات هو مجموعة منتهية، ومنه:  𝐴𝑖𝑖∈𝐼 ∈ 𝜏𝑐𝑓 . 

,ℝ)مجموعتين مفتوحتين وغير خاليتين في الفضاء الت بولوجي  𝐵و  𝐴لتكن  (2) 𝜏𝑐𝑓) ِن  ، فإ𝐴𝑐  و𝐵𝑐 

𝐴مجموعتان منتهيتان، ولنبرهن أن   ∩ 𝐵 ≠ 𝜙 . 
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𝐴متقاطعتين، أي  غير   𝐵و  𝐴لنفرض مؤقتا  أن   ∩ 𝐵 = 𝜙:ومنه ، 

(𝐴 ∩ 𝐵)𝑐 = (𝜙)𝑐        ⟹        𝐴𝑐⏟
منتهية

∪ 𝐵𝑐⏟
منتهية

= ℝ⏟
غير منتهية

 

وهذا مستحيل، ومنه الفرض الجدلي خاطئ، وبالت الي أيُّ مجموعتين مفتوحتين وغيرخاليتين في هذا الفضاء 

 لوجي لاب د  وأن تكونا متقاطعتين. الت بو

,ℝ)يكفي إثبات أن   (3) 𝜏𝑐𝑓)  ليس فضاءَ هاوسدورف(𝑇2) . 

𝑥بحيث  ℝمن  𝑦و  𝑥لتكن  ≠ 𝑦 ِن  أي  جوارٍ لـِ ، إ𝑥  ِوأي  جوارٍ لـ𝑦 ( ومنه الث اني ان )حسب الط لبمتقاطع

(ℝ, 𝜏𝑐𝑓) ء الت بولوجي ليس فضاءَ هاوسدورف، وبالت الي الفضا(ℝ, 𝜏𝑐𝑓) . ليس مَتورا 

𝑥، ولنبرهن أن  ℝمجموعة  جزئية  غيرَ منتهيةٍ من  𝐴، وℝنقطة  من  𝑥لتكن  (4) ∈ 𝐴′ . 

𝑥لنفرض مؤقتا  أن   ∉ 𝐴′  ومنه يوجد جوار  مفتوح ،𝒪𝑥  ِلـ𝑥 (𝒪𝑥
𝑐 :  مجموعة منتهية( بحيث أن 

(𝒪𝑥 ∩ 𝐴) − {𝑥} = 𝒪𝑥 ∩ (𝐴 − {𝑥}) = 𝜙 

𝐴) وهذا يعني أن  المجموعةَ  − {𝑥})  َالمنتهية محتواة  في المجموعة  غير𝒪𝑥
𝑐  المنتهية وهذا مستحيل، ومنه الفرض

𝑥الجدلي خاطئ، وبالت الي:  ∈ 𝐴′ . 

 السّؤال الثاّني:

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاء  تبولوجيا ، و𝐴 ⊆ 𝕏:ة ما يلي  . أثبت صح 

(1) 𝐴̅ = 𝐴∘ ∪ 𝐹𝑟(𝐴) . 

(2) 𝐴̅ − 𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴∘ . 

زم والكافي كي تكون  (3) 𝐹𝑟(𝐴)مفتوحة  ومغلقة  هو أن يكون  𝐴برهن أن  الش رط اللا  = 𝜙 . 

 الحل:

 من جهة أولى: (1)

𝑥ليكن  ∈ 𝐴̅ ولتكن ،𝒱𝑥  جماعة جوارات العنصر𝑥  في الفضاء الت بولوجي(𝕏, 𝜏):ومنه ، 

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      𝑉 ∩ 𝐴 ≠ 𝜙 

 نمي ز حالتين:

ا:  إمِ 

∃𝑉0 ∈ 𝒱𝑥   ∶    𝑥 ∈ 𝑉0 ⊆ 𝐴     ⟹      𝑥 ∈ 𝐴∘ ⊆ 𝐴∘ ∪ 𝐹𝑟(𝐴) 
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 أو:

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      𝑉 ⊈ 𝐴     ⟹      𝑉 ∩ 𝐴 ≠ 𝜙     𝑎𝑛𝑑     𝑉 ∩ 𝐴𝑐 ≠ 𝜙 

⟹      𝑥 ∈ 𝐴̅     𝑎𝑛𝑑     𝑥 ∈ 𝐴𝑐̅̅ ̅      ⟹      𝑥 ∈ (𝐴̅  ∩ 𝐴𝑐̅̅ ̅) 

⟹      𝑥 ∈ 𝐹𝑟(𝐴) ⊆ 𝐴∘ ∪ 𝐹𝑟(𝐴) 

:  ومنه، في كلا الحالتين، نستنتج أن 

𝐴̅ ⊆ 𝐴∘ ∪ 𝐹𝑟(𝐴)     (∗) 

 من جهة ثانية:

𝑥ليكن  ∈ (𝐴∘ ∪ 𝐹𝑟(𝐴)) ا 𝑥، ومنه: إمِ  ∈ 𝐴∘  أو𝑥 ∈ 𝐹𝑟(𝐴) . 

 لنناقش الحالتين:

ا:  إمِ 

𝑥 ∈ 𝐴∘ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐴̅      ⟹      𝑥 ∈ 𝐴̅ 

 أو:

𝑥 ∈ 𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴̅  ∩ 𝐴𝑐̅̅ ̅      ⟹      𝑥 ∈ 𝐴̅      𝑎𝑛𝑑     𝑥 ∈ 𝐴𝑐̅̅ ̅      ⟹      𝑥 ∈ 𝐴̅ 

:  ومنه، في كلا الحالتين، نستنتج أن 

𝐴∘ ∪ 𝐹𝑟(𝐴) ⊆ 𝐴̅     (∗∗) 

: (∗∗)و  (∗)من   نجد أن 

𝐴̅ = 𝐴∘ ∪ 𝐹𝑟(𝐴) 

 من جهة أولى: (2)

𝑥ليكن  ∈ (𝐴̅ − 𝐹𝑟(𝐴))   ِفإن𝑥 ∈ 𝐴̅  و𝑥 ∉ 𝐹𝑟(𝐴) . 

𝑥بما أن   ∉ 𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴̅  ∩ 𝐴𝑐̅̅ 𝑥و  ̅ ∈ 𝐴̅   ِفإن𝑥 ∉ 𝐴𝑐̅̅ ̅. 

𝑥بما أن   ∉ 𝐴𝑐̅̅ 𝑉1بحيث أن   𝑥لـِ  𝑉1يوجد جوار مفتوح  ̅ ∩ 𝐴
𝑐 = 𝜙  ومنه𝑉1 ⊆ 𝐴

𝑐𝑐 = 𝐴. 

𝑉1بحيث أن   𝑥لـِ  𝑉1أي يوجد جوار مفتوح  ⊆ 𝐴  ومنه𝑥 ∈ 𝐴∘ومنه .: 

𝐴̅ − 𝐹𝑟(𝐴) ⊆ 𝐴∘     (∗) 

 من جهة ثانية:
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𝑥ليكن  ∈ 𝐴∘  ِفإن ،𝑥 ∈ 𝐴̅ ويوجد جوار مفتوح ،𝑉2  ِلـ𝑥   بحيث أن𝑉2 ⊆ 𝐴 . 

𝑉2فإنِ   𝐴محتوى بأكمله في  𝑉2الجوار  ∩ 𝐴
𝑐 = 𝜙 ومنه ،𝑥 ∉ 𝐴𝑐̅̅ ̅ . 

𝑥لذا  ∉ 𝐹𝑟(𝐴)  ومنه𝑥 ∈ (𝐴̅ − 𝐹𝑟(𝐴)):ومنه ، 

𝐴∘ ⊆ 𝐴̅ − 𝐹𝑟(𝐴)     (∗∗) 

: (∗∗)و  (∗)من   نجد أن 

𝐴̅ − 𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴∘ 

𝐹𝑟(𝐴)، ولنبرهن أن  (𝑐𝑙𝑜𝑝𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑡)مجموعة  مفتوحة  ومغلقة  معا   𝐴لنفرض أن   (3) = 𝜙 . 

∘𝐴مجموعة  مفتوحة  فإنِ   𝐴بما أن   = 𝐴  وبما أن ،𝐴   ِمجموعة  مغلقة  فإن𝐴̅ = 𝐴 . 

𝐹𝑟(𝐴)نعلم أن   = 𝐴̅ − 𝐴∘:ومنه ، 

𝐹𝑟(𝐴) = 𝐴̅ − 𝐴∘ = 𝐴 − 𝐴 = 𝜙 

𝐹𝑟(𝐴)وبالت الي  = 𝜙 . 

𝐹𝑟(𝐴)لنفرض أن   = 𝜙  ولنبرهن أن ،𝐴 . مجموعة  مفتوحة  ومغلقة  معا 

𝐹𝑟(𝐴)بما أن   = 𝜙  وحسب الط لب الأو ، : 𝐴̅ل فإنِ  = 𝐴∘  ونعلم أن ،𝐴∘ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐴̅:ومنه ، 

𝐴∘ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐴̅ = 𝐴∘      ⟹      𝐴 = 𝐴∘      ⟹  𝐴 مفتوحة     

 و:

𝐴̅ = 𝐴∘ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐴̅      ⟹      𝐴 = 𝐴̅      ⟹  𝐴 مغلقة     

 مجموعة  مفتوحة  ومغلقة  معا . 𝐴وبالت الي 

 السّؤال الثاّلث:

𝕏لتكن لدينا المجموعة  =  .𝕏فها على . عي ن جميع الت بولوجيات الممكن تعري{1,2,3}

 الحل:

𝜏1 = {𝜙, 𝕏} 

𝜏2 = {𝜙, {1}, 𝕏}          𝜏3 = {𝜙, {2}, 𝕏}          𝜏4 = {𝜙, {3}, 𝕏} 

𝜏5 = {𝜙, {1,2}, 𝕏}          𝜏6 = {𝜙, {1,3}, 𝕏}          𝜏7 = {𝜙, {2,3}, 𝕏} 
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𝜏8 = {𝜙, {1}, {2,3}, 𝕏}          𝜏9 = {𝜙, {2}, {1,3}, 𝕏}      

     𝜏10 = {𝜙, {3}, {1,2}, 𝕏} 

𝜏11 = {𝜙, {1}, {1,2}, 𝕏}                                    𝜏12 = {𝜙, {1}, {1,3}, 𝕏} 

𝜏13 = {𝜙, {2}, {1,2}, 𝕏}                                    𝜏14 = {𝜙, {2}, {2,3}, 𝕏} 

𝜏15 = {𝜙, {3}, {1,3}, 𝕏}                                    𝜏16 = {𝜙, {3}, {2,3}, 𝕏} 

𝜏17 = {𝜙, {1}, {1,2}, {1,3}, 𝕏}                                     

    𝜏18 = {𝜙, {2}, {1,2}, {2,3}, 𝕏} 

𝜏19 = {𝜙, {3}, {1,3}, {2,3}, 𝕏} 

𝜏20 = {𝜙, {1}, {2}, {1,2}, 𝕏}    𝜏21 = {𝜙, {1}, {3}, {1,3}, 𝕏}  

   𝜏22 = {𝜙, {2}, {3}, {2,3}, 𝕏} 

𝜏23 = {𝜙, {1}, {2}, {1,2}, {1,3}, 𝕏}                              

       𝜏24 = {𝜙, {1}, {2}, {1,2}, {2,3}, 𝕏} 

𝜏25 = {𝜙, {1}, {3}, {1,3}, {1,2}, 𝕏}                              

       𝜏26 = {𝜙, {1}, {3}, {1,3}, {2,3}, 𝕏} 

𝜏27 = {𝜙, {2}, {3}, {2,3}, {1,2}, 𝕏}                                

     𝜏28 = {𝜙, {2}, {3}, {2,3}, {1,3}, 𝕏} 

𝜏29 = 𝒫(𝕏) = {𝜙, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, 𝕏} 

 السّؤال الرّابع:

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاء  تبولوجيا ، و𝐴  و𝐵  مجموعتين جزئيتين من𝕏:  ، برهن أن 

(1) 𝐹𝑟(𝐴∘) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴)  و𝐹𝑟(𝐴̅) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) . 

(2) 𝐹𝑟(𝐴 ∪ 𝐵) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) ∪ 𝐹𝑟(𝐵) . 

 الحل:

:  𝕏من  𝐸لأي  مجموعة جزئية  𝐸̿فإنِ  = 𝐸̅ و ،𝐸∘∘ = 𝐸° و ،𝐹𝑟(𝐸) = 𝐸̅ − 𝐸∘   وبما أن𝐸 ⊆ 𝐸̅   ِفإن

𝐸° ⊆ (𝐸̅)°  وبما أن ،𝐸∘ ⊆ 𝐸   ِفإن𝐸∘̅̅ ̅ ⊆ 𝐸̅. 

𝐹𝑟(𝐴∘)لنبرهن أن   (1) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) : 

𝐹𝑟(𝐴∘) = 𝐴∘̅̅ ̅ − 𝐴∘∘ ⊆ 𝐴̅ − 𝐴∘ = 𝐹𝑟(𝐴) 
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𝐹𝑟(𝐴̅)لنبرهن أن   ⊆ 𝐹𝑟(𝐴): 

𝐹𝑟(𝐴̅) = 𝐴̿ − (𝐴̅)° ⊆ 𝐴̅ − 𝐴∘ = 𝐹𝑟(𝐴) 

𝐹𝑟(𝐴لنبرهن أن   (2) ∪ 𝐵) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) ∪ 𝐹𝑟(𝐵): 

𝑥ليكن  ∈ 𝐹𝑟(𝐴 ∪ 𝐵) :  فإنِ 

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      𝑉 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵) ≠ 𝜙     𝑎𝑛𝑑     𝑉 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)
𝑐 ≠ 𝜙 

 ومنه:

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      (𝑉 ∩ 𝐴) ∪ (𝑉 ∩ 𝐵) ≠ 𝜙     𝑎𝑛𝑑     𝑉 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)
𝑐 ≠ 𝜙 

 نمي ز حالتين:

ا:  إمِ 

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      𝑉 ∩ 𝐴 ≠ 𝜙     𝑎𝑛𝑑     𝑉 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)
𝑐 ≠ 𝜙 

𝑉وبما أن   ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑐 ⊆ 𝑉 ∩ 𝐴𝑐 :  فإنِ 

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      𝑉 ∩ 𝐴 ≠ 𝜙     𝑎𝑛𝑑     𝑉 ∩ 𝐴
𝑐 ≠ 𝜙 

 ومنه:

𝑥 ∈ 𝐴̅      𝑎𝑛𝑑     𝑥 ∈ 𝐴𝑐̅̅ ̅ 

 أي:

𝑥 ∈ 𝐹𝑟(𝐴) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) ∪ 𝐹𝑟(𝐵) 

 أو:

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      𝑉 ∩ 𝐵 ≠ 𝜙     𝑎𝑛𝑑     𝑉 ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)
𝑐 ≠ 𝜙 

𝑉وبما أن   ∩ (𝐴 ∪ 𝐵)𝑐 ⊆ 𝑉 ∩ 𝐵𝑐 :  فإنِ 

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑥     ∶      𝑉 ∩ 𝐵 ≠ 𝜙     𝑎𝑛𝑑     𝑉 ∩ 𝐵
𝑐 ≠ 𝜙 

 ومنه:

𝑥 ∈ 𝐵̅      𝑎𝑛𝑑     𝑥 ∈ 𝐵𝑐̅̅̅̅  

 أي:

 𝑥 ∈ 𝐹𝑟(𝐵) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) ∪ 𝐹𝑟(𝐵) 
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:  ومنه، في كلا الحالتين، نستنتج أن 

𝐹𝑟(𝐴 ∪ 𝐵) ⊆ 𝐹𝑟(𝐴) ∪ 𝐹𝑟(𝐵) 

 السّؤال الخامس:

,𝕐)مجموعة  ما غيرَ خاليةٍ، و  𝕏لتكن  𝜏𝕐)  فضاء  تبولوجيا ، و𝑓: 𝕏 ⟶ 𝕐 :ف الجماعة  تطبيقا . لنعر 

𝜏𝕏 = {𝑓
−1(𝑈)   ∶    𝑈 ∈ 𝜏𝕐} ⊆ 𝒫(𝕏) 

ن تبولوجيا على  𝜏𝕏بي ن أن    .𝕏تكو 

 الحل:

𝑓−1(𝜙)، و 𝜏𝕐من  𝕐و  𝜙بما أن   = 𝜙  و𝑓−1(𝕐) = 𝕏  ِفإن ،𝜙  و𝕏  من𝜏𝕏 . 

𝑉𝑖بحيث أن   𝜏𝕐من  𝑈2و  𝑈1، فإنِ ه توجد 𝜏𝕏من  𝑉2 و 𝑉1لتكن   = 𝑓
−1(𝑈𝑖) (𝑖 = 1,2):  ، ولنبرهن أن 

 𝑉1 ∩ 𝑉2  من𝜏𝕏. 

𝑈1فإنِ   𝜏𝕐من  𝑈2و  𝑈1بما أن   ∩ 𝑈2  من𝜏𝕐 ومنه ،𝑓−1(𝑈1 ∩ 𝑈2) ∈ 𝜏𝕏لكن ،: 

𝑓−1(𝑈1 ∩ 𝑈2) = 𝑓
−1(𝑈1) ∩ 𝑓

−1(𝑈2) = 𝑉1 ∩ 𝑉2 

𝑉1ومنه  ∩ 𝑉2  من𝜏𝕏 . 

𝑖، ومنه لأي  𝜏𝕏من  جماعة   𝑖∈𝐼(𝑉𝑖)لتكن  ∈ 𝐼  توجد𝑈𝑖  من𝜏𝕐   بحيث أن𝑉𝑖  = 𝑓
−1(𝑈𝑖) : ، ولنبرهن أن 

⋃ 𝑉𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏𝕏. 

𝑖لأي   𝑈𝑖بما أن   ∈ 𝐼  من𝜏𝕐   ِفإن⋃ 𝑈𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏𝕐 ومنه ،𝑓−1(⋃ 𝑈𝑖𝑖∈𝐼 ) ∈ 𝜏𝕏:ولكن ، 

𝑓−1 (⋃𝑈𝑖
𝑖∈𝐼

) =⋃𝑓−1(𝑈𝑖)

𝑖∈𝐼

=⋃𝑉𝑖
𝑖∈𝐼

 

⋃ومنه  𝑉𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏𝕏 وبالت الي .𝜏𝕏 ن  .𝕏تبولوجيا على  تكو 

 السّؤال السّادس:

,𝕏)تطبيقا  للفضاء الت بولوجي  𝑓ليكن  𝜏𝕏)  في المجموعة غير الخالية𝕐:ف الجماعة  . لنعر 

𝜏𝕐 = {𝑈 ⊆ 𝕐  ∶    𝑓
−1(𝑈) ∈ 𝜏𝕏} ⊆ 𝒫(𝕐) 

ن تبولوجيا على  𝜏𝕐بي ن أن    𝕐تكو 

 الحل:
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𝑓−1(𝜙)، و 𝜏𝕏من  𝕏و  𝜙بما أن   = 𝜙  و𝑓−1(𝕐) = 𝕏  ِفإن ،𝜙  و𝕐  من𝜏𝕐. 

𝑓−1(𝑈𝑖)، فإنِ  𝜏𝕐من  𝑈2و  𝑈1لتكن  ∈ 𝜏𝕏 (𝑖 = 1,2) : 𝑈1، ولنبرهن أن  ∩ 𝑈2  من𝜏𝕐. 

𝑓−1(𝑈𝑖)بما أن   ∈ 𝜏𝕏 (𝑖 = 𝑓−1(𝑈1)، فإنِ  (1,2 ∩ 𝑓
−1(𝑈2) ∈ 𝜏𝕏:ولكن ، 

𝑓−1(𝑈1) ∩ 𝑓
−1(𝑈2) = 𝑓

−1(𝑈1 ∩ 𝑈2) 

𝑈1ومنه  ∩ 𝑈2  من𝜏𝕐. 

𝑖، ومنه لأي  𝜏𝕐من  جماعة   𝑖∈𝐼(𝑈𝑖)لتكن  ∈ 𝐼    ِفإن𝑓−1(𝑈𝑖) ∈ 𝜏𝕏 : ⋃، ولنبرهن أن  𝑈𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏𝕐. 

𝑓−1(𝑈𝑖)بما أن   ∈ 𝜏𝕏   لأي𝑖 ∈ 𝐼   ِفإن⋃ 𝑓−1(𝑈𝑖)𝑖∈𝐼  من𝜏𝕏:ولكن ، 

⋃𝑓−1(𝑈𝑖)

𝑖∈𝐼

= 𝑓−1 (⋃𝑈𝑖
𝑖∈𝐼

) 

⋃ومنه  𝑈𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏𝕐 وبالت الي  .𝜏𝕐  ن تبولوجيا على  . 𝕐تكو 

 السّؤال السّابع:

,𝕏)ليكن  𝜏𝕏)  و(𝕐, 𝜏𝕐) ءين تبولوجيين ولتكن فضا𝒮  ِقاعدة  جزئية  لـ𝜏𝕐    بي ن أن  الت طبيق . 

𝑓: (𝕏, 𝜏𝕏) ⟶ (𝕐, 𝜏𝕐) 

,𝕏)مجموعة  مفتوحة  في  𝒮مستمر  إذا وفقط إذا كانت الص ورة العكسية لكل  عنصرٍ من   𝜏𝕏) . 

 الحل:

، ولنبرهن أن   𝑓لنفرض أن  الت طبيق  ,𝕏)مجموعة  مفتوحة  في  𝒮كسية لكل  عنصرٍ من الص ورة العمستمر  𝜏𝕏) . 

,𝕐)مستمر  فإنِ  الص ورة العكسية لكل  مجموعةٍ مفتوحةٍ في  𝑓بما أن  الت طبيق  𝜏𝕐)  مجموعة  مفتوحة  في(𝕏, 𝜏𝕏) ،

,𝕏)مجموعة  مفتوحة  في  𝒮لكل  عنصرٍ من وبشكلٍ خاص فإنِ  الص ورة العكسية  𝜏𝕏) . 

,𝕏)مجموعة  مفتوحة  في  𝒮لنفرض أن  الص ورة العكسية لكل  عنصرٍ من  𝜏𝕏) ولنبرهن أن  الت طبيق ،𝑓  .  مستمر 

,𝕐)مجموعة  مفتوحة  في  𝑈لتكن  𝜏𝕐)  بما أن ،𝒮  ِقاعدة  جزئية  لـ(𝕐, 𝜏𝕐)  نعلم أن ه من الممكن كتابة𝑈  على

 الن حو:

𝑈 =⋃(𝐵𝑖1 ∩ 𝐵𝑖2 ∩ …∩ 𝐵𝑖𝑘)

𝑘∈𝐼

   ,   𝐵𝑖𝑘 ∈ 𝒮 

 ومنه:
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𝑓−1(𝑈) = 𝑓−1 (⋃(𝐵𝑖1 ∩ 𝐵𝑖2 ∩ …∩ 𝐵𝑖𝑘)

𝑘∈𝐼

) 

=⋃𝑓−1(𝐵𝑖1 ∩ 𝐵𝑖2 ∩ …∩ 𝐵𝑖𝑘)

𝑘∈𝐼

=⋃[𝑓−1(𝐵𝑖1) ∩ 𝑓
−1(𝐵𝑖2) ∩ …∩ 𝑓

−1(𝐵𝑖𝑘)]

𝑘∈𝐼

 

,𝕏)مجموعة مفتوحة في  𝑓−1(𝐵𝑖𝑘)حسب الفرض كل   𝜏𝕏)  ومنه تقاطعها المنتهي مجموعة مفتوحة في

(𝕏, 𝜏𝕏)   ِولما كان الاتحاد لمجموعات مفتوحة مجموعة مفتوحة فإن𝑓−1(𝑈)  مجموعة  مفتوحة  في(𝕏, 𝜏𝕏) ،

 مستمر. 𝑓والت طبيق 

 رهنة:مب

,𝕏)تطبيقا  للفضاء الت بولوجي  𝑓ليكن  𝜏𝕏)  في الفضاء الت بولوجي(𝕐, 𝜏𝕐)القضايا الت الية متكافئة .: 

 مستمر. 𝑓الت طبيق  (1)

𝐴 لأي   (2) ⊆ 𝕏   ِفإن𝑓(𝐴̅) ⊆ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 ق.الص ورة  العكسية  لأي  مجموعةٍ مغلقةٍ في المستقر مجموعة  مغلقة  في المنطل (3)

 السّؤال الثاّمن:

,𝕏)تطبيقا  مستمرا  للفضاء الت بولوجي  𝑓ليكن  𝜏𝕏)  في الفضاء الت بولوجي(𝕐, 𝜏𝕐) ولتكن .𝐴  و𝐵  مجموعتين

 . والمطلوب:𝕏جزئيتين من 

𝐴̅أثبت أن  إذا كان  (1) = 𝐵̅   ِفإن𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑓(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 .𝕐كثيفة  في  𝑓(𝐴)، فإنِ  𝕐كثيفة  في  𝑓(𝕏)، و 𝕏كثيفة  في  𝐴استنتج إذا كانت  (2)

 الحل:

: 𝑓بما أن  الت طبيق  (1) ، فإنِ   مستمر 

𝑓(𝐴̅) ⊆ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅                𝑓(𝐵̅) ⊆ 𝑓(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅  

 ومنه:

𝐴 ⊆ 𝐴̅ = 𝐵̅    ⟹    𝑓(𝐴) ⊆ 𝑓(𝐵̅) ⊆ 𝑓(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅    ⟹   𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ 𝑓(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅  

 بشكل مشابه:

𝐵 ⊆ 𝐵̅ = 𝐴̅    ⟹    𝑓(𝐵) ⊆ 𝑓(𝐴̅ ) ⊆ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅    ⟹    𝑓(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊆ 𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅  
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 وبالت الي:

𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑓(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝐴̅، فإنِ  𝕏مجموعة  كثيفة  في  𝐴بما أن   (2) = 𝕏 أي ،𝐴̅ = 𝕏̅ل  ، وحسب الط لب مجموعة  𝑓(𝕏)وكون الأو 

 ، لدينا:𝕐كثيفة في 

𝑓(𝐴)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑓(𝕏)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝕐 

 .𝕐مجموعة  كثيفة  في  𝑓(𝐴)وبالت الي 

 السّؤال التاّسع:

,𝕏)ليكن  𝜏)  فضاء  تبولوجيا ، و𝐴  مجموعة  جزئية  من𝕏:  ، أثبت أن 

𝐴𝑐̅̅ ̅ = 𝐴°
𝑐
              (𝐴̅)𝑐 = 𝐴𝑐° 

 الحل:

𝐴𝑐̅̅لنبرهن أن   ̅ = 𝐴°
𝑐

 : 

𝐴°
𝑐
= ( ⋃ 𝑈

𝑈⊆𝐴
𝑈 𝑜𝑝𝑒𝑛

)

𝑐

= ⋂ 𝑈𝑐

𝑈⊆𝐴
𝑈 𝑜𝑝𝑒𝑛

= ⋂ 𝑉

𝐴𝑐⊆𝑉
𝑉 𝑐𝑙𝑜𝑠𝑒𝑑

= 𝐴𝑐̅̅ ̅ 

: 𝐴𝑐بـِ  𝐴باستبدال كل   نجد أن 

𝐴𝑐°
𝑐
= 𝐴𝑐𝑐̅̅ ̅̅ ̅    ⟹    𝐴𝑐°

𝑐
= 𝐴̅    ⟹   𝐴𝑐° = (𝐴̅)𝑐 

 السّؤال العاشر:

,𝕏)تطبيقا  للفضاء الت بولوجي  𝑓ليكن  𝜏𝕏) لت بولوجي في الفضاء ا(𝕐, 𝜏𝕐) . 

 برهن تكافو القضايا الت الية:

 مستمر. 𝑓الت طبيق  (1)

:𝕐من  𝐵أي ا  كانت المجموعة الجزئية  (2)  ، فإنِ 

𝑓−1(𝐵°) ⊆ (𝑓−1(𝐵))
°
 

:𝕐من  𝐵أي ا  كانت المجموعة الجزئية  (3)  ، فإنِ 
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𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝑓−1(𝐵̅) 

 الحل:

(2) ⟸ (1) 

 . 𝕐مجموعة  جزئية  من  𝐵ن لتك

°𝐵إِن   ⊆ 𝐵   ِفإن𝑓−1(𝐵°) ⊆ 𝑓−1(𝐵)  ومنه(𝑓−1(𝐵°))
∘

⊆ (𝑓−1(𝐵))
∘

 . 

(𝑓−1(𝐵°))لكن 
∘

= 𝑓−1(𝐵°)  لأن ،𝐵°  مجموعة  مفتوحة  في𝕐  والت طبيق𝑓   ِمستمر فإن𝑓−1(𝐵°)   مجموعة

 ، وبالت الي:𝕏توحة  في مف

𝑓−1(𝐵°) ⊆ (𝑓−1(𝐵))
°
 

 

(3) ⟸ (2) 

: (2)كذلك أيضا ، ومنه حسب الفرض  𝐵𝑐، فإنِ  𝕐مجموعة  جزئية  من  𝐵لتكن   فإنِ 

𝑓−1(𝐵𝑐°) ⊆ (𝑓−1(𝐵𝑐))
°
     ⟹     𝑓−1(𝐵̅𝑐) ⊆ ((𝑓−1(𝐵))

𝑐
)
°
 

(𝑓−1(𝐵̅))
𝑐
⊆ (𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

𝑐
     ⟹      𝑓−1(𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝑓−1(𝐵̅) 

(1) ⟸ (3) 

,𝕐)مجموعة  مغلقة  في الفضاء الت بولوجي  𝐹لتكن  𝜏𝕐)  ولنبرهن أن ،𝑓−1(𝐹)  مجموعة  مغلقة  في الفضاء

,𝕏)الت بولوجي  𝜏𝕏) . 

,𝕐)بولوجي في الفضاء الت   مجموعة  مغلقة   𝐹بما أن   𝜏𝕐)   ِفإن𝐹̅ = 𝐹 . 

𝑓−1(𝐹)إِن   ⊆ 𝑓−1(𝐹)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ة العكس فيتم المطلوب.̅  ، لنبرهن صح 

: (3)حسب الفرض   فإنِ 

𝑓−1(𝐹)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ⊆ 𝑓−1(𝐹̅) = 𝑓−1(𝐹) 

𝑓−1(𝐹)ومنه  = 𝑓−1(𝐹)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  مستمر. 𝑓، والت طبيق ̅
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    الفضاء المتري ومسلمات الفصل ( 7)                                           

 . 𝑻𝟏أثبتْ أن  ك ل  فضاءٍ متري هو فضاء   (𝟏)

 الحل:

,𝕏)ليكن  𝑑)  .
ً
يا  فضاءً متر

𝑥لتكن  ∈ 𝕏 
َ
 المجموعة

َّ
هن أن .  {𝑥}، ولنتر

ٌ
 مُغلقة

ٌ
 مجموعة

𝑛لأيِّ  ∈ ℕ  لتكن𝐹𝑛 = 𝐵 (𝑥,
1

𝑛
) = {𝑦 ∈ 𝕏  ∶    𝑑(𝑥, 𝑦) ≤

1

𝑛
} . 

 إ  
َّ
𝑛)لأيِّ  𝐹𝑛ن ∈ ℕ .)

ً
 مُغلقة

ً
 وأن تكون مجموعة

َّ
ي لابُد ي فضاءٍ متر

 
لَّ كرةٍ مُغلقةٍ ف

ُ
 ك
َّ
 )لأن

ٌ
 مُغلقة

ٌ
 ( مجموعة

 
َّ
⋂كما أن 𝐹𝑛𝑛∈ℕ = {𝑥} . 

 
َّ
ن ⋂إ  𝐹𝑛𝑛∈ℕ  الي

ّ
ها تقاطعٌ لمجموعاتٍ مُغلقةٍ(، وبالت

َّ
 )لأن

ٌ
 مُغلقة

ٌ
.  {𝑥}مجموعة

ٌ
 مُغلقة

ٌ
 مجموعة

 من  𝑥ولمّا كانت 
ً
 كيفيّة

ً
الي 𝕏نقطة

ّ
,𝕏)، وبالت 𝑑)  ُفضاء𝑇1 . 

  .𝑻𝟐أثبتْ أن  ك ل  فضاءٍ متري هو فضاء   (𝟐)

 الحل:

,𝕏)ليكن  𝑑)  .
ً
يا  فضاءً متر

𝑥بحيث  𝕏من  𝑦و  𝑥لتكن  ≠ 𝑦 
َّ
ك( على  𝑑، بما أن  )متر

ٌ
  𝕏مسافة

َّ
ن 𝜀فإ  = 𝑑(𝑥, 𝑦) > 0 . 

𝒪𝑥لنأخذ  = 𝑁 (𝑥,
𝜀

3
𝒪𝑦و  ( = 𝑁 (𝑦,

𝜀

3
) 

َّ
𝑥، نلاحظ أن ∈ 𝒪𝑥  و𝑦 ∈ 𝒪𝑦 . 

 
َّ
ن (.  𝒪𝑦و  𝒪𝑥إ 

ً
 مفتوحة

ً
 وأن تكون مجموعة

َّ
ي لابُد ي فضاءٍ متر

 
لَّ كرةٍ مفتوحةٍ ف

ُ
 ك
َّ
 مجموعتان مفتوحتان )لأن

 
َّ
هن أن 𝒪𝑥لنتر ∩ 𝒪𝑦 = 𝜙 . 

 
َّ
 أن

ً
𝒪𝑥لنفرض مؤقتا ∩ 𝒪𝑦 ≠ 𝜙 

ُ
𝑧، ومنه توجد ∈ 𝕏  

َّ
𝑧بحيث أن ∈ (𝒪𝑥 ∩ 𝒪𝑦) :ومنه ، 

𝑧 ∈ 𝒪𝑥 = 𝑁 (𝑥,
𝜀

3
)   ⟹   𝑑(𝑥, 𝑧) <

𝜀

3
     ,     𝑧 ∈ 𝒪𝑦 = 𝑁 (𝑦,

𝜀

3
)   ⟹   𝑑(𝑧, 𝑦) <

𝜀

3
 

 ومنه: 

𝜀 = 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) <
𝜀

3
+
𝜀

3
=
2𝜀

3
      ⟹       𝜀 <

2𝜀

3
 

𝜀)كون  وهذا خلف > 𝒪𝑥(، ومنه 0 ∩ 𝒪𝑦 = 𝜙 الي
ّ
,𝕏)، وبالت 𝑑)  ُفضاء𝑇2 . 
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  .𝑻𝟑أثبتْ أن  ك ل  فضاءٍ متري هو فضاء   (𝟑)

 الحل:

,𝕏)ليكن  𝑑)  .
ً
يا  فضاءً متر

 من  𝐹لتكن 
ً
َ خاليةٍ ومُغلقة  غتر

ً
𝑥، و 𝕏مجموعة ∉ 𝐹 . 

 
َّ
 و  𝐹بما أن

ٌ
 مُغلقة

ٌ
𝑥مجموعة ∉ 𝐹  

َّ
ن 𝜀فإ  = 𝐷(𝑥, 𝐹) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑥, 𝑦)   ∶    𝑦 ∈ 𝐹} > 0 . 

,𝑑(𝑥ومنه سيكون  𝑦) ≥ 𝜀  ِّلأي𝑦 ∈ 𝐹 . 

𝒪𝑥لنأخذ  = 𝑁 (𝑥,
𝜀

8
𝒪𝐹و  ( = ⋃ 𝑁 (𝑦,

𝜀

8
)𝑦∈𝐹 

َّ
𝑥، نلاحظ أن ∈ 𝒪𝑥  و𝐹 ⊆ 𝒪𝐹 . 

 
َّ
ن  مجموعتان مفتوحتان.  𝒪𝐹و  𝒪𝑥إ 

 
َّ
هن أن 𝒪𝑥لنتر ∩ 𝒪𝐹 = 𝜙 . 

 
َّ
 أن

ً
𝒪𝑥لنفرض مؤقتا ∩ 𝒪𝐹 ≠ 𝜙 

ُ
𝑧، ومنه توجد ∈ 𝕏  

َّ
𝑧بحيث أن ∈ (𝒪𝑥 ∩ 𝒪𝐹) :ومنه ، 

𝑧 ∈ 𝒪𝐹 =⋃𝑁(𝑦,
𝜀

8
)

𝑦∈𝐹

  ⟹   ∃𝑦0 ∈ 𝐹 ∶   𝑧 ∈ 𝑁 (𝑦0,
𝜀

8
)   ⟹   𝑑(𝑧, 𝑦0) <

𝜀

8
 

𝑧 ∈ 𝒪𝑥 = 𝑁 (𝑥,
𝜀

8
)   ⟹   𝑑(𝑥, 𝑧) <

𝜀

8
 

 ومنه: 

𝜀 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦0) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦0) <
𝜀

8
+
𝜀

8
=
𝜀

4
      ⟹       𝜀 <

𝜀

4
 

𝜀وهذا خلف )كون  > 𝒪𝑥(، ومنه 0 ∩ 𝒪𝐹 = 𝜙 الي
ّ
,𝕏)، وبالت 𝑑)  ُفضاء𝑇3 . 

(𝟑
𝟏

𝟐
𝑻أثبتْ أن  ك ل  فضاءٍ متري هو فضاء   (

𝟑
𝟏

𝟐

.  

 الحل:

,𝕏)ليكن  𝑑)  .
ً
يا  فضاءً متر

 من  𝐹لتكن 
ً
َ خاليةٍ ومُغلقة  غتر

ً
𝑥0، و 𝕏مجموعة ∉ 𝐹 . 

𝑓(𝑥)لنأخذ  =
𝑑(𝑥,𝑥0)

𝑑(𝑥,𝑥0)+𝐷(𝑥,𝐹)
 البسط والمقام مستمران والمقام لاينعدم ومنه 

َّ
 مستمرٌ.  𝑓، نلاحظ أن

 
َّ
ن 𝑓(𝑥0)وإ  = 𝑓(𝐹)و  0 = الي {1}

ّ
,𝕏). وبالت 𝑑)  ُفضاء𝑇

3
1

2

 . 



 

 38 2الطوبولوجيا العامة 

 

 𝑻𝟒 ك ل  فضاءٍ متري هو فضاء  أثبتْ أن   (𝟒)

 الحل:

,𝕏)ليكن  𝑑)  .
ً
يا  فضاءً متر

َ متقاطعتير  من  𝐹2و  𝐹1لتكن  َ خاليتير  مغلقتير  وغتر  . 𝕏مجموعتير  غتر

 : ف المجموعتير   لنعرِّ

𝒪1 = {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) < 𝐷(𝑥, 𝐹2)} 

𝒪2 = {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) > 𝐷(𝑥, 𝐹2)} 

,𝐷(𝑥حيث  𝐹𝑖) = 𝑖𝑛𝑓
𝑦∈𝐹𝑖

𝑑(𝑥, 𝑦) (𝑖 = 1,2) . 

 
َّ
هن أن 𝒪1لنتر ∩ 𝒪2 = 𝜙 . 

 
َّ
 أن

ً
𝒪1لنفرض مؤقتا ∩ 𝒪2 ≠ 𝜙  

ُ
𝑥ومنه توجد ∈ 𝕏  

َّ
𝑥بحيث أن ∈ (𝒪1 ∩ 𝒪2)  :ومنه 

𝑥 ∈ 𝒪1     ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) < 𝐷(𝑥, 𝐹2) 

𝑥 ∈ 𝒪2     ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) > 𝐷(𝑥, 𝐹2) 

 وهذا خلف. 

 
َّ
هن أن 𝐹𝑖لنتر ⊆ 𝒪𝑖  حيث(𝑖 = 1,2) . 

𝑥ليكن  ∈ 𝐹1  
َّ
ن ,𝐷(𝑥فإ  𝐹1) = 𝑥و  0 ∉ 𝐹2 

َّ
 و  𝐹2. بما أن

ٌ
 مُغلقة

ٌ
𝑥مجموعة ∉ 𝐹2  

َّ
ن ,𝐷(𝑥فإ  𝐹2) > 0 . 

 
َّ
ن ,𝐷(𝑥إ  𝐹1) = 0 < 𝐷(𝑥, 𝐹2)  ومنه𝑥 ∈ 𝒪1 الي

ّ
𝐹1، وبالت ⊆ 𝒪1 . 

𝑥ليكن  ∈ 𝐹2  
َّ
ن ,𝐷(𝑥فإ  𝐹2) = 𝑥و  0 ∉ 𝐹1 

َّ
 و  𝐹1. بما أن

ٌ
 مُغلقة

ٌ
𝑥مجموعة ∉ 𝐹1  

َّ
ن ,𝐷(𝑥فإ  𝐹1) > 0 . 

 
َّ
ن ,𝐷(𝑥إ  𝐹2) = 0 < 𝐷(𝑥, 𝐹1)  ومنه𝑥 ∈ 𝒪2 الي

ّ
𝐹2، وبالت ⊆ 𝒪2 . 

 
َّ
هن أن  مجموعتان مفتوحتان.  𝒪2و  𝒪1لنتر

طبيق 
ّ
ف الت 𝑔(𝑥)لنعرِّ = 𝐷(𝑥, 𝐹1) − 𝐷(𝑥, 𝐹2) 

َّ
ن  فرق لتابعير  مستمرين.  𝑔، إ 

ُ
ه
َّ
ن
َ
 مستمرٌ لأ

 :
َّ
 نلاحظ أن

𝒪1 = {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) < 𝐷(𝑥, 𝐹2)} = {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) − 𝐷(𝑥, 𝐹2) < 0}

= {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝑔(𝑥) < 0} = 𝑔−1(]−∞, 0[) 

𝒪2 = {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) > 𝐷(𝑥, 𝐹2)} = {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝐷(𝑥, 𝐹1) − 𝐷(𝑥, 𝐹2) > 0}

= {𝑥 ∈ 𝕏    ∶      𝑔(𝑥) > 0} = 𝑔−1(]0, +∞[) 



 

 39 2الطوبولوجيا العامة 

 

 
َّ
ن  ـ  𝒪1 ،𝒪2إ  ,∞−[الخيال العكسي وفق تطبيق مستمر ل 0[ ،]0, تيب، ومنه المفتوحتان على ال ]∞+

و  𝒪1ترّ

𝒪2  الي
ّ
,𝕏)مجموعتان مفتوحتان، وبالت 𝑑)  ُفضاء𝑇4 . 

 𝑻𝟒كلمات حول الفضاء 

ي  ,𝕏)يُقالُ عن فضاءٍ تبولوجر 𝜏)  ُفضاء 
ُ
ه
َّ
ن وط الأربعة المتكافئة:  𝑇4إ 

ّ
ق أحد الشّ

ّ
 إذا حق

(𝒅𝟏)  كانت المجموعتان 
ً
يّا
َ
ُ الخاليتير  وا 𝐹و  𝐸أ ُ المتقاطعتير  من غتر  جوارٌ مفتوحٌ 𝕏لمغلقتان وغتر

ُ
، فيوجد

𝒪𝐸  ـ   ـ  𝒪𝐹جوارٌ مفتوحٌ  ، و 𝐸ل 𝒪𝐸بحيث يكون  𝐹ل ∩ 𝒪𝐹 = 𝜙 . 

(𝒅𝟐)  كانت المجموعة 
ً
يّا
َ
ُ الخالية والمغلقة من  𝐹أ  كان الجوارُ المفتوحُ 𝕏غتر

ً
يّا
َ
 ـ  𝑈، وأ  جوارٌ مفتوحٌ 𝐹ل

ُ
، فيوجد

𝑉  ـ  𝐹بحيث يكون  𝐹ل ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑉̅ ⊆ 𝑈 . 

(𝒅𝟑) :تمهيدي ة يوريسون 

 كانت المجموعتان 
ً
يّا
َ
ُ  𝐵و  𝐴أ ُ  انمغلقتوالخاليتير  ال غتر  𝕏تقاطعتير  من  الموغتر

ُ
 مستمرٌ  ، فيوجد

ٌ
 𝑓تطبيق

,𝕏)للفضاء  𝜏)  ي الفضاء
 
ي من  [0,1]ف

د بتبولوجيا الفضاء الجزئ  ,ℝ))المزوَّ 𝑓(𝐵)( بحيث يكون (|⋅| = و  {1}

𝑓(𝐴) = {0} . 

(𝒅𝟒) :مبرهنة تيتس في الت مديد 

 كانت المجموعة 
ً
يّا
َ
ُ الخالية والمغلقة من  𝐹أ  𝕏غتر

ُ
طبيق

ّ
 كان الت

ً
يّا
َ
ي  𝑔، وأ

,𝐹) المستمرُ للفضاء الجزئ  𝜏𝐹)  ي
 
ف

,ℝ)فضاء الأعداد الحقيقيّة    عندئذٍ ، (|⋅|
ُ
 مَ مُ  يوجد

َّ
 مستمرٌ د
ٌ
,𝕏)من  𝑔للتطبيق  𝑓د 𝜏)  إل الفضاء(ℝ, |⋅|) . 

 البرهان:

(𝒅𝟐) ⟸ (𝒅𝟏)  

 من  𝐹لتكن 
ً
َ خاليةٍ ومغلقة  غتر

ً
 ـ  𝑈، و 𝕏مجموعة  ل

ً
 مفتوحا

ً
𝐹أي  𝐹جوارا ⊆ 𝑈 :  . نمترّ حالتير 

(1) 𝑈 = 𝕏  
ْ
ذ
ُ
𝑉خ = 𝕏  .تمَّ المطلوب 

(2) 𝑈 ≠ 𝕏  
َّ
ن 𝑈𝑐فإ  ≠ 𝜙  و 

ٌ
 مغلقة

ٌ
𝐹مجموعة ∩ 𝑈𝑐 = 𝜙 لأ 

ً
 ) نظرا

َّ
𝐹ن ⊆ 𝑈 حسب ،)(𝑑1)  ٌجوار 

ُ
يوجد

 ـ  𝒪𝑈𝑐مفتوحٌ   ـ  𝒪𝐹جوارٌ مفتوحٌ  ، و 𝑈𝑐ل 𝒪𝐹بحيث يكون  𝐹ل ∩ 𝒪𝑈𝑐 = 𝜙 . 

 
َّ
𝒪𝐹بما أن ∩ 𝒪𝑈𝑐 = 𝜙  

َّ
ن 𝒪𝐹فإ  ⊆ 𝒪𝑈𝑐

𝑐  ومنه𝒪𝐹̅̅̅̅ ⊆ 𝒪𝑈𝑐
𝑐̅̅ ̅̅ ̅ = 𝒪𝑈𝑐

𝑐  
ً
 )نظرا

َّ
𝒪𝑈𝑐لأن

𝑐  .)
ٌ
 مغلقة

ٌ
 مجموعة
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َّ
𝑈𝑐بما أن ⊆ 𝒪𝑈𝑐  

َّ
ن 𝒪𝑈𝑐فإ 

𝑐 ⊆ 𝑈 . 

𝐹ومنه  ⊆ 𝒪𝐹 ⊆ 𝒪𝐹̅̅̅̅ ⊆ 𝒪𝑈𝑐
𝑐 ⊆ 𝑈 

ْ
ذ
ُ
𝑉، خ = 𝒪𝐹   

َّ
𝐹نجد أن ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑉̅ ⊆ 𝑈  .وهو المطلوب 

(𝒅𝟏) ⟸ (𝒅𝟐)  

َ خاليتير  ومغل 𝐸و  𝐹لتكن  َ متقاطعتير  من مجموعتير  غتر  . 𝕏قتير  وغتر

 
َّ
ن  ـ  𝐹𝑐إ   جوارٌ مفتوحٌ  (𝑑2)حسب  𝐸جوارٌ مفتوحٌ ل

ُ
 ـ  𝑉يوجد 𝐸بحيث  𝐸ل ⊆ 𝑉 ⊆ 𝑉̅ ⊆ 𝐹𝑐 . 

 
َّ
𝑉̅بما أن ⊆ 𝐹𝑐  

َّ
ن 𝐹فإ  ⊆ 𝑉̅𝑐  حيث𝑉̅𝑐  

َّ
، وبما أن

ٌ
 مفتوحة

ٌ
𝑉مجموعة ⊆ 𝑉̅  

َّ
ن 𝑉فإ  ∩ 𝑉̅𝑐 = 𝜙 . 

𝑉ومنه  ∩ 𝑉̅𝑐 = 𝜙  و𝐹 ⊆ 𝑉̅𝑐  و𝐸 ⊆ 𝑉 
ْ
ذ
ُ
𝒪𝐸، خ = 𝑉  و𝒪𝐹 = 𝑉̅

𝑐  
َّ
𝒪𝐸نجد أن ∩ 𝒪𝐹 = 𝜙 . 

(𝒅𝟑) ⟸ (𝒅𝟐)  

َ متقاطعتير  من  𝐵و  𝐴لتكن  َ خاليتير  ومغلقتير  وغتر  . 𝕏مجموعتير  غتر

𝔗لتكن  ∶= {𝑟   ∶     𝑟 ∈ ]0,1[ ∩ ℚ} . 

 
َّ
ُ  𝐵و  𝐴بما أن ُ و خاليتير   مجموعتان غتر  𝕏متقاطعتير  من  مغلقتان وغتر

َّ
ن  ـ  𝐵𝑐، فإ  ، المغلقة 𝐴جوارٌ مفتوحٌ ل

  (𝑑2)حسب 
ُ
 ـ  مفتوحٌ  جوارٌ  يوجد 𝑈𝑟1 (𝑟1وليكن  𝐴ل ∈ 𝔗)  :بحيث يكون 

𝐴 ⊆ 𝑈𝑟1 ⊆ 𝑈̅𝑟1 ⊆ 𝐵
𝑐 

 
َّ
ن  ـ  𝑈𝑟1إ   ي ومنهالمغلقة،  𝐴جوارٌ مفتوحٌ ل

ُ
 ـ  مفتوحٌ  جوارٌ  وجد 𝑈𝑟2 (𝑟2وليكن  𝐴ل < 𝑟1: 𝑟2 ∈ 𝔗)  بحيث

 يكون: 

𝐴 ⊆ 𝑈𝑟2 ⊆ 𝑈̅𝑟2 ⊆ 𝑈𝑟1 ⊆ 𝑈̅𝑟1 ⊆ 𝐵
𝑐  

 
َّ
ن  ـ  𝐵𝑐إ    𝑈̅𝑟1جوارٌ مفتوحٌ ل

ُ
 ـ  مفتوحٌ  جوارٌ  المغلقة، ومنه يوجد 𝑈𝑟3 (𝑟1وليكن  𝑈̅𝑟1ل < 𝑟3: 𝑟3 ∈ 𝔗)  بحيث

 يكون: 

𝐴 ⊆ 𝑈𝑟2 ⊆ 𝑈̅𝑟2 ⊆ 𝑈𝑟1 ⊆ 𝑈̅𝑟1 ⊆ 𝑈𝑟3 ⊆ 𝑈̅𝑟3 ⊆ 𝐵
𝑐 

 
َّ
𝑛لنفرض أن ≥ 3  

َّ
,𝑟1وأن 𝑟2, … , 𝑟𝑛  ت بطريقة بحيث 𝑟𝑖اختتر < 𝑟𝑗  

َّ
ي أن

𝑈̅𝑟𝑖تقتض  ⊆ 𝑈𝑟𝑗 . 

,𝑟1 احد هذه الأرقام عندئذٍ  𝑟2, … , 𝑟𝑛  وليكن𝑟𝑖  سيكون أكتر رقم أصغر من𝑟𝑛+1  وأخر وليكن𝑟𝑗  سيكون أصغر

 ـ  𝑈𝑟𝑗سيكون أي  𝑟𝑛+1رقم أكتر من   ل
ً
 مفتوحا

ً
  (𝑑2)حسب المغلقة،  𝑈̅𝑟𝑖جوارا

ُ
 ـ  مفتوحٌ  جوارٌ  يوجد  𝑈̅𝑟𝑖ل

𝑈𝑟𝑛+1  (𝑟𝑖وليكن  < 𝑟𝑛+1 < 𝑟𝑗: 𝑟𝑛+1 ∈ 𝔗)  :بحيث يكون 
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𝑈̅𝑟𝑖 ⊆ 𝑈𝑟𝑛+1 ⊆ 𝑈̅𝑟𝑛+1 ⊆ 𝑈𝑟𝑗 

ريقة نحصلُ 
ّ
 عددٍ  كلَّ   ، بحيث يقابلُ 𝕏من المجموعات المفتوحة من  𝑟∈𝔗(𝑈𝑟) على جماعةٍ  بالمتابعة بهذه الط

ة  من 𝑟عادي    ]0,1[الفتر
ٌ
  مجموعة

ٌ
ق: 𝑈𝑟 مفتوحة

ّ
𝐴، ويتحق ⊆ 𝑈𝑟 ⊆ 𝑈̅𝑟 ⊆ 𝐵

𝑐 
َ
 كان ، وأ
ً
,𝑟يّا 𝑠 ∈ 𝔗  بحيث

𝑟 < 𝑠  
َّ
ن 𝑈̅𝑟فإ  ⊆ 𝑈𝑠 :لنضع ،𝑈1 ∶= 𝕏 . 

𝑥لأيِّ  ∈ 𝕏  :لتكن 

𝒬(𝑥) ∶= {𝑟  ∶    𝑥 ∈ 𝑈𝑟    ;    𝑟 ∈ 𝔗 ∪ {1}} 

 
َّ
 جزئ 𝒬(𝑥)من الواضح أن

ٌ
 من مجموعة

ٌ
𝔗ية ∪ {1}،  

َّ
ُ خاليةٍ )لأن 1وغتر ∈ 𝒬(𝑥)  

َّ
 لأن

ً
𝑥نظرا ∈ 𝕏 = 𝑈1 ،)

 
ٌ
 ـ  ومحدودة   (𝑖𝑛𝑓𝑖𝑚𝑢𝑚)أكتر حد أدئ   𝒬(𝑥)من الأدئ  بالصّفر، لذا ل

ٌ
ة  وهو وحيد ي الفتر

 
 . [0,1]يقع ف

 ف: لنعرِّ 

𝑓 ∶  𝕏 ⟶  ℝ 

                                    𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) ∶=  𝑖𝑛𝑓𝒬(𝑥) 

 إ  
َّ
  𝑓ن

َّ
 لأن

ً
 جيّدا

ٌ
ف .  𝑖𝑛𝑓𝒬(𝑥)معرَّ

ٌ
 وحيد

𝑥إذا كان  ∈ 𝐴   فإ 
َّ
𝑥ن ∈ 𝑈𝑟  ِّلأي 𝑟 ∈ 𝔗 ∪ 𝒬(𝑥)، لذا {1} = 𝔗 ∪  ، ومنه: {1}

𝑓(𝑥) =  𝑖𝑛𝑓𝒬(𝑥) = 𝑖𝑛𝑓{𝔗 ∪ {1}} = 0 

𝑥إذا كان  ∈ 𝐵   فإ 
َّ
𝑥ن ∈ 𝑈1 = 𝕏  

َّ
𝑈𝑟فقط، لأن ⊆ 𝐵

𝑐  ِّلأي 𝑟 ∈ 𝔗 لذا ،𝒬(𝑥) =  ، ومنه: {1}

𝑓(𝑥) =  𝑖𝑛𝑓𝒬(𝑥) = 𝑖𝑛𝑓{1} = 1 

𝑓(𝐵)أي  = 𝑓(𝐴)و  {1} = {0} :
َّ
0، من الواضح أن ≤ 𝑓 ≤ 1 . 

 : اليتير 
ّ
هن صحّة القضيتير  الت  لنتر

(𝑎)  إذا كان𝑥 ∈ 𝑈̅𝑟   فإ 
َّ
𝑓(𝑥)ن ≤ 𝑟 . 

(𝑏)  إذا كان𝑥 ∉ 𝑈𝑟   فإ 
َّ
𝑓(𝑥)ن ≥ 𝑟 . 

 :
َّ
 نلاحظ أن

(𝑎)  إذا كان𝑥 ∈ 𝑈̅𝑟   فإ 
َّ
𝑥ن ∈ 𝑈𝑠  ِّلأي 𝑠 ∈ 𝔗  بحيث𝑟 < 𝑠 ومنه ،𝑠 ∈ 𝒬(𝑥)  ِّلأي 𝑠 ∈ 𝔗 بحيث 

      𝑟 < 𝑠 :أي ،𝒬(𝑥) ⊇ {]𝑟, 1[ ∩ ℚ} :ومنه ،𝑖𝑛𝑓𝒬(𝑥) ≤ 𝑖𝑛𝑓{]𝑟, 1[ ∩ ℚ} :أي ،𝑓(𝑥) ≤ 𝑟 . 

(𝑎′)  إذا كان𝑓(𝑥) > 𝑟  حيث𝑟 ∈ 𝔗  فإ ، 
َّ
𝑥ن ∉ 𝑈̅𝑟 . 
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(𝑏)  إذا كان𝑥 ∉ 𝑈𝑟   فإ 
َّ
𝑥ن ∉ 𝑈𝑠  ِّلأي 𝑠 ∈ 𝔗  بحيث𝑠 < 𝑟 ومنه ،𝑠 ∉ 𝒬(𝑥)  ِّلأي 𝑠 ∈ 𝔗 بحيث 

      𝑠 < 𝑟،  :أي𝒬(𝑥) ⊆ {]𝑟, 1[ ∩ ℚ} :ومنه ،𝑖𝑛𝑓𝒬(𝑥) ≥ 𝑖𝑛𝑓{]𝑟, 1[ ∩ ℚ} :أي ،𝑓(𝑥) ≥ 𝑟 . 

(𝑏′)  إذا كان𝑓(𝑥) < 𝑟  حيث𝑟 ∈ 𝔗  فإ ، 
َّ
𝑥ن ∈ 𝑈𝑟 . 

𝑥0ليكن  ∈ 𝕏 وليكن ،]𝑐, 𝑑[ مف 
ً
 ـ جوارا  ل

ً
ي  𝑓(𝑥0)توحا

 
هن على وجود جوار  ℝف  ـ  𝑈 مفتوح   ، ولنتر  بحيث 𝑥0ل

 𝑓(𝑈) ⊆ ]𝑐, 𝑑[  ليكون𝑓  عند 
ً
 . 𝑥0مستمرا

,𝑝ليكن  𝑞 ∈ {]𝑐, 𝑑[ ∩ ℚ}  بحيث𝑐 < 𝑝 < 𝑓(𝑥0) < 𝑞 < 𝑑 . 

 
َّ
𝑝بما أن < 𝑓(𝑥0)  حسب(𝑎′)   فإ 

َّ
𝑥0ن ∉ 𝑈̅𝑝 . 

         𝑓(𝑥0) < 𝑞  حسب(𝑏′)   فإ 
َّ
𝑥0ن ∈ 𝑈𝑞 . 

         𝑝 < 𝑞   فإ 
َّ
𝑈̅𝑝ن ⊆ 𝑈𝑞 . 

𝑈ليكن  ∶= 𝑈𝑞 − 𝑈̅𝑝  إ ، 
َّ
 ـ  𝑈ن  . 𝑥0جوارٌ مفتوحٌ ل

𝑦لتكن  ∈ 𝑈 = 𝑈𝑞 − 𝑈̅𝑝   فإ :
َّ
 ن

 إ  
َّ
𝑦ن ∈ 𝑈𝑞  ومنه𝑦 ∈ 𝑈̅𝑞  حسب(𝑎)   فإ 

َّ
𝑓(𝑦)ن ≤ 𝑞 . 

 إ  
َّ
𝑦ن ∉ 𝑈̅𝑝  ومنه𝑦 ∉ 𝑈𝑝  حسب(𝑏)   فإ 

َّ
𝑓(𝑦)ن ≥ 𝑝 . 

𝑝أي  ≤ 𝑓(𝑦) ≤ 𝑞 ومنه ،𝑓(𝑦) ∈ [𝑝, 𝑞] ⊆ ]𝑐, 𝑑[ 
َّ
 من  𝑦، وبما أن

ٌ
 كيفيّة

ٌ
 فإ   𝑈نقطة

َّ
 ن

             𝑓(𝑈) ⊆ ]𝑐, 𝑑[ ومنه ،𝑓  مستمرٌ عند𝑥0 
َّ
 من  𝑥0، وبما أن

ٌ
 كيفيّة

ٌ
 فإ   𝕏نقطة

َّ
 . 𝕏مستمرٌ على  𝑓ن

 مستمرٌ ومن
ٌ
 تطبيق

ُ
 يوجد

ُ
ه
َّ
ن
َ
,𝕏)للفضاء  𝑓ه نجد أ 𝜏)  ي الفضاء

 
𝑓(𝐵)بحيث يكون  [0,1]ف = {1}  

𝑓(𝐴)و  = {0} .  

(𝒅𝟏) ⟸ (𝒅𝟑)  

َ متقاطعتير  من  𝐹و  𝐸لتكن  َ خاليتير  ومغلقتير  وغتر  مستمرٌ  (𝑑3)، حسب 𝕏مجموعتير  غتر
ٌ
 تطبيق

ُ
يوجد

𝑓: (𝕏, 𝜏) ⟶ ([0,1], 𝑓(𝐹)بحيث  (|⋅| = 𝑓(𝐸)و  {0} = {1} . 

 
َّ
ن 𝑓−1عندئذٍ فإ  ([0,

1

2
[) = {𝑥 ∈ 𝕏  ∶    0 ≤ 𝑓(𝑥) <

1

2
ي  {

 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
كونها الخيال العكسي   𝕏مجموعة

,0]لمجموعةٍ مفتوحةٍ 
1

2
ي المستقر  ]

 
𝑓−1، وكذلك 𝑓وفق تطبيقٍ مستمر   [0,1]ف (]

1

2
, 1]) . 

 
َّ
𝐹كما أن ⊆ 𝑓−1({0}) ⊆ 𝑓−1 ([0,

1

2
𝐸و  (] ⊆ 𝑓−1({1}) ⊆ 𝑓−1 (]

1

2
, 1]) . 

 
ْ
ذ
ُ
𝒪𝐹خ = 𝑓

−1 ([0,
1

2
𝒪𝐸و  (] = 𝑓

−1 (]
1

2
, 1])  

َّ
𝐹نجد أن ⊆ 𝒪𝐹  و𝐸 ⊆ 𝒪𝐸 و 
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𝒪𝐸 ∩ 𝒪𝐹 = 𝑓
−1 (]

1

2
, 1]) ∩ 𝑓−1 ([0,

1

2
[) = 𝑓−1 (]

1

2
, 1] ∩ [0,

1

2
[) = 𝑓−1(𝜙) = 𝜙 

(𝒅𝟒) ⟸ (𝒅𝟑)  

 الفقرة المساعدة: 

َ  𝐹لتكن   غتر
ً
ي  مجموعة

 
 ف

ً
,𝕏)خاليةٍ ومغلقة 𝜏)  وليكن𝑔 ∶ 𝐹 ⟶ [−𝑟, 𝑟]  حيث(𝑟 > 0 .

ً
 مستمرا

ً
 ( تطبيقا

ة  ,𝑟−]لنجزء الفتر 𝑟]  : ول كما يلىي
ّ
ات متساوية الط  إل ثلاث فتر

𝐼1 = [−𝑟,
−𝑟

3
]                    𝐼2 = [

−𝑟

3
,
𝑟

3
]                    𝐼3 = [

𝑟

3
, 𝑟] 

𝐵لتكن  = 𝑔−1(𝐼1)  و𝐶 = 𝑔−1(𝐼3)  فإ ، 
َّ
ُ  𝐶و  𝐵ن  . 𝐹متقاطعتير  من  مجموعتان جزئيتان غتر

طبيق 
ّ
 الت

َّ
 المجموعتير  مستمرٌ فإ   𝑔وبما أن

َّ
ي  𝐶و  𝐵ن

 
ي 𝐹مغلقتان ف

 
 . 𝕏، لذا هما مغلقتان ف

 
ُ
 مستمرٌ: تط حسب تمهيديّة يوريسون يوجد

ٌ
 بيق

𝜓 ∶ 𝕏 ⟶ [
−𝑟

3
,
𝑟

3
] 

𝜓(𝐵)بحيث  = {
−𝑟

3
𝜓(𝐶)و  { = {

𝑟

3
} . 

𝑥 عندئذٍ لأيِّ  ∈ 𝕏   فإ 
َّ
|𝜓(𝑥)| ن ≤

𝑟

3
𝑎 لأيِّ و   ∈ 𝐹   :

َّ
𝑔(𝑎)|نلاحظ أن − 𝜓(𝑎)| ≤

2𝑟

3
 . 

 
َّ
𝑟لنفرض أن = ,𝑟−]أي  1 𝑟] = [−1,1] . 

𝑔ليكن  ∶ 𝐹 ⟶ [−1,1]  .
ً
 مستمرا

ً
 تطبيقا

𝑟الفقرة المساعدة، حيث  حسب = 1 
ُ
  ، يوجد

ٌ
 ومستمرٌ على  𝑓1تطبيق

ٌ
ف :  𝕏معرَّ

َّ
 بحيث أن

∀𝑥 ∈ 𝕏  ∶    |𝑓1(𝑥)| ≤
1

3
     ,      ∀𝑎 ∈ 𝐹  ∶    |𝑔(𝑎) − 𝑓1(𝑎)| ≤

2

3
 

طبيق 
ّ
 الت

َّ
ن 𝑔إ  − 𝑓1 ∶ 𝐹 ⟶ [

−2

3
,
2

3
 مستمرٌ.  [

𝑟حسب الفقرة المساعدة، حيث  =
2

3
 ، ي

ُ
  وجد

ٌ
 ومستمرٌ على  𝑓2تطبيق

ٌ
ف :  𝕏معرَّ

َّ
 بحيث أن

∀𝑥 ∈ 𝕏  ∶    |𝑓2(𝑥)| ≤
1

3
(
2

3
)     ,      ∀𝑎 ∈ 𝐹  ∶    |𝑔(𝑎) − 𝑓1(𝑎) − 𝑓2(𝑎)| ≤ (

2

3
)
2

 

طبيق 
ّ
 الت

َّ
ن 𝑔إ  − 𝑓1 − 𝑓2 ∶ 𝐹 ⟶ [− (

2

3
)
2

, (
2

3
)
2

 مستمرٌ.  [

𝑟ث حسب الفقرة المساعدة، حي = (
2

3
)
2

 
ُ
  ، يوجد

ٌ
 ومستمرٌ على  𝑓3تطبيق

ٌ
ف :  𝕏معرَّ

َّ
 بحيث أن
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∀𝑥 ∈ 𝕏 ∶   |𝑓3(𝑥)| ≤
1

3
(
2

3
)
2

  ,   ∀𝑎 ∈ 𝐹 ∶    |𝑔(𝑎) − 𝑓1(𝑎) − 𝑓2(𝑎) − 𝑓3(𝑎)| ≤ (
2

3
)
3

 

 
َّ
ن كرار بنفس الأسلوب إ 

ّ
,𝑓1وبالت 𝑓2, … , 𝑓𝑛  

ٌ
فة  معرَّ

ٌ
  على تطبيقات

ٌ
ق:  𝕏ومستمرة

ّ
 تحق

∀𝑎 ∈ 𝐹  ∶    |𝑔(𝑎) − 𝑓1(𝑎) − 𝑓2(𝑎) − ⋯− 𝑓𝑛(𝑎)| ≤ (
2

3
)
𝑛

 

𝑟حسب الفقرة المساعدة، حيث  = (
2

3
)
𝑛

 
ُ
  ، يوجد

ٌ
 ومستمرٌ على  𝑓𝑛+1تطبيق

ٌ
ف :  𝕏معرَّ

َّ
 بحيث أن

∀𝑥 ∈ 𝕏 ∶   |𝑓𝑛+1(𝑥)| ≤
1

3
(
2

3
)
𝑛

 , ∀𝑎 ∈ 𝐹 ∶   |𝑔(𝑎) − 𝑓1(𝑎) − ⋯− 𝑓𝑛+1(𝑎)| ≤ (
2

3
)
𝑛+1

 

طبيقات 
ّ
 الت

ُ
ف عرَّ

ُ
ي ت

𝑛 لأيِّ  𝑓𝑛بالإستقراء الرّياض  ∈ ℕ . 

 لتكن : و 

∀𝑥 ∈ 𝕏     ∶       𝑓(𝑥) = ∑𝑓𝑛(𝑥)

+∞

𝑛=1

 

 وذلك بمقارنتها مع المتسلسلة الهندسيّة 
ٌ
 المتسلسلة السّابقة متقاربة

َّ
ن إ 

1

3
∑ (

2

3
)
𝑛−1

+∞
𝑛=1   .المتقاربة 

طبيقات 
ّ
 لأجل مُ  𝑛∈ℕ(𝜙𝑛)لتكن متتالية الت

ً
فة 𝑛عرَّ ∈ ℕ   :  كما يلىي

∀𝑥 ∈ 𝕏     ∶       𝜙𝑛(𝑥) =∑𝑓𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

طبيق 
ّ
 الت

َّ
 المتتالية جمستمرٌ ي 𝑓لبيان أن

َّ
 بإنتظا 𝑛∈ℕ(𝜙𝑛)ب بيان أن

ٌ
 . 𝑓من  مٍ متقاربة

𝑘لأجل  > 𝑛    فإ :
َّ
 ن

|𝜙𝑘(𝑥) − 𝜙𝑛(𝑥)| = | ∑ 𝑓𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=𝑛+1

| ≤
1

3
∑ (

2

3
)
𝑖−1𝑘

𝑖=𝑛+1

<
1

3
∑ (

2

3
)
𝑖−1+∞

𝑖=𝑛+1

= (
2

3
)
𝑛

 

𝑘وجعل  𝑛بتثبيت  ⟶ +∞  :
َّ
 ينتج أن

∀𝑥 ∈ 𝕏     ∶       |𝑓(𝑥) − 𝜙𝑛(𝑥)| ≤ (
2

3
)
𝑛

 

 . 𝑓من  مٍ بإنتظا 𝑛∈ℕ(𝜙𝑛)لذا تتقارب المتتالية 

 
َّ
𝑔(𝑎)لنثبت أن = 𝑓(𝑎)  ِّلأي 𝑎 ∈ 𝐹 : 
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َّ
𝜙𝑛(𝑥)بما أن = ∑ 𝑓𝑖(𝑥)

𝑛
𝑖=1   ي للمتسلسلة، فإ

وئ 
ّ
ي الن

 المجموع الجزئ 
َّ
نهاية متتالية المجاميع الجزئية  𝑓ن

(𝜙𝑛)𝑛∈ℕ . 

 :
َّ
 بما أن

∀𝑎 ∈ 𝐹  ∶    |𝑔(𝑎) −∑𝑓𝑖(𝑎)

𝑛

𝑖=1

| = |𝑔(𝑎) − 𝜙𝑛(𝑎)| ≤ (
2

3
)
𝑛

 

 
َّ
𝜙𝑛(𝑎)ينتج أن

𝑛⟶+∞
→    𝑔(𝑎)  ِّلأي 𝑎 ∈ 𝐹  لذلك فإ ، 

َّ
𝑔(𝑎)ن = 𝑓(𝑎)  ِّلأي 𝑎 ∈ 𝐹 . 

 
َّ
𝑓(𝕏)لنثبت أن ⊆ [−1,1] : 

𝑥 لأيِّ  ∈ 𝕏   فإ :
َّ
 ن

|𝑓(𝑥)| = |∑𝑓𝑛(𝑥)

+∞

𝑛=1

| ≤
1

3
∑(

2

3
)
𝑛−1+∞

𝑛=1

= 1 

|𝑓(𝑥)|ومنه  ≤ 1−أي  1 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ الي : 1
ّ
𝑓(𝕏)، وبالت ⊆ [−1,1] . 

𝑔  ر  مستم لأجل تطبيقٍ  ∶ 𝐹 ⟶ ℝ  يمكن إستبدالℝ  هذا المجال  ]1,1−[بالمجال المفتوح 
َّ
 لأن

ً
نظرا

 ٌّ ي
 
  . ℝمع  (ℎ𝑜𝑚𝑒𝑜𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑐)هوميومورف

𝑔ليكن  ∶ 𝐹 ⟶ ]−1,1[  .
ً
 مستمرا

ً
 تطبيقا

𝑓لتطبيقٍ مستمر   𝑔وفق ما سبق يمكن تمديد  ∶ 𝕏 ⟶ [−1,1] . 

 من  𝐷لتكن 
ً
 جزئية

ً
 كما يلىي : مُ  𝕏مجموعة

ً
فة 𝐷عرَّ = 𝑓−1({−1}) ∪ 𝑓−1({1}) . 

 
َّ
 مستمرٌ فإ   𝑓بما أن

َّ
ي  𝐷ن

 
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
 جزئية

ٌ
 . 𝕏مجموعة

 
َّ
𝑓(𝐹)بما أن = 𝑔(𝐹) ⊆  المجموعتير  ، فإ  ]1,1−[

َّ
ُ  𝐹و  𝐷ن .  غتر  متقاطعتير 

 
ُ
 مستمرٌ:  حسب تمهيديّة يوريسون يوجد

ٌ
 تطبيق

𝜑 ∶ 𝕏 ⟶ [0,1] 

𝜑(𝐷)بحيث  = 𝜑(𝐹)و  {0} = {1} . 

ℎ  ليكن:  ∶ 𝕏 ⟶  ℝ                                                               

                     𝑥 ⟼ ℎ(𝑥) = 𝜑(𝑥) × 𝑓(𝑥) 

 إ  
َّ
  ℎن

َ
 مستمرٌ لأ

ُ
ه
َّ
     جداءٌ لتطبيقير  مستمرين.  ن

َّ
 مَ مُ  ℎكما أن

َّ
 ـ د  ل
ٌ
  𝑔د

َ
هلأ
َّ
   ن

ً
يّا
َ
𝑎كان أ ∈ 𝐹   فإ : 

َّ
 ن

ℎ(𝑎) = 𝜑(𝑎) × 𝑓(𝑎) = 1 × 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎) 

 
َّ
ℎ(𝕏)لنثبت أن ⊆ ]−1,1[ : 



 

 46 2الطوبولوجيا العامة 

 

𝑥إذا كان  ∈ 𝐷   فإ        :
َّ
ℎ(𝑥)ن = 𝜑(𝑥) × 𝑓(𝑥) = 0 × 𝑓(𝑥) = 0 . 

𝑥إذا كان  ∉ 𝐷   فإ  :
َّ
|𝑓(𝑥)|ن < |ℎ(𝑥)|ومنه :  1 ≤ 1 × |𝑓(𝑥)| < 1 . 

الي 
ّ
ℎ(𝕏)وبالت ⊆ ]−1,1[ . 

(𝒅𝟏) ⟸ (𝒅𝟒)  

َ متقاطعتير  من  𝐸و  𝐹لتكن  َ خاليتير  ومغلقتير  وغتر  . 𝕏مجموعتير  غتر

 
َّ
ن 𝐸إ  ∪ 𝐹  ي

 
 ف

ٌ
ُ خاليةٍ ومغلقة  غتر

ٌ
 . 𝕏مجموعة

ف  :𝑔لنعرِّ 𝐸 ∪ 𝐹 ⟶ ℝ  بحيث𝑔(𝐹) = 𝑔(𝐸)و  {0} = {1} . 

طبيق 
ّ
 الت

َّ
ن  إذا كانت  𝑔إ 

ُ
ه
َّ
ن
َ
ي  𝐴مستمرٌ لأ

 
 ف

ً
 مغلقة

ً
الية: ℝ المستقر مجموعة

ّ
ّ  الحالات الت  ، نمتر

(1) 0 ∉ 𝐴  1و ∉ 𝐴  
َّ
ن 𝑔−1(𝐴)فإ  = 𝜙  .ي المنطلق

 
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
 وهي مجموعة

(2) 0 ∈ 𝐴  1و ∉ 𝐴  
َّ
ن 𝑔−1(𝐴)فإ  = 𝐹  .ي المنطلق

 
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
 وهي مجموعة

(3) 0 ∉ 𝐴  1و ∈ 𝐴  
َّ
ن 𝑔−1(𝐴)فإ  = 𝐸  .ي المنطلق

 
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
 وهي مجموعة

(4) 0 ∈ 𝐴  1و ∈ 𝐴  
َّ
ن 𝑔−1(𝐴)فإ  = 𝐸 ∪ 𝐹  .ي المنطلق

 
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
 وهي مجموعة

 ـ  (𝑑4)حسب   ل
ُ
 مستمرٌ  𝑔يوجد

ٌ
د
َّ
:𝑓مُمَد 𝕏 ⟶ ℝ . 

 
َّ
ن 𝑓−1عندئذٍ فإ  (]−∞,

1

2
[) = {𝑥 ∈ 𝕏  ∶    −∞ < 𝑓(𝑥) <

1

2
ي  {

 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
كونها الخيال   𝕏مجموعة

,∞−[العكسي لمجموعةٍ مفتوحةٍ 
1

2
ي المستق ]

 
𝑓−1، وكذلك 𝑓وفق تطبيقٍ مستمر   ℝر ف (]

1

2
, +∞[) . 

 
َّ
𝐹كما أن ⊆ 𝑓−1({0}) ⊆ 𝑓−1 (]−∞,

1

2
𝐸و  (] ⊆ 𝑓−1({1}) ⊆ 𝑓−1 (]

1

2
, +∞[) . 

 
ْ
ذ
ُ
𝒪𝐹خ = 𝑓

−1 (]−∞,
1

2
𝒪𝐸و  (] = 𝑓

−1 (]
1

2
, +∞[)  

َّ
𝐹نجد أن ⊆ 𝒪𝐹  و𝐸 ⊆ 𝒪𝐸 و 

𝒪𝐸 ∩ 𝒪𝐹 = 𝑓
−1 (]

1

2
,+∞[) ∩ 𝑓−1 (]−∞,

1

2
[) = 𝑓−1 (]

1

2
,+∞[ ∩ ]−∞,

1

2
[) = 𝑓−1(𝜙) = 𝜙 
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 قابلية العد في الفضاءات الطوبولوجية( 8)

 𝟒𝟐صفحة 

 : (𝟐)مبرهنة 

,𝕏)إذا كان  𝑑)  :
ٌ
الية متكافئة

ّ
عاوى الت

ّ
 الد

َّ
ن ، فإ 

ً
يّا  فضاءً متر

,𝕏)الفضاءُ  (𝟏) 𝑑) هو فضاءُ لينديليوف . 

,𝕏)الفضاءُ  (𝟐) 𝑑)  .قابلٌ للفصل 

,𝕏)الفضاءُ  (𝟑) 𝑑)  .انية
ّ
 الث

ّ
عُ بقابلية العد

ّ
 يتمت

 البرهان:

(𝟐) ⟸ (𝟏)  

 
َّ
,𝕏)لنفرض أن 𝑑)  َالفضاء 

َّ
هن أن ,𝕏)هو فضاءُ لينديليوف، ولنتر 𝑑)  .  قابلٌ للفصل 

𝑛لأيِّ  ∈ ℕ  
َّ
ن ℬ𝑛إ  = {𝑁 (𝑥,

1

𝑛
) ∶ 𝑥 ∈ 𝕏}  ـ   ل

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 . 𝕏 تغطية

 
َّ
  𝕏بما أن

ُ
 المفتوحة

ُ
غطية

ّ
𝑛)لأيِّ  ℬ𝑛هو فضاءُ لينديليوف، تحوي الت ∈ ℕ :ولتكن ،

ً
 عدودة

ً
 مفتوحة

ً
( تغطية

𝒟𝑛 = {𝑁 (𝑥𝑛,𝑖 ,
1

𝑛
) ∶ 𝑖 ∈ ℕ} . 

𝒟لتكن  = {𝑥𝑛,𝑖 ∶ 𝑛 ∈ ℕ   𝑖 ∈ ℕ} 
َّ
  𝒟. من الواضح أن

َّ
هن أن ، ولنتر

ٌ
 عدودة

ٌ
𝒟̅مجموعة = 𝕏 . 

,𝑁(𝑦لتكن  𝑟)  حيث (𝑦 ∈ 𝕏  و𝑟 > ي 0
 
 ف

ً
 مفتوحة

ً
 . 𝕏( كرة

𝑚لنختر  ∈ ℕ  
َّ
بحيث أن

1

𝑚
< 𝑟 

َّ
ن 𝑁، عندئذٍ فإ  (𝑦,

1

𝑚
) ⊆ 𝑁(𝑦, 𝑟) . 

 
َّ
 ـ 𝑚)لأجل هذا الـ  𝒟𝑚بما أن  ل

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 𝕏( تغطية

ُ
𝑁، توجد (𝑥𝑚,𝑘 ,

1

𝑚
) ∈ 𝒟𝑚  لأجل(𝑘 ∈ ℕ(  

َّ
بحيث أن

𝑦 ∈ 𝑁 (𝑥𝑚,𝑘 ,
1

𝑚
,𝑑(𝑦، أي ( 𝑥𝑚,𝑘) <

1

𝑚
 . 

,𝑁(𝑦( ينتمي إل 𝒟)الذي هو من  𝑥𝑚,𝑘لذلك  𝑟) ⊇ 𝑁 (𝑦,
1

𝑚
𝒟، أي ( ∩ 𝑁(𝑦, 𝑟) ≠ 𝜙 . 

,𝑁(𝑦ولمّا كانت  𝑟)   ي
 
 ف

ً
 كيفيّة

ً
 مفتوحة

ً
 𝕏كرة

َّ
𝒟̅، نستنتج أن = 𝕏 . 

 
ٌ
 جزئية

ٌ
 مجموعة

ُ
الي الفضاءُ  𝒟ومنه توجد

ّ
، وبالت

ٌ
 وكثيفة

ٌ
 فصولٌ.  𝕏عدودة
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(𝟑) ⟸ (𝟐)  

 
َّ
,𝕏)لنفرض أن 𝑑)  َالفضاء 

َّ
هن أن ، ولنتر ,𝕏)قابلٌ للفصل  𝑑)  .انية

ّ
 الث

ّ
عُ بقابلية العد

ّ
 يتمت

 الفضاءَ 
َّ
  𝕏بما أن

َّ
ن ، فإ    𝕏قابلٌ للفصل 

ً
 جزئية

ً
𝒜يحوي مجموعة = {𝑎1, 𝑎2, . . , 𝑎𝑛, . . }  .

ً
 وكثيفة

ً
 عدودة

ي مراكزها من  صفَّ الكرات المفتوحة ℬلتكن 
 ، أي: ℚوأنصاف أقطارها من  𝒜التر

ℬ = {𝑁(𝑎, 𝛿)   ∶    𝑎 ∈ 𝒜   𝛿 ∈ ℚ} 

 
َّ
.  ℬلاحظ أن

ٌ
 عدودة

 
َّ
هن أن 𝕏، أي لأيِّ مجموعةٍ مفتوحةٍ 𝕏)تصلح( قاعدة للتبولوجيا على  ℬلنتر ⊇ 𝐺 ِّوأي ،𝑝 ∈ 𝐺  

ٌ
 كرة

ُ
توجد

 
ٌ
,𝑁(𝑎مفتوحة 𝛿)  منℬ  

َّ
𝑝بحيث أن ∈ 𝑁(𝑎, 𝛿) ⊆ 𝐺 . 

 بما أ
َّ
𝑝ن ∈ 𝐺  و𝐺  

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 كرة

ُ
 توجد

ٌ
 مفتوحة

ٌ
,𝑁(𝑝مجموعة 𝜀)  مركزها(𝑝  ونصف قطرها𝜀 > 0 

َّ
( بحيث أن

𝑝 ∈ 𝑁(𝑝, 𝜀) ⊆ 𝐺 . 

 
َ
 المجموعة

َّ
   𝒜بما أن

ُ
 المفتوحة

ُ
ي الكرة

ر
، تلاف

ٌ
𝑁كثيفة (𝑝,

𝜀

3
)  

َ
 𝒜المجموعة

ُ
𝑎𝑖0، أي يوجد ∈ 𝒜 بحيث 

 𝑎𝑖0 ∈ 𝑁 (𝑝,
𝜀

3
𝑑(𝑎𝑖0ه ومن ( , 𝑝) <

𝜀

3
 . 

اجحة  𝛿0ليكن  ق المتر
ّ
 يحق

ً
 عاديا

ً
عددا

𝜀

3
< 𝛿0 <

2𝜀

3
  

َّ
𝑝، نلاحظ أن ∈ 𝑁(𝑎𝑖0 , 𝛿0) ⊆ 𝑁(𝑝, 𝜀) ⊆ 𝐺 . 

 :
َّ
 وذلك لأن

𝑑(𝑎𝑖0 , 𝑝) <
𝜀

3
< 𝛿0     ⟹     𝑝 ∈ 𝑁(𝑎𝑖0 , 𝛿0) 

 :
َّ
 كما أن

𝑥إذا كان  ∈ 𝑁(𝑎𝑖0 , 𝛿0)  
َّ
ن 𝑑(𝑎𝑖0فإ  , 𝑥) < 𝛿0 :ومنه ، 

𝑑(𝑥, 𝑝) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑎𝑖0) + 𝑑(𝑎𝑖0 , 𝑝) < 𝛿0 +
𝜀

3
<
2𝜀

3
+
𝜀

3
= 𝜀 

𝑥أي  ∈ 𝑁(𝑝, 𝜀) . 

𝑝ومنه  ∈ 𝑁(𝑎𝑖0 , 𝛿0) ⊆ 𝐺 لكن ،𝑁(𝑎𝑖0 , 𝛿0)  منℬ إذن .ℬ  للتبولوجيا على 
ٌ
 . 𝕏قاعدة

(𝟏) ⟸ (𝟑)  

 
َّ
,𝕏)لنفرض أن 𝑑)  َالفضاء 

َّ
هن أن انية، ولنتر

ّ
 الث

ّ
عُ بقابلية العد

ّ
,𝕏)يتمت 𝑑)  .هو فضاءُ لينديليوف 

ℬلتكن  = {𝐵𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}  للفضاء 
ً
 عدودة

ً
انية(.  𝕏)كون  𝕏قاعدة

ّ
 الث

ّ
عُ بقابلية العد

ّ
 يتمت

 للفضاء  𝒜لتكن 
ً
 مفتوحة

ً
 . 𝕏تغطية
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َّ
𝐴لنفرض أن ≠ 𝜙  ِّلأي𝐴 ∈ 𝒜 و ،𝐵𝑛 ≠ 𝜙  ِّلأي𝑛 ∈ ℕ . 

𝐴لأجل  ∈ 𝒜  و𝑥 ∈ 𝐴 
َّ
ي الفضاء  𝐴، بما أن

 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 للفضاء  ℬو  𝕏مجموعة

ٌ
  𝕏قاعدة

ُ
 ℬمن  𝐵توجد

 
َّ
𝑥بحيث أن ∈ 𝐵 ⊆ 𝐴 .(∗) 

𝑛لأجل  ∈ ℕ  لتكنℱ𝑛 = {𝐴 ∈ 𝒜  ∶    𝐵𝑛 ⊆ 𝐴}  من الممكن أن تكون(ℱ𝑛 = 𝜙  لأجل بعض قيم𝑛 .) 

،
َّ
 (∗)حسب  لاحظ أن

َ
𝑛}، المجموعة ∈ ℕ  ∶    ℱ𝑛 ≠ 𝜙}  :خاليةٍ، ولتكن ُ  غتر

ٌ
 مجموعة

{𝑛 ∈ ℕ  ∶    ℱ𝑛 ≠ 𝜙} = {𝑛1, 𝑛2, . . , 𝑛𝑘 , . . }  .)
ً
 منتهية

ً
 )من الممكن أن تكون مجموعة

𝐴𝑛𝑘لنختر  𝑘لأجل كل  ∈ ℱ𝑛𝑘 ي
𝐵𝑛𝑘، والذي بدوره يقتض  ⊆ 𝐴𝑛𝑘 ∈ 𝒜 . 

 لنتر 
َّ
⋃هن أن 𝐴𝑛𝑘

+∞
𝑘=1 = 𝕏 . 

𝑥ليكن  ∈ 𝕏 
َّ
 للفضاء  𝒜، بما أن

ٌ
 مفتوحة

ٌ
  𝕏تغطية

ُ
𝐴توجد ∈ 𝒜  

َّ
 على الأقل( بحيث أن

ٌ
𝑥)واحدة ∈ 𝐴 . 

 
َّ
ن 𝑥إ  ∈ 𝐴  و𝐴  ي الفضاء

 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 للفضاء  ℬو  𝕏مجموعة

ٌ
 𝕏قاعدة

ُ
𝑘، ومنه يوجد ∈ ℕ  :

َّ
 بحيث أن

      𝑥 ∈ 𝐵𝑛𝑘 ⊆ 𝐴 ، ي
𝐴والذي يقتض  ∈ ℱ𝑛𝑘 

َّ
𝐴𝑛𝑘، كما أن ∈ ℱ𝑛𝑘 . 

  ℱ𝑛𝑘حسب تعريف 
َّ
ن 𝐵𝑛𝑘فإ  ⊆ 𝐴𝑛𝑘  ومنه𝑥 ∈ 𝐴𝑛𝑘  لأجل𝑘 ∈ ℕ . 

⋃ومنه  𝐴𝑛𝑘
+∞
𝑘=1 ⊇ 𝕏 الي

ّ
⋃، وبالت 𝐴𝑛𝑘

+∞
𝑘=1 = 𝕏 . 

𝑘∈ℕ(𝐴𝑛𝑘)أي 
 عد 

ٌ
 ـ تغطية  ل

ٌ
غطية المفتوحة  𝕏ودة

ّ
 من الت

ٌ
  𝒜، ولمّا كانت 𝒜جزئية

ً
 كيفيّة

ً
 مفتوحة

ً
تغطية

  𝕏للفضاء 
َّ
 فضاءُ لينديليوف.  𝕏نستنتج أن
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 مبرهنة الرّصّ بإضافة نقطة واحدة أو رصّ الكسندروف( 9)

,𝕏)ليكن  𝜏)  َفضاء𝑇2   اص َ مُتر ( وغتر
ً
يّا
ّ
 )محل

ً
 موضعيّا

ً
ا اصَّ َ مُنتمٍ إل  ∞، وليكن ومُتر ن المجموعة    𝕏غتر ، ولنكوِّ

𝕏∞ = 𝕏 ∪  من المجموعات الجزئية من  ∞𝜏. ولتكن {∞}
ً
الية: عناصر  ∞𝕏جماعة

ّ
 من المجموعات الت

ً
فة
َّ
مُؤل

𝜏 ي
 
ة ف اصَّ ,𝕏)، ومتممات المجموعات الجزئية المُتر 𝜏) والمجموعة ،𝕏∞  :ٍبكاملها، عندئذ 

(𝟏)  
ُ
ن  ∞𝕏تبولوجيا على  ∞𝜏 تكوِّ

ُ
,𝕏)، كما يكون 𝜏)  من 

ً
 كثيفا

ً
,∞𝕏)فضاءً جزئيّا 𝜏∞) . 

(𝟐) (𝕏∞, 𝜏∞)  . اصٌّ  فضاءٌ مُتر

(𝟑) (𝕏∞, 𝜏∞)  ُفضاء𝑇2 . 

قطة للفضاء 
ّ
 وحيد الن

ً
ا ي هذا الفضاء رصَّ الكسندروف أو رصَّ

سمِّ
ُ
,𝕏)ن 𝜏) ي

سمِّ
ُ
قطة  ∞، ون

ّ
المثالية الن

𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 نهاية
ّ
ي اللّ

 
قطة ف

ّ
 . 𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 𝑎𝑡 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑦، أو الن

 البرهان:

𝕏∞ = 𝕏 ∪ {∞}          𝜏∞ = 𝜏 ∪ {𝕏∞ − 𝐾  ∶     
ٌ
ة اصَّ 𝐾 مُتر ⊆ 𝕏}⏟                
𝜏′

∪ {𝕏∞} 

(𝟏) 𝜏∞  تبولوجيا على𝕏∞: 

 
َّ
ن 𝜙إ  ∈ 𝜏 ⊆ 𝜏∞  ومنه𝜙 ∈ 𝜏∞،  و𝕏∞ ∈ 𝜏∞  .

ً
 فرضا

 ∞𝜏من  𝐵و  𝐴إذا كانت 
َّ
هن أن 𝐴، لنتر ∩ 𝐵  من𝜏∞ . 

 حالاتٍ: 
َ
 ثلاث

ُ ّ متر
ُ
 ن

(𝑎)  إذا كانت𝐴  و𝐵  من𝜏 
َّ
ن 𝐴، فإ  ∩ 𝐵  من𝜏 ومنه ،𝐴 ∩ 𝐵  من𝜏∞ . 

(𝑏)  إذا كانت𝐴  و𝐵  من𝜏′ 
َّ
ن 𝐴، فإ  = 𝐾1

𝑐  و𝐵 = 𝐾2
𝑐  حيث كل من𝐾1  و𝐾2  ي

 
 ف

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
: 𝕏مجموعة

َّ
ن  . وإ 

𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐾1
𝑐 ∩ 𝐾2

𝑐 = (𝐾1 ∪ 𝐾2)
𝑐 

 
َّ
ن 𝐾1إ  ∪ 𝐾2  ي

 
 ف

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
(، لذا  𝕏مجموعة تير  اصَّ 𝐾1))كونها اتحاد لمجموعتير  مُتر ∪ 𝐾2)

𝑐 ∈ 𝜏′ومنه ، 

𝐴 ∩ 𝐵  من𝜏∞ . 

(𝑐)  إذا كانت𝐴  من𝜏  و𝐵  من𝜏′ 
َّ
ن 𝐵، فإ  = 𝐾𝑐  حيث𝐾  ي فضاء

 
 ف

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
 الهاوسدورف فهي  𝕏مجموعة

ي 
 
 ف

ٌ
𝕏، ومنه 𝕏مُغلقة − 𝐾  ي

 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
𝕏، أي 𝕏مجموعة − 𝐾 ∈ 𝜏 :ومنه ، 

𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∩ (𝕏∞ − 𝐾) = 𝐴 ∩ (𝕏 − 𝐾) ∈ 𝜏 ⊆ 𝜏∞ 

𝐴ومنه  ∩ 𝐵  من𝜏∞ . 
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 ∞𝜏من  𝑖∈𝐼(𝐴𝑖)إذا كانت 
َّ
هن أن ⋃، لنتر 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏∞ . 

 حالاتٍ: 
َ
 ثلاث

ُ ّ متر
ُ
 ن

(𝑎)  إذا كانت(𝐴𝑖)𝑖∈𝐼  من𝜏 
َّ
ن ⋃، فإ  𝐴𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏 ومنه ،⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏∞ . 

(𝑏)  إذا كانت(𝐴𝑖)𝑖∈𝐼  من𝜏′ 
َّ
ن 𝐴𝑖، فإ  = 𝐾𝑖

𝑐  ِّلأي(𝑖 ∈ 𝐼حيث ) 𝐾𝑖  ي
 
 ف

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
الهاوسدورف فهي  𝕏مجموعة

، و: 
ٌ
 مُغلقة

⋃𝐴𝑖
𝑖∈𝐼

=⋃𝐾𝑖
𝑐

𝑖∈𝐼

= (⋂𝐾𝑖
𝑖∈𝐼

)

𝑐

= 𝐾𝑐  

 
َّ
ن  من المجموعة  𝐾إ 

ٌ
 )كونها تقاطع لمجموعاتٍ مُغلقةٍ( جزئية

ٌ
 مُغلقة

ٌ
  𝐾1مجموعة

ٌ
ة اصَّ ة، فهي مُتر اصَّ ( المُتر

ً
)مثلا

ي 
 
𝐾𝑐لذا  ، 𝕏ف ∈ 𝜏′ ومنه ،⋃ 𝐴𝑖𝑖∈𝐼  من𝜏∞ . 

(𝑐)  إذا كانت(𝐴𝛼)𝛼∈𝐼1  من𝜏 و ،(𝐴𝛽)𝛽∈𝐼2
𝐼1حيث  ′𝜏من   ∪ 𝐼2 = 𝐼 . 

⋃𝐴𝛼
𝛼∈𝐼1

= 𝐴 ∈ 𝜏 ⊆ 𝜏∞ 

⋃𝐴𝛽
𝛽∈𝐼2

= ⋃𝐾𝛽
𝑐

𝛽∈𝐼2

= (⋂𝐾𝛽
𝛽∈𝐼2

)

𝑐

= 𝐾𝑐 ∈ 𝜏′ ⊆ 𝜏∞ 

 ومنه: 

⋃𝐴𝑖
𝑖∈𝐼

= ⋃𝐴𝛼
𝛼∈𝐼1

∪⋃ 𝐴𝛽
𝛽∈𝐼2

= 𝐴 ∪ 𝐾𝑐 = (𝐴𝑐 ∩ 𝐾)𝑐 

 
َّ
ن ي  𝐾إ 

 
 ف

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
ي  𝕏مجموعة

 
 ف

ٌ
,𝕏)الهاوسدورف فهي مُغلقة 𝜏) و ،𝐴  ي

 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
,𝕏)مجموعة 𝜏)  

َّ
ن  𝐴𝑐فإ 

ي 
 
 ف

ٌ
,𝕏)مجموعة مُغلقة 𝜏) 

َّ
𝐴𝑐، وبما أن ∩ 𝐾  من المجموعة 

ٌ
 جزئية

ٌ
 مُغلقة

ٌ
ة،  𝐾مجموعة اصَّ  المُتر

     
َّ
ن 𝐴𝑐فإ  ∩ 𝐾  ي

 
 ف

ٌ
ة اصَّ ,𝕏)مُتر 𝜏) ومنه ،(𝐴𝑐 ∩ 𝐾)𝑐 ∈ 𝜏′ ⊆ 𝜏∞ . 

 
َّ
,𝕏)لنثبت أن 𝜏)  ي

 
ٌّ كثيفٌ ف ي

,∞𝕏)فضاءٌ جزئ  𝜏∞) . 

 
َّ
ن 𝕏إ  ⊆ 𝐶𝐿(𝕏) ⊆ 𝕏∞لنثبت ،  

َّ
∞أن ∈ 𝐶𝐿(𝕏)  .فيتم المطلوب 

 ـ  𝑈ليكن   ل
ً
 ∞جوارا

َّ
ن 𝑈، فإ  = 𝐾𝑐  حيث𝐾  ي

 
 ف

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
 جزئية

ٌ
 . 𝕏مجموعة

  𝕏ولمّا كان 
َّ
ن  فإ 

اص  ُ مُتر 𝕏غتر ≠ 𝐾 ومنه الجوار ،𝑈 = 𝕏∞ − 𝐾 = (𝕏 − 𝐾)⏟    
≠𝜙

∪  من  {∞}
ً
 𝕏يحوي نقاطا

∞أي  ∈ 𝐶𝐿(𝕏) الي
ّ
𝐶𝐿(𝕏)، وبالت = 𝕏∞ . 
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(𝟐) (𝕏∞, 𝜏∞) . تراص   فضاء  م 

 ـ  𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)لتكن   ل
ً
 مفتوحة

ً
∞𝕏، أي: ∞𝕏تغطية = ⋃ 𝒪𝛼𝛼∈𝐴 . 

 
َّ
∞بما أن ∈ 𝕏∞  و(𝒪𝛼)𝛼∈𝐴  ـ   ل

ٌ
 ∞𝕏تغطية

ُ
𝛼0، توجد ∈ 𝐴  

َّ
∞بحيث أن ∈ 𝒪𝛼0 . 

 
َّ
ن 𝒪𝛼0إ  = 𝐾

𝑐  حيث𝐾  ي مجمو
 
 ف

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
 . 𝕏عة

 
َّ
ن 𝒪𝛼}إ  ∩ 𝕏  ∶    𝛼 ∈ 𝐴 − {𝛼0}}  ـ   ل

ٌ
 مفتوحة

ٌ
ي  𝐾تغطية

 
ة ف اصَّ  𝕏المُتر

ُ
,𝛼1، ومنه توجد 𝛼2, … , 𝛼𝑛  من

𝐴 − {𝛼0}  :
َّ
𝐾بحيث أن ⊆ (𝒪𝛼1 ∩ 𝕏) ∪ (𝒪𝛼2 ∩ 𝕏) ∪ …∪ (𝒪𝛼𝑛 ∩ 𝕏) :ومنه ، 

𝕏∞ = 𝐾
𝑐 ∪ 𝐾 ⊆ 𝒪𝛼0 ∪ 𝒪𝛼1 ∪ 𝒪𝛼2 ∪ …∪ 𝒪𝛼𝑛 ⊆ 𝕏∞    ⟹    𝕏∞ =⋃𝒪𝛼𝑖

𝑛

𝑖=0

 

 
َّ
𝒪𝛼0}أي أن , 𝒪𝛼1 , 𝒪𝛼2 , … , 𝒪𝛼𝑛}  ـ   ل

ٌ
 منتهية

ٌ
 حزئية

ٌ
غطية الكيفيّة  ∞𝕏تغطية

ّ
 . 𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)من الت

الي الفضاءُ 
ّ
,∞𝕏)وبالت 𝜏∞)  ُم . اصٌّ  تر

(𝟑) (𝕏∞, 𝜏∞)   فضاء𝑇2.  

  ∞𝕏من  𝑦و  𝑥لتكن 
َّ
𝑥بحيث أن ≠ 𝑦 :  حالتير 

ُ ّ متر
ُ
 ، ن

(𝑎) 𝑥  و𝑦  من𝕏 : 

 
َّ
  𝑇2فضاءُ  𝕏بما أن

ُ
𝒪𝑥توجد ∈ 𝒱𝑥  و𝒪𝑦 ∈ 𝒱𝑦  

َّ
𝒪𝑥بحيث أن ∩ 𝒪𝑦 = 𝜙 . 

(𝑏) 𝑥 = 𝑦و  ∞ ∈ 𝕏 : 

 
َّ
اصٌّ  𝕏بما أن  جوارٌ مُتر

ُ
، يوجد

ً
يّا
ّ
 ـ  𝒲 محل ي  𝒲̅ذو لصاقةٍ  𝑦ل

 
ةٍ ف اصَّ  ـ  𝒲̅𝑐، لذا𝕏مُتر 𝑥جوارٌ ل = ي  ∞

 
 ∞𝕏ف

ْ
ذ
ُ
، خ

𝒪𝑥 = 𝒲̅
𝑐  و𝒪𝑦 = 𝒲  

َّ
𝒪𝑥نرى أن ∩ 𝒪𝑦 = 𝜙 . 
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 الترّاصُّ في الفضاءات المترية( 10)

 تعريف:

,𝕏)ليكن  𝑑)  :
ً
يا  فضاءً متر

(𝑎) س
ُ
 ت

ٌ
 ـ  𝕏من المجموعات المفتوحة من  𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)مَّ جماعة  ل

ً
 مفتوحة

ً
من  𝑥إذا انتم كلُّ عنصر  𝕏تغطية

𝕏  لواحدةٍ على الأقل من المجموعات𝒪𝛼 (𝛼 ∈ 𝐴) 
ُ
 إذا كانت مجموعة

ً
 منتهية

ُ
 المفتوحة

ُ
غطية

ّ
، وتكون الت

.  𝐴الأدلة  
ً
 منتهية

ً
 مجموعة

(𝑏) ال 
َّ
ن ي يُقالُ إ  ,𝕏)فضاءَ المتر 𝑑)  ـ   تغطيةٍ مفتوحةٍ ل

اصٌّ إذا حوت كلُّ  ـ  𝕏مُتر  ل
ً
 منتهية

ً
 جزئية

ً
 . 𝕏تغطية

 تعريف:

,𝕏)ليكن  𝑑)  و ،
ً
يا  من  𝐸فضاءً متر

ً
 جزئية

ً
 𝕏مجموعة

َ
 المجموعة

َّ
ن يُ  𝐸. يُقالُ إ   إذا كان الفضاءُ المتر

ٌ
ة اصَّ مُتر

(𝐸, 𝑑|𝐸)  .
ً
ا اصَّ  مُتر

 مثال:

ر(كلُّ   (1) . )برِّ
ً
ا اصَّ  وأن يكون مُتر

َّ
ي منتهٍ لابُد   فضاءٍ متر

,ℝ)لنأخذ  (2)  المجموعة  (|⋅|
َّ
ن 𝐾إ  = {0,1,

1

2
,
1

3
, … ر( { . )برِّ

ٌ
ة اصَّ  مُتر

 : نتيجة

ةٍ.  اصَّ ي إذا أضفنا لمجموعة قيم متتالية متقاربة نهايتها نحصل على مجموعةٍ مُتر ي أيِّ فضاءٍ متر
 
 ف

 تعريف:

,𝕏)ليكن  𝑑) و ف ،
ً
يا  من  𝐸ضاءً متر

ً
 جزئية

ً
 𝕏مجموعة

َ
 المجموعة

َّ
ن صاقة  𝐸. يُقالُ إ 

ّ
 إذا كانت الل

ً
 نسبيّا

ٌ
ة اصَّ  𝐸̅مُتر

ي 
 
 ف

ً
ة اصَّ  مُتر

ً
 . 𝕏مجموعة

 تعريف:

ي   الفضاءَ المتر
َّ
ن ,𝕏)يُقالُ إ  𝑑)  والي إذا حوت كلُّ متتاليةٍ من عناصر

ّ
اصٌّ بالت  متقاربة.  𝕏مُتر

ً
 جزئية

ً
 متتالية
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 تعريف:

ي   الفضاءَ المتر
َّ
ن ,𝕏)يُقالُ إ  𝑑)  :

ً
يّا
ّ
 كل
ٌ
 محدود

∀𝜀 > 0      ∃𝐴 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} ⊆ 𝕏      𝕏 =⋃𝑁(𝑥𝑖 , 𝜀)

𝑛

𝑖=1

 

سمَّ المجموعة الجزئية 
ُ
𝜀شبكة 𝐴وت  ـ  −  . 𝕏ل

 مبرهنة:

,𝕏)ليكن  𝑑)  :الية متكافئة
ّ
، القضايا الت

ً
يا  فضاءً متر

.  𝕏الفضاءُ  (1) اصٌّ  مُتر

ِ منتهيةٍ من  (2)  مجموعةٍ جزئيةٍ غتر
 نقطة تجمع )واحدة على الأقل(.  𝕏لكلِّ

، أي تحوي كلُّ متتاليةٍ من عناصر  𝕏الفضاءُ  (3) والي
ّ
اصٌّ بالت .  𝕏مُتر

ً
 متقاربة

ً
 جزئية

ً
 متتالية

 وتام.  𝕏الفضاءُ  (4)
ً
يّا
ّ
 كل
ٌ
 محدود

 
ً
 غتر مطلوبٍ برهانها  7و حتر  1 إلا أن التمهيديات من نورد لكم الآن تمهيديات نصوصها هامة جدا

  :(𝟏)تمهيدية 

اص   ي مُتر . كلُّ مجموعةٍ جزئيةٍ مُغلقةٍ من فضاءٍ متر
ً
ة اصَّ  وأن تكون مُتر

َّ
  لابُد

 البرهان:

,𝕏)ليكن  𝑑)  و ،
ً
ا اصَّ  مُتر

ً
يا  من  𝐹فضاءً متر

ً
 مُغلقة

ً
 جزئية

ً
  𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)، و 𝕏مجموعة

ً
 ـ  تغطية  ل

ً
 . 𝐹مفتوحة

 
َّ
 من  𝐹بما أن

ٌ
 مُغلقة

ٌ
  𝕏مجموعة

َّ
ن  من  𝐹𝑐فإ 

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 . 𝕏مجموعة

لُ الأسرة 
ِّ
Γتشك = {𝐹𝑐 , 𝒪𝛼 ∶  𝛼 ∈ 𝐴}  للفضاء 

ً
 مفتوحة

ً
  𝕏تغطية

ُ
اصّ، لذا توجد ,𝛼1المُتر 𝛼2, … , 𝛼𝑛  من𝐴 

 
َّ
𝕏بحيث أن = 𝐹𝑐 ∪ 𝒪𝛼1 ∪ 𝒪𝛼2 ∪ …∪ 𝒪𝛼𝑛 ومنه ،𝐹 ⊆ 𝒪𝛼1 ∪ 𝒪𝛼2 ∪ …∪ 𝒪𝛼𝑛 

َّ
، أي أن

{𝒪𝛼1 , 𝒪𝛼2 , … , 𝒪𝛼𝑛}  ـ   ل
ٌ
 منتهية

ٌ
غطية الأصلية  𝐹تغطية

ّ
 من الت

ٌ
 𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)، ولمّا كانت 𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)جزئية

 ـ   ل
ً
 كيفيّة

ً
 مفتوحة

ً
 المجم 𝐹تغطية

َّ
 نستنتج أن

َ
.  𝐹وعة

ٌ
ة اصَّ  مُتر
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 :(𝟐)تمهيدية 

يٌ  ي ليكون فضاءٌ متر
 
زم والكاف

ّ
ط اللّ

ّ
,𝕏)الشّ 𝑑)  ٍمنتهية ِ  مجموعةٍ جزئيةٍ غتر

والي هو أن يكون لكلِّ
ّ
 بالت

ً
ا اصَّ مُتر

 نقطة تجمع )واحدة على الأقل(. 

 البرهان:

 
َّ
,𝕏)لنفرض أن 𝑑)  ِّلكل 

َّ
هن أن ، ولنتر والي

ّ
اصٌّ بالت يٌ مُتر ِ منتهيةٍ نقطة تجمع )واحدة فضاءٌ متر  مجموعةٍ جزئيةٍ غتر

 على الأقل(. 

َ منتهيةٍ من  𝕐لتكن   غتر
ً
 جزئية

ً
 من العناصر المختلفة من  𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)، و 𝕏مجموعة

ً
 𝕐متتالية

َّ
ن  𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)، فإ 

 من عناصر 
ٌ
 . 𝕏متتالية

 الفضاءَ 
َّ
,𝕏)بما أن 𝑑) والي تحوي الم

ّ
اصٌّ بالت   𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)تتالية مُتر

ً
 جزئية

ً
𝑘∈ℕ(𝑎𝑛𝑘)متتالية

 من عنصر   
ً
متقاربة

𝑎 ∈ 𝕏  هاية
ّ
 الن

َّ
ن  . 𝕐هي نقطة تجمع للمجموعة  𝑎وإ 

ي   الفضاءَ المتر
َّ
هن أن ِ منتهيةٍ نقطة تجمع )واحدة على الأقل(، ولنتر  مجموعةٍ جزئيةٍ غتر

 لكلِّ
َّ
,𝕏)لنفرض أن 𝑑) 

 
ّ
اصٌّ بالت . مُتر  والي

 من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)لتكن 
ً
𝑎، إذا وجد 𝕏متتالية ∈ 𝕏  

َّ
𝑎𝑛بحيث أن = 𝑎  لأجل عدد غتر منتهٍ من قيم

𝑛 المتتالية 
َّ
ن ,𝑎}، فإ  𝑎, … , 𝑎,…  من المتتالية  {

ٌ
 جزئية

ٌ
 من  𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)متتالية

ٌ
 . 𝑎متقاربة

ر كلُّ عنصر  من عناصر المتتالي  من المرّات، لنختر المتتالية الجزئية  𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)ة إذا تكرَّ
ً
 منتهيا

ً
𝑘∈ℕ(𝑎𝑛𝑘)عددا

 

، حسب الفرض للمجموعة  ي عناصرها مختلفة مثت  مثت 
𝑎𝑛1}التر , 𝑎𝑛2 , … نقطة تجمع )واحدة على الأقل(  {

 . 𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)ون هذه المتتالية جزئية من ويمكن اختيار متتالية جزئية متقاربة من نقطة الـتجمع تلك وستك

 :(𝟑)تمهيدية 

 ب
ً
ا اصَّ  وأن يكون مُتر

َّ
اص  لابُد ي مُتر . كلُّ فضاءٍ متر والي

ّ
 الت

 البرهان:

ِ منتهيةٍ نقطة تجمع )واحدة على الأقل(.  (2)حسب التمهيدية   مجموعةٍ جزئيةٍ غتر
 لكلِّ

َّ
 يجب إثبات أن

,𝕏)ليكن  𝑑)  ُم 
ً
يا ، ولتكن فضاءً متر

ً
ا اصَّ َ منتهيةٍ من  𝕐تر  غتر

ً
 جزئية

ً
 ـ 𝕏مجموعة  ل

َّ
هن أن نقطة تجمع  𝕐، ولنتر

 )واحدة على الأقل(. 
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َّ
 أن

ً
𝑦لا نقاط تجمع لها، عندئذٍ لأيِّ  𝕐لنفرض مؤقتا ∈ 𝕐  

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 كرة

ُ
,𝑁(𝑦توجد 𝜀𝑦)  لاتحوي سوى العنصر

𝑦  من𝕐 . 

 
َّ
′𝕐بما أن = 𝜙 ⊆ 𝕐 ا 

َّ
ن  من الفضاء  𝕐لمجموعة فإ 

ٌ
 مُغلقة

ٌ
مهيدية  𝕏مجموعة

ّ
اصّ حسب الت   (1)المتر

َّ
ن إ 

 
َ
.  𝕐المجموعة

ٌ
ة اصَّ  مُتر

𝑦لأيِّ  ∈ 𝕐  المجموعة وحيدة العنصر 
َّ
ن ي  {𝑦}إ  ي الفضاء المتر

 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
,𝕐)مجموعة 𝑑|𝕐)  ها أثر الكرة

ّ
)لأن

,𝑁(𝑦المفتوحة  𝜀𝑦)  ي ي الفضاء المتر
 
,𝕏)ف 𝑑)  على المجموعة الجزئية𝕐  .) 

 
ُ
  𝕐ولمّا كانت المجموعة

ُ
لُ الجماعة

ِّ
َ منتهيةٍ تشك Γغتر = {{𝑦}  ∶   𝑦 ∈ 𝕐}  ـ   ل

ً
 مفتوحة

ً
، وهذه 𝕐تغطية

غطية 
ّ
 ـ  Γالت  ل

ً
 منتهية

ً
 جزئية

ً
 وأن  𝕐لاتحوي تغطية

َّ
اصّة، وهذا تناقض ومنه الفرض المؤقت خاط  أي لابُد المُتر

ي  𝕐يكون للمجموعة  الي الفضاء المتر
ّ
,𝕏)نقطة تجمع واحدة على الأقل، وبالت 𝑑)  . والي

ّ
اصٌّ بالت  مُتر

 :(𝟒)تمهيدية 

ي لا  والي من فضاءٍ متر
ّ
ةٍ بالت اصَّ . كلُّ مجموعةٍ جزئيةٍ مُتر

ً
 ومغلقة

ً
 وأن تكون محدودة

َّ
 بُد

 البرهان:

,𝕏)ليكن  𝑑)  ولتكن ،
ً
يا  بال 𝐾فضاءً متر

ً
ة اصَّ  مُتر

ً
 جزئية

ً
والي من مجموعة

ّ
 . 𝕏ت

 -لنثبت 
ً
  -أوّل

َ
 المجموعة

َّ
 قطر  𝐾أن

َّ
، أي أن

ٌ
:  𝐾محدودة  ـ  المُعطى ب

𝛿(𝐾) = 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑥, 𝑦)   ∶    𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾} 

 منتهٍ. 

 
َّ
 أن

ً
𝛿(𝐾)لنفرض مؤقتا = 𝑦1، عندئذٍ لأجل ∞+ ∈ 𝐾  مثبت يوجد𝑦2 ∈ 𝐾  

َّ
,𝑑(𝑦1بحيث أن 𝑦2) > 1 . 

 
َّ
𝛿(𝐾)بما أن = +∞ 

ُ
𝑦3، يوجد ∈ 𝐾  

َّ
,𝑑(𝑦1بحيث أن 𝑦3) > 1 + 𝑑(𝑦1, 𝑦2) . 

𝑛بالمتابعة بحيث لأي  ∈ {2,3, …   𝑦𝑛نختار  {
َّ
,𝑑(𝑦1بحيث أن 𝑦𝑛) > 1 + 𝑑(𝑦1, 𝑦𝑛−1) . 

 
َّ
ي أن

ي بدورها تقتض 
,𝑑(𝑦1التر 𝑦𝑚) > 1 + 𝑑(𝑦1, 𝑦𝑛)  لأجل𝑚 > 𝑛اجحة ال : ، وحسب متر

َّ
ث نجد أن

ّ
 مثل

𝑑(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) ≥ |𝑑(𝑦1, 𝑦𝑚) − 𝑑(𝑦1, 𝑦𝑛)| > 1 

، وهذا  𝐾من عناصر المجموعة  𝑛∈ℕ(𝑦𝑛)لذلك لاتحوي المتتالية 
ً
 متقاربة

ً
 جزئية

ً
والي متتالية

ّ
ة بالت اصَّ المُتر

𝛿(𝐾)تناقض، ومنه الفرض الوقت خاط  لذلك  <  . محدودة 𝐾أي المجموعة  ∞+

  -الآن-لثبت 
َ
 المجموعة

َّ
.  𝐾أن

ٌ
 مُغلقة

 من عناصر  𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)لتكن 
ً
 من  𝐾متتالية

ً
𝑎متقاربة ∈ 𝕏 

َّ
𝑎، لنثبت أن ∈ 𝐾  لتكون𝐾  .

ً
 مُغلقة
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َ
 المجموعة

َّ
والي تحوي المتتالية  𝐾بما أن

ّ
 بالت

ٌ
ة اصَّ   𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)مُتر

ً
 جزئية

ً
𝑘∈ℕ(𝑎𝑛𝑘)متتالية

 من عنصر  متقا 
ً
ربة

𝑎̅ ∈ 𝐾 المتتالية الأصلية 
َّ
 من  𝑛∈ℕ(𝑎𝑛)، بيد أن

ٌ
 𝑎متقاربة

َّ
𝑎، لذا نجد أن = 𝑎̅ ∈ 𝐾 الي

ّ
.  𝐾، وبالت

ٌ
 مُغلقة

 :(𝟓)تمهيدية 

 .
ً
 وتامّا

ً
يّا
ّ
 كل
ً
 وأن يكون محدودا

َّ
والي لابُد

ّ
اصُّ بالت ي المُتر  الفضاءُ المتر

 البرهان:

,𝕏)ليكن  𝑑)  
ً
يا .  فضاءً متر والي

ّ
 بالت

ً
ا اصَّ  مُتر

 
َّ
يّا.  𝕏لنثبت أن

ّ
 كل
ٌ
 محدود

𝜀ليكن  > ي البعد فيما بينها أكتر أو يساوي  𝕏مجموعة نقاط الفضاء  𝐴، و 0
𝑝)إذا كانت  𝜀التر ∈ 𝐴  و𝑞 ∈ 𝐴 

𝑝بحيث  ≠ 𝑞  
َّ
ن ,𝑑(𝑝فإ  𝑞) ≥ 𝜀 

َ
 المجموعة

َّ
هن أن .  𝐴(، ولنتر

ٌ
 منتهية

 
َ
 المجموعة

َّ
 أن

ً
ُ  𝐴لنفرض مؤقتا بحيث    𝕏من عناصر  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)منتهيةٍ، لذا يمكن بناء متتالية  غتر

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≥ 𝜀  طالما𝑚 ≠ 𝑛 
َ
 المتتالية

َّ
،  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛). من الواضح أن

ً
 متقاربة

ً
 جزئية

ً
لا يمكن أن تحوي متتالية

، ومنه الفرض المؤقت خاط   𝕏وهذا تناقض كون الفضاء  والي
ّ
اصٌّ بالت  منتهية.  𝐴أي المجموعة  مُتر

𝑝1لنثبت  ∈ 𝐴 أن نختار 
ً
𝑝2، إذا كان ممكنا ∈ 𝐴  بحيث𝑑(𝑝1, 𝑝2) ≥ 𝜀 .نقف 

ً
 ، إذا لم يكن ممكنا

 أن نختار 
ً
𝑝3إذا كان ممكنا ∈ 𝐴  بحيث𝑑(𝑝2, 𝑝3) ≥ 𝜀  و𝑑(𝑝1, 𝑝3) ≥ 𝜀 .نقف 

ً
 ، إذا لم يكن ممكنا

 
ً
قاط بالمتابعة )إذا كان ممكنا

ّ
,𝑝1( أن نختار الن 𝑝2, … , 𝑝𝑚  بحيث𝑑(𝑝𝑖 , 𝑝𝑗) ≥ 𝜀  1لأجل ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 ،

𝑝𝑚+1عندئذٍ لنختار نقطة  ∈ 𝐴  بحيث𝑑(𝑝𝑖 , 𝑝𝑚+1) ≥ 𝜀  لأجل𝑖 = 1:𝑚̅̅ ̅̅  نقف. ̅̅
ً
 ، إذا لم يكن ممكنا

ي هذه الحالة كلُّ نقطةٍ من 
 
ي كرةٍ مفتوحةٍ نصف قطرها  𝕏ف

 
 ف

ٌ
قاط  𝜀محتواة

ّ
,𝑝1ومركزها احدى الن 𝑝2, … , 𝑝𝑚 

𝜀لذا لدينا شبكة  ـ  − الي 𝕏منتهية ل
ّ
.  𝕏، وبالت

ً
يّا
ّ
 محدود كل

 
َّ
.  𝕏لنثبت أن  تامٌّ

 𝕏متتالية كوشّي من عناصر  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لتكن 
َّ
والي تحوي المتتالية  𝕏، بما أن

ّ
اصٌّ بالت   𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)مُتر

ً
متتالية جزئية

 من عنصر 
ً
، 𝑥متقاربة ومن نفس العنصر  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)ومنه )حسب تمرين( المتتالية الأصلية  𝕏من  𝑥متقاربة

الي الفضاء 
ّ
.  𝕏وبالت  تامٌّ

 :(𝟔)تمهيدية 

 . والي
ّ
 بالت

ً
اصّا  وأن يكون مُتر

َّ
ام لابُد

ّ
 والت

ً
يّا
ّ
 كل
ُ
ي المحدود  الفضاء المتر
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 قضيةّ مساعدة:

,𝕏)ليكن  𝑑)  ًو فضاء ، والي
ّ
 بالت

ً
ا اصَّ  مُتر

ً
يّا  ـ  𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)متر َ منتهيةٍ ل  غتر

ً
 مفتوحة

ً
 𝕏تغطية

ُ
𝜀. عندئذٍ يوجد > 0 

ي واحدة على الأقل من المجموعات المفتوحة  𝜀بحيث كلُّ كرةٍ نصف قطرها 
 
 ف

ٌ
 . 𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)محتواة

 :(𝟕)تمهيدية 

وا
ّ
اصُّ بالت ي المُتر  الفضاء المتر

َّ
. لي لابُد

ً
ا اصَّ   وأن يكون مُتر

 البرهان:

,𝕏)ليكن  𝑑)  و ، والي
ّ
 بالت

ً
ا اصَّ  مُتر

ً
يّا  ـ  𝛼∈𝐴(𝒪𝛼)فضاءً متر َ منتهيةٍ ل  غتر

ً
 مفتوحة

ً
حسب القضيّة  𝕏تغطية

 
ُ
𝜀المساعدة يوجد > ي واحدة من المجموعات المفتوحة  𝜀بحيث كلُّ كرةٍ ذات نصف قطر  0

 
 ف

ٌ
 . 𝒪𝛼محتواة

 الفضاء  (5)يدية وفق التمه
َّ
ن  لذلك توجد  𝕏إ 

ً
يّا
ّ
 كل
ٌ
,𝑝1}محدود 𝑝2, … , 𝑝𝑘}  بحيث𝕏 = ⋃ 𝑁(𝑝𝑖 , 𝜀)

𝑘
𝑖=1 ،

𝑁(𝑝𝑖وكون  , 𝜀) ⊆ 𝒪𝛼𝑖  ُل
ِّ
𝒪𝛼1}تشك , 𝒪𝛼2 , … , 𝒪𝛼𝑘}  ـ   ل

ً
 منتهية

ً
 جزئية

ً
غطية الأصلية  𝕏تغطية

ّ
من الت

(𝒪𝛼)𝛼∈𝐴  ـ  الي 𝕏ل
ّ
.  𝕏، وبالت اصٌّ  مُتر

 معايير الت راص في الفضاءات المترية:

 للفضاء.  (1)
ً
 منتهية

ً
 جزئية

ً
 تحوي كلُّ تغطيةٍ مفتوحةٍ للفضاء تغطية

(2)  .
ً
 متقاربة

ً
 جزئية

ً
 تحوي كلُّ متتاليةٍ من عناصر الفضاء متتالية

(3)   .
ٌ
حةٍ أعظميةٍ متقاربة

ّ
 كلُّ مرش

َ خالٍ. أيُّ جماعةٍ من  (4)  وأن يكون تقاطعُها غتر
َّ
قاطع المنتهي لابُد

ّ
 المجموعات المغلقة المتمتعة بخاصة الت

ِ منتهيةٍ نقطة تجمع )واحدة على الأقل(.  (5)  مجموعةٍ جزئيةٍ غتر
 لأيِّ

(6)  .  وتامٌّ
ً
يّا
ّ
 كل
ٌ
 الفضاء بأكمله محدود

 المرجع:

[1] E. Copson. Metric Spaces. Cambridge University Press. 1968. (P.72) 
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ا( مبرهنة: ا و برهانا  )مطلوبة نصا

ي فضاء هاو 
 
ةٍ ف اصَّ . كلُّ مجموعةٍ جزئيةٍ مُتر

ً
 وأن تكون مُغلقة

َّ
 سدورف لابُد

 البرهان:

,𝕏)ليكن  𝜏)  هاوسدورف، ولتكن 
ً
𝐾فضاءً تبولوجيّا ⊆ 𝕏  .

ً
ة اصَّ  مُتر

ً
 جزئية

ً
 مجموعة

 
َّ
  𝐾لإثبات أن

َّ
 يجبُ إثبات أن

ٌ
 مُغلقة

ٌ
ها جوارٌ لكلِّ نقطةٍ من  𝐾𝑐 مجموعة

َّ
، وذلك بإثبات أن

ٌ
 مفتوحة

ٌ
مجموعة

 نقاطها. 

𝑥لأيِّ  ∈ 𝐾𝑐  ٌجوارٌ مفتوح 
ُ
 يوجد

ُ
ه
َّ
 ـ  𝑈مثبت، لنثبت أن   𝑥ل

َّ
𝑥بحيث أن ∈ 𝑈 ⊆ 𝐾𝑐 . 

 كان 
ً
𝑦أيّا ∈ 𝐾  

َّ
ن 𝑥فإ  ≠ 𝑦 

َّ
:  𝕏، وبما أن

َّ
ن  فضاءُ هاوسدورف، فإ 

∃𝑈𝑥
(𝑦)
∈ 𝒱𝑥          ∃𝑈𝑦

(𝑥)
∈ 𝒱𝑦          ∶           𝑈𝑥

(𝑦)
∩ 𝑈𝑦

(𝑥)
= 𝜙 

 
َّ
𝐾نلاحظ أن ⊆ ⋃ 𝑈𝑦

(𝑥)
𝑦∈𝐾 أي ،{𝑈𝑦

(𝑥)
∶   𝑦 ∈ 𝐾}  لـلمجموعة 

ٌ
 مفتوحة

ٌ
  𝐾تغطية

ُ
ة، ومنه توجد اصَّ المُتر

𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛  من𝐾  
َّ
𝐾بحيث أن ⊆ 𝑈𝑦1

(𝑥)
∪ 𝑈𝑦2

(𝑥)
∪ …∪ 𝑈𝑦𝑛

(𝑥)
 . 

𝑈لنأخذ  = 𝑈𝑥
(𝑦1) ∩ 𝑈𝑥

(𝑦2) ∩ …∩ 𝑈𝑥
(𝑦𝑛) 

َّ
ها تقاطعٌ منتهٍ لمجموعاتٍ  𝑈، نلاحظ أن

َّ
ن
َ
 )لأ

ٌ
 مفتوحة

ٌ
مجموعة

  𝑥مفتوحةٍ( تحوي 
َّ
𝑥)لأن ∈ 𝑈𝑥

(𝑦𝑖)  ِّلأي𝑖 = 1: 𝑛̅̅ ̅̅ ̅( . 

𝑧إذا كان  ∈ 𝐾  
ُ
𝑈𝑦𝑖يوجد

(𝑥)
𝑖حيث   ∈ {1,2, . . , 𝑛}  بحيث𝑧 ∈ 𝑈𝑦𝑖

(𝑥)
𝑧ومنه   ∉ 𝑈𝑥

(𝑦𝑖)  أي𝑧 ∉ 𝑈 الي
ّ
، وبالت

𝑈 ⊆ 𝐾𝑐 . 

 من  𝑥ولمّا كانت 
ً
 كيفيّة

ً
 𝐾𝑐نقطة

َّ
الي  𝐾𝑐، نستنتج أن

ّ
 وبالت

ٌ
 مفتوحة

ٌ
.  𝐾مجموعة

ٌ
 مُغلقة

ٌ
 مجموعة

 مثال معاكس:

 
ْ
ذ
ُ
,ℝ)خ 𝜏𝑐𝑓)  وℙ = {2,3,5,7,11,13,… . }  

َّ
ها  ℙ)مجموعة الأعداد الأوّليّة(، لاحظ أن

ّ
 لكن

ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
مجموعة

 )ولا مفتوحة(. 
ً
 ليست مُغلقة
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 ( تتمات11)

 مبرهنة بيير:

,𝕏)ليكن  𝑑)  حيث ،
ً
 تامّا

ً
يا 𝕏فضاءً متر ≠ 𝜙 . 

ي  𝑛∈ℕ(𝒪𝑛)إذا كانت 
 
 من المجموعات المفتوحة الكثيفة ف

ً
 تقاطعَها 𝕏متتالية

َّ
ن ⋂، فإ  𝒪𝑛

+∞
𝑛=1  ورة

)ليس بالصر ّ

ي 
 
 ف

ٌ
 كثيفة

ٌ
( مجموعة

ً
 مفتوحة

ً
 . 𝕏مجموعة

 النقّطة الثاّبتة:

ابتة لتطبيق 
ّ
قطة الث

ّ
:𝑇الن 𝕏 ⟶ 𝕏  ٍلمجموعة𝕏  

ٌ
ي نفسها هي نقطة

 
طبيق  𝕏من  𝑥ف

ّ
ها وفق الت

ُ
تكون صورت

قطة 
ّ
  𝑥الن

َّ
((  𝑥ذاتها )بمعت  أن

ً
: 𝑇وفق ))تبقر ثابتة

َّ
 (، أي أن

𝑇𝑥 = 𝑥 

 الصّورة 
َّ
ي بأن

 و العنصر  𝑇𝑥الأمر الذي يعت 
ُ
 . 𝑥تتطابق

 التقّليص:

,𝕏)ليكن  𝑑)  .
ً
يا  فضاءً متر

 
ُ
طبيق

ّ
:𝑇يُدعى الت (𝕏, 𝑑) ⟶ (𝕏, 𝑑)  على 

ً
ٌّ موجبٌ  𝕏تقليصا ي

 حقيقر
ٌ
 من الواحد  𝛼إذا وجد عدد

ً
وأصغر تماما

 إذا كان 
ُ
ه
َّ
ن
َ
:  𝕏ين من عنصر  𝑦و  𝑥بحيث أ

َّ
ن  فإ 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝛼𝑑(𝑥, 𝑦) 

 مبرهنة النقّطة الثاّبتة لباناخ )مبرهنة التقّليص(:

,𝕏)ليكن  𝑑)  حيث ،
ً
يا 𝕏فضاءً متر ≠ 𝜙 . 

,𝕏)إذا كان  𝑑)  
ُ
طبيق

ّ
 وكان الت

ً
:𝑇تامّا (𝕏, 𝑑) ⟶ (𝕏, 𝑑)  على 

ً
 ـ 𝕏تقليصا  ل

ُ
 توجد

ُ
ه
َّ
ن نقطة ثابتة واحدة  𝑇، فإ 

بط. 
ّ
 بالض

 ل المسافة الوترية : حو
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𝑝)أعدادا  حقيقي ة  غيرَ سالبةٍ، حسب متراجحة مينكوفسكي  𝑏2و  𝑏1و 𝑎2و 𝑎1لتكن  = 2) :  فإنِ 

((𝑎1 + 𝑏1)
2 + (𝑎2 + 𝑏2)

2)
1
2 ≤ (𝑎1

2 + 𝑎2
2)
1
2 + (𝑏1

2 + 𝑏2
2)
1
2 

 قدي ة ، ولنعوض في العلاقة الس ابقة:أعدادا  ع 𝑧و 𝑦و 𝑥لتكن 

𝑎1 = |𝑥 − 𝑦|        𝑏1 = |𝑦 − 𝑧|        𝑎2 = |𝑥 − 𝑦||𝑧|        𝑏2 = |𝑦 − 𝑧||𝑥| 

:  نجد أن 

((|𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧|)2 + (|𝑥 − 𝑦||𝑧| + |𝑦 − 𝑧||𝑥|)2)
1
2

≤ (|𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 − 𝑦|2|𝑧|2)
1
2 + (|𝑦 − 𝑧|2 + |𝑦 − 𝑧|2|𝑥|2)

1
2 

:   نلاحظ أن 

(|𝑥 − 𝑦|2 + |𝑥 − 𝑦|2|𝑧|2)
1
2 = (|𝑥 − 𝑦|2(1 + |𝑧|2))

1
2 = |𝑥 − 𝑦|√1 + |𝑧|2 

(|𝑦 − 𝑧|2 + |𝑦 − 𝑧|2|𝑥|2)
1
2 = (|𝑦 − 𝑧|2(1 + |𝑥|2))

1
2 = |𝑦 − 𝑧|√1 + |𝑥|2 

 ابقة:بالت عويض في العلاقة الس  

((|𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧|)2 + (|𝑥 − 𝑦||𝑧| + |𝑦 − 𝑧||𝑥|)2)
1
2

≤ |𝑥 − 𝑦|√1 + |𝑧|2 + |𝑦 − 𝑧|√1 + |𝑥|2    (∗) 

:  بما أن 

|𝑥 − 𝑧| ≤ |𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧| 

:  فإنِ 

|𝑥 − 𝑧|2 ≤ (|𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧|)2   (1) 

:  وبما أن 

|𝑥 − 𝑧||𝑦| = |𝑥𝑦 − 𝑧𝑦| = |𝑥𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝑥𝑧 − 𝑧𝑦| = |𝑥(𝑦 − 𝑧) + 𝑧(𝑥 − 𝑦)|

≤ |𝑦 − 𝑧||𝑥| + |𝑥 − 𝑦||𝑧| 

:  فإنِ 

|𝑥 − 𝑧|2|𝑦|2 ≤ (|𝑥 − 𝑦||𝑧| + |𝑦 − 𝑧||𝑥|)2   (2) 

: (2)و  (1)بجمع   نجد أن 

|𝑥 − 𝑧|2 + |𝑥 − 𝑧|2|𝑦|2 ≤ (|𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧|)2 + (|𝑥 − 𝑦||𝑧| + |𝑦 − 𝑧||𝑥|)2 

 بجذر طرفي العلاقة الس ابقة:

(|𝑥 − 𝑧|2 + |𝑥 − 𝑧|2|𝑦|2)
1
2 ≤ ((|𝑥 − 𝑦| + |𝑦 − 𝑧|)2 + (|𝑥 − 𝑦||𝑧| + |𝑦 − 𝑧||𝑥|)2)

1
2   (∗∗) 

: (∗∗)و  (∗)من   نجد أن 
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(|𝑥 − 𝑧|2 + |𝑥 − 𝑧|2|𝑦|2)
1
2 ≤ |𝑥 − 𝑦|√1 + |𝑧|2 + |𝑦 − 𝑧|√1 + |𝑥|2 

:  نلاحظ أن 

(|𝑥 − 𝑧|2 + |𝑥 − 𝑧|2|𝑦|2)
1
2 = (|𝑥 − 𝑧|2(1 + |𝑦|2))

1
2 = |𝑥 − 𝑧|√1 + |𝑦|2 

 بالت عويض في العلاقة الس ابقة:

|𝑥 − 𝑧|√1 + |𝑦|2 ≤ |𝑥 − 𝑦|√1 + |𝑧|2 + |𝑦 − 𝑧|√1 + |𝑥|2 

1√)بالت قسيم على  + |𝑦|2√1 + |𝑧|2√1+ |𝑥|2) :  نجد أن 

|𝑥 − 𝑧|

√1 + |𝑥|2√1 + |𝑧|2
≤

|𝑥 − 𝑦|

√1 + |𝑥|2√1+ |𝑦|2
+

|𝑦 − 𝑧|

√1 + |𝑦|2√1 + |𝑧|2
 

: (2)بالض رب بـِ   نجد أن 

2|𝑥 − 𝑧|

√1 + |𝑥|2√1 + |𝑧|2
≤

2|𝑥 − 𝑦|

√1 + |𝑥|2√1+ |𝑦|2
+

2|𝑦 − 𝑧|

√1 + |𝑦|2√1 + |𝑧|2
 

 أي:

σ(𝑥, 𝑧) ≤ σ(𝑥, 𝑦) + σ(𝑦, 𝑧) 

 مطلوب.وهو ال

𝟐𝟎𝟏𝟕الفصل الأوّل دورة  حل أسئلة                            − 𝟐𝟎𝟏𝟔 

ل:   (40)الس ؤال الأو 

دةِ بتبولوجيا المتممات  (𝟏) ف الفضاء التبّولوجي المُترابط، ثمَُّ هل مجموعةُ الأعدادِ الطّبيعيةِّ المزوَّ عرِّ

ر.  المنتهية هي فضاءٌ مُترابطٌ ؟ برِّ

هي مجموعةٌ مُغلقةٌ في هذا الفضاء ؟ وهل هي مفتوحةٌ  𝟐𝟎𝟏𝟕مضاعفاتِ العددِ الأوّلي وهل مجموعةُ 

ر.  فيه ؟ برِّ

 الحل:

 
ُ

ابط ي المُتر بولوجر
ّ
 . (1)تعريف  (51)الفضاءُ الت

 . ، لاحظ صفَّ المجموعات  المفتوحة  وصفَّ المجموعات  المُغلقة 
ٌ

ابط  نعم هي فضاءٌ مُتر

 مضاعفات  العدد  ا
ُ
 )لاهي ولا متممتها منتهية(.  2017لأوّلي مجموعة

ً
 ولامُغلقة

ً
 ليست مفتوحة
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اً. (𝟐) ف الفضاء المُتراصّ، وأثبتْ أنَّ جداء فضاءين مُتراصَّين يكون مُتراصَّ  عرِّ

 الحل:

اصُّ   . (1)تعريف  (43)الفضاءُ المُتر

,𝕏1)ليكن كل من  𝜏1)  و(𝕏2, 𝜏2)  َّاص  مُتر
ً
. فضاءً تبولوجيّا

ً
 ا

𝕏لتكن  = 𝕏1 × 𝕏2  بتبولوجيا الجداء 
ً
دة (.  𝜏مُزوَّ

ً
ي هي أصغرُ تبولوجيا تجعل تطبيقات  الإسقاط  مستمرة

 )والتر

𝔉لتكن  ⊆ 𝒫(𝕏)  على 
ً
 أعظمية

ً
حة

ّ
 . 𝕏مُرش

:𝑝𝑟𝑖ليكن  𝕏 ⟶ 𝕏𝑖  حيث(𝑖 =  𝕏𝑖( تطبيق الإسقاط على 1,2
َّ
 تطبيق الإسقاط غامرٌ ونعلم أن

َّ
ن  صورة ، إ 

 ومنه 
ٌ
 أعظمية

ٌ
حة

ّ
حة الأعظمية وفق تطبيقٍ غامر  هي مُرش

ّ
𝔉𝑖المرش = 𝑝𝑟𝑖(𝔉)  على 

ٌ
 أعظمية

ٌ
 𝕏𝑖مرشحة

 
ُ
، ومنه يوجد

ٌ
اصّ فهي متقاربة 𝑥𝑖المُتر ∈ 𝕏𝑖  

َّ
𝔉𝑖بحيث أن ⟶ 𝑥𝑖  حيث(𝑖 = 1,2 .) 

 
َّ
⟶𝔉1بما أن 𝑥1  و𝔉2⟶ 𝑥2  

َّ
ن 𝒱𝑥1فإ  ⊆ 𝔉1  و𝒱𝑥2 ⊆ 𝔉2 . 

𝑉1ومنه لأيِّ  ∈ 𝒱𝑥1  و𝑉2 ∈ 𝒱𝑥2  
َّ
ن 𝑉1فإ  ∈ 𝔉1  و𝑉2 ∈ 𝔉2 . 

 
َّ
𝔉1وبما أن = 𝑝𝑟1(𝔉)  و𝔉2 = 𝑝𝑟2(𝔉) 

ُ
 توجد

ُ
ه
َّ
ن 𝐹1، وتطبيقات الإسقاط غامرة فإ  ∈ 𝔉  و𝐹2 ∈ 𝔉  بحيث

 
َّ
𝑉1أن = 𝑝𝑟1(𝐹1)  و𝑉2 = 𝑝𝑟2(𝐹2) . 

 
َّ
   𝔉و  𝔉من  𝐹2و  𝐹1بما أن

َّ
ن حة فإ 

ّ
𝐸مُرش = 𝐹1 ∩ 𝐹2  من𝔉 . 

 :
َّ
 لاحظ أن

𝑉1 = 𝑝𝑟1(𝐹1) ⊇ 𝑝𝑟1(𝐹1 ∩ 𝐹2) = 𝑝𝑟1(𝐸) = 𝐸1 

𝑉2 = 𝑝𝑟2(𝐹2) ⊇ 𝑝𝑟2(𝐹1 ∩ 𝐹2) = 𝑝𝑟2(𝐸) = 𝐸2 

 ومنه: 

𝑉1 × 𝑉2 ⊇ 𝐸1 × 𝐸2 ⊇ 𝐸 = 𝐹1 ∩ 𝐹2 

𝑉1ومنه  × 𝑉2  من𝔉   كون𝔉  حة و
ّ
𝑉1مُرش × 𝑉2 ⊇ 𝐸 ∈ 𝔉 . 

ق المطلوب، أي 
ّ
𝒱𝑥وهذا كافٍ لتحق ⊆ 𝔉  حيث𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)  و𝔉⟶ 𝑥 . 

الي فضاءُ الجداء 
ّ
,𝕏)وبالت 𝜏)  . اصٌّ  مُتر

ة أو خطأ مايلي: الس ؤال ا ر صح   (30)لث اني: بر ِ

(𝒂) .ِّصَفُّ المجالاتِ المفتوحةِ هو مُرشّحةٌ على مجموعةِ الأعدادِ الحقيقية 

 الحل: 

 
َّ
]0,1[لا، لاحظ أن ⊆ [−1,2] . 
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(𝒃) .ٌكُلُّ فضاءٍ متري هو فضاءٌ ناظمي 

 الحل: 

ي هو  لَّ فضاءٍ متر
ُ
 ك
َّ
 إل م 𝑇4و  𝑇1يجب إثبات أن

ْ
د
ُ
ي ومسلمات الفصل(. )ع  لف الفضاء المتر

(𝒄) .ًكُلُّ فضاءٍ مُتراصٍّ وهاوسدورف يكون فضاءً مُنتظما 

 الحل: 

 فضاءُ 
ُ
ه
َّ
 . 𝑇3و  𝑇1يجب إثبات أن

 فضاء هاوسدورف فهو فضاء 
ُ
ه
َّ
 فضاءُ 𝑇1بما أن

ُ
ه
َّ
ي إثبات أن

 . 𝑇3، بقر

َ خاليةٍ و  𝐾لتكن   غتر
ً
 مُغلقة

ً
𝑝مجموعة ∉ 𝐾،  الفضاء 

َّ
,𝕏)بما أن 𝜏)  اصٌّ و   𝐾مُتر

َّ
ن  فإ 

ٌ
 مُغلقة

ٌ
 𝐾مجموعة

 .
ٌ
ة اصَّ  مُتر

ٌ
 مجموعة

𝑥ليكن  ∈ 𝐾  
َّ
ن 𝑝فإ  ≠ 𝑥 

َّ
:  𝕏، وبما أن

ُ
ه
َّ
ن  هاوسدروف، فإ 

∃𝑈𝑥
(𝑝)
∈ 𝒱𝑥      ∃𝑈𝑝

(𝑥)
∈ 𝒱𝑝      ∶       𝑈𝑥

(𝑝)
∩ 𝑈𝑝

(𝑥)
= 𝜙 

 
َّ
𝐾نلاحظ أن ⊆ ⋃ 𝑈𝑥

(𝑝)
𝑥∈𝐾 أي ،{𝑈𝑥

(𝑝)
  ∶    𝑥 ∈ 𝐾}  ـ   ل

ٌ
 مفتوحة

ٌ
  𝐾تغطية

ُ
ة ومنه توجد اصَّ المُتر

𝑥1, 𝑥2, . . , 𝑥𝑛  من𝐾  
َّ
𝐾بحيث أن ⊆ 𝑈𝑥1

(𝑝)
∪ 𝑈𝑥2

(𝑝)
∪ …∪ 𝑈𝑥𝑛

(𝑝)
 . 

𝒪𝐾لنأخذ  = 𝑈𝑥1
(𝑝)
∪ 𝑈𝑥2

(𝑝)
∪ …∪ 𝑈𝑥𝑛

(𝑝)
𝒪𝑝، و  = 𝑈𝑝

(𝑥1) ∩ 𝑈𝑝
(𝑥2) ∩ …∩ 𝑈𝑝

(𝑥𝑛)  .تحققان المراد 

(𝒅)  ًكُلُّ فضاءٍ مُتراصٍّ وهاوسدورف يكون فضاء ً  .ناظميا

 الحل: 

مجموعتان  𝐹2و  𝐹1المتراص فإنِ   𝕏مجموعتين غير خاليتين مغلقتين وغير متقاطعتين من  𝐹2و  𝐹1لتكن 

تانم    . تراص 

𝑥لأجل  ∈ 𝐹1 (حسب ماسبق )  يوجد  جوار  مفتوح𝒪𝑥  ِلـ𝑥   وجوار  مفتوح𝒪𝐹2
(𝑥)

 : بحيث أن   𝐹2لـِ  

𝒪𝑥 ∩ 𝒪𝐹2
(𝑥)
= 𝜙 

𝐹1نلاحظ أن   ⊆ ⋃ 𝒪𝑥𝑥∈𝐹1 أي ،{𝒪𝑥  ∶   𝑥 ∈ 𝐹1}  ِتغطية  مفتوحة  لـ𝐹1   تراص 𝑖=1(𝑥𝑖)ة، ومنه يوجد الم 
𝑛  من

𝐹1   بحيث أن𝐹1 ⊆ 𝒪𝑥1 ∪ 𝒪𝑥2 ∪ …∪ 𝒪𝑥𝑛 . 

 : لنأخذ

𝒪𝐹1 = 𝒪𝑥1 ∪ 𝒪𝑥2 ∪ …∪ 𝒪𝑥𝑛              𝒪𝐹2 = 𝒪𝐹2
(𝑥1) ∩ 𝒪𝐹2

(𝑥2) ∩ …∩ 𝒪𝐹2
(𝑥𝑛) 

 . مطلوبيتم ال



 

 65 2الطوبولوجيا العامة 

 

  (30)الس ؤال الث الث: 

 (𝟑𝟕)اذكر نصَّ مبرهنة تيتس. 

 باناخ: –ثمَُّ اذكر نصَّ مبرهنة هان 

ي  𝑓ليكن 
 على فضاءٍ جزئ 

ً
 محدودا

ً
يّا
ّ
 خط

ً
مٍ  𝕐داليّا

َّ
 𝕏من فضاءٍ مُنظ

ٌ
ٌ محدود ي

ّ
ٌ خطى  دالي

ُ
 𝕏على  𝑓. عندئذٍ يوجد

 ـ   ل
ً
لُ ممددا

ِّ
ظيم ن 𝕏إل  𝑓يُشك

ّ
‖𝑓‖فسه وله الن

𝕏
= ‖𝑓‖𝕐  حيث‖𝑓‖𝕐 = 𝑠𝑢𝑝

𝑥∈𝕐
‖𝑥‖=1

|𝑓(𝑥)| و 

         ‖𝑓‖
𝕏
= 𝑠𝑢𝑝

𝑥∈𝕏
‖𝑥‖=1

|𝑓(𝑥)| وحيث( .‖𝑓‖𝕐 = افهة  0
ّ
ي الحالة الت

 
𝕐ف = {0}( . 

 وأخيراً اذكر توطئة يوريسون وفكرة إثباتها.

ها   إل ملف (36)نصُّ
ْ
د
ُ
مَّ ع

ُ
   " 𝑇4 " كلمات حول الفضاء ث

ر التبّولوجيا حل    (𝟐)أسئلة مقرَّ

 لطلاب السّنة الرّابعة رياضياّت

ل:  الس ؤال الأو 

دةً بالتبّولوجيا المولَّدة بالمجالاتِ  ℝلنأخذ مجموعة الأعداد الحقيقيةّ  ,∞−[مُزوَّ 𝒃] عينّ لصاقة .

ثمَُّ هل الفضاء التبّولوجي الناّتج هو فضاءٌ مُتراصٌّ ثمَُّ داخلها ومحيطها.  𝟕𝟐𝟏مجموعة قواسم العدد 

ر. 𝑻𝟐وهل هو فضاء   ؟ برِّ

 الحل:

𝒟هي  721مجموعة قواسم العدد  = {1,7,103,721} 
َّ
ن 𝒟̅، وإ  = [1, °𝒟و  ]∞+ = 𝜙  

𝐹𝑟(𝒟)و       = [1, +∞[ . 

غطية المفتوحة 
ّ
 الت

ْ
ذ
ُ
، خ

ً
ا اصَّ 𝒪𝑛}ليس مُتر = ]−∞, 𝑛]   ∶    𝑛 ∈ ℕ}  .ماذا تلاحظ 

  𝑇1كونه ليس   𝑇2ليس 
ْ
ذ
ُ
𝑥خ = 𝑦و  0 =  ـ  1  جوار  ل

 أيَّ
َّ
 . 𝑥سيحوي  𝑦لاحظ أن

 الس ؤال الث اني:

ر ذلك. ℝقاعدةٌ لمرشّحة على  ]∞+,𝒂]هل صَفُّ المجالاتِ   ؟ برِّ
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 الحل:

ℬليكن  = {[𝑎, +∞[   ∶    𝑎 ∈ ℝ} . 

 
َّ
ن ,1]إ  +∞[ ∈ ℬ  ومنهℬ ≠ 𝜙 . 

 كان 
ً
يّا
َ
𝑎وأ ∈ ℝ ف 

َّ
ن 𝑎إ  + 1 ∈ [𝑎,+∞[  ومنه𝜙 ∉ ℬ . 

𝐴1وإذا كان   = [𝑎1, 𝐴2و  ]∞+ = [𝑎2,   ℬمن  ]∞+
َّ
ن 𝐴فإ  = [𝑚𝑎𝑥{𝑎1, 𝑎2}, ي  ℬمن  ]∞+

 
ومُحتوى ف

𝐴1 ∩ 𝐴2 . 

 أثبتْ أنَّ كُلَّ مُرشّحةٍ أعظميةٍ على فضاءٍ مُتراصٍّ ستكون متقاربةً فيه.

 الحل: 

ظري. 
ّ
 راجع الن

 الث الث:الس ؤال 

ف ما يلي:   عرِّ

𝑻. الفضاء (𝟏)تعريف أو مبرهنة  𝑻𝟑  :(𝟑𝟑)الفضاء 
𝟑
𝟏

𝟐

 (𝟑𝟔)تعريف أو  𝑻𝟒  :(𝟑𝟓)تعريف. الفضاء  (𝟑𝟒):  

 . (𝟏)تعريف  (𝟓𝟏)مبرهنة تيتس في التمّديد. الفضاء غير المترابط :  (𝟑𝟕)أو تمهيدية يوريسون أو  (𝟏)مبرهنة 

,𝕏)ثمَُّ أثبتْ أنََّهُ إذا كان الفضاءُ التبّولوجيُ  𝝉)  غيرَ مُترابطٍ فثمة تطبيقٌ مستمرٌ وغامرٌ منطلقه𝕏  ومستقره المجموعة

{𝟎, ر.  {𝟏 دة بالتبّولوجيا المتقطعة، وهل العكس صحيح ؟ برِّ  والمزوَّ

 الحل:

ي  بولوجر
ّ
 الفضاءَ الت

َّ
,𝕏)لنفرض أن 𝜏)  :ابطٍ، ومنه ُ مُتر  غتر

∃𝒪1, 𝒪2 ∈ 𝜏     𝒪1 ≠ 𝜙     𝒪2 ≠ 𝜙     𝒪1 ∩ 𝒪2 = 𝜙     𝒪1 ∪ 𝒪2 = 𝕏 

طبيق 
ّ
ف الت :𝑓لنعرِّ (𝕏, 𝜏) ⟶ ({0,1}, 𝜏𝛿)  حيث(𝜏𝛿 = 𝒫({0,1}) : الي

ّ
حو الت

ّ
 ( على الن

𝑥لأيِّ  ∈ 𝒪1  
َّ
ن 𝑓(𝑥)فإ  = 𝑥، ولأيِّ 0 ∈ 𝒪2  

َّ
ن 𝑓(𝑥)فإ  = 1 

َّ
  ، من الواضح أن

َ
طبيق

ّ
 غامرٌ.  𝑓الت

ي المستقر هو 
 
 صَفَّ المجموعات  المفتوحة  ف

َّ
ن ,𝜙}إ  {0}, {1}, {0,1}} :

َّ
 ، ونلاحظ أن

𝑓−1(𝜙) = 𝜙  .ي المنطلق
 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 وهي مجموعة

𝑓−1({0}) = 𝒪1  .ي المنطلق
 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 وهي مجموعة

𝑓−1({1}) = 𝒪2  .ي المنطلق
 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 وهي مجموعة

𝑓−1({0,1}) = 𝕏  .ي المنطلق
 
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 وهي مجموعة

طبيق 
ّ
الي الت

ّ
 مستمرٌ.  𝑓وبالت

 والعكس صحيح. 

 
ٌ
 تطبيق

ُ
 يوجد

ُ
ه
َّ
ن
َ
:𝑓لنفرض أ (𝕏, 𝜏) ⟶ ({0,1}, 𝜏𝛿)  حيث(𝜏𝛿 = 𝒫({0,1}) .ٌمستمرٌ وغامر ) 

𝒪1لنأخذ  ∶= 𝑓
𝒪2و  ({0})1− ∶= 𝑓

−1({1}) :
َّ
 ، نلاحظ أن
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َّ
ن طبيق  𝒪2و  𝒪1إ 

ّ
 الت

َّ
ُ خاليتير  )لأن  غامرٌ(.  𝑓مجموعتان غتر

 
َّ
ن تيب- {1}و  {0}مجموعتان مفتوحتان )كونهما الخيال العكسي للمجموعتير   𝒪2و  𝒪1إ 

المفتوحتير   -على الترّ

طبيق 
ّ
ي المستقر وفق الت

 
 المستمر(.  𝑓ف

𝒪1 ∩ 𝒪2 = 𝑓
−1({0}) ∩ 𝑓−1({1}) = 𝑓−1({0} ∩ {1}) = 𝑓−1(𝜙) = 𝜙 . 

𝒪1 ∪ 𝒪2 = 𝑓
−1({0}) ∪ 𝑓−1({1}) = 𝑓−1({0} ∪ {1}) = 𝑓−1({0,1}) = 𝕏 . 

 ُ ي بولوجر
ّ
الي الفضاءُ الت

ّ
,𝕏)وبالت 𝜏)  .ٍابط ُ مُتر  غتر

ر التبّولوجيا   𝟐مشروع إجابات على أسئلة مقرَّ

انية ا
ّ
2018لدورة الث − 2017 

ل:  الس ؤال الأو 

(1) ℒ  
ٌ
 إذا وفقط إذا كان:  𝕏 لتبولوجيا على قاعدة

ℒ ⊆ 𝒫(𝕏)      و= 𝕏  لعناصر  من 
ٌ
 لعناصر  من  ℒو   تقاطعُ عنصرين من    ℒاتحاد

ٌ
 . ℒهو اتحاد

(1′) ℒ  لتبولوجيا 
ٌ
 إذا وفقط إذا كان:  𝕏على  𝜏قاعدة

ℒ ⊆ 𝜏    و   كلُّ عنصر  من𝜏  لعناصر  من 
ٌ
 . ℒهو اتحاد

(1′′) ℒ لتب 
ٌ
 إذا وفقط إذا كان:  𝕏على  𝜏ولوجيا قاعدة

∀𝒪 ∈ 𝜏  ∶    𝑥 ∈ 𝒪     ⟹      ∃ℓ ∈ ℒ  ∶    𝑥 ∈ ℓ ⊆ 𝒪 

(2) ℒ  قطة
ّ
 لجوارات الن

ٌ
 إذا وفقط إذا كان:  𝑎قاعدة

ℒ ⊆ 𝒱𝑎   حيث𝒱𝑎  جماعة جميع جوارات𝑎    ـ   جوار  ل
 ينتمي إل  𝑎و   كلُّ

ً
 وأن يحويَ جوارا

َّ
 . ℒلابُد

∀𝑉 ∈ 𝒱𝑎        ∃ℓ ∈ ℒ  ∶    𝑎 ∈ ℓ ⊆ 𝑉 

(3) ℒ  على 
ٌ
حة

َّ
 إذا وفقط إذا كان:  𝕏مرش

ℒ ⊆ 𝒫(𝕏)    و 

𝕏 ∈ ℒ       و𝜙 ∉ ℒ .   
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𝒜,ℬ ∈ ℒ   ⟹   𝒜 ∩ ℬ ∈ ℒ . 

𝒜 ∈ ℒ   ,   𝒜 ⊆ 𝒟   ⟹    𝒟 ∈ ℒ . 

(4) ℒ  تتقاربُ إل 
ٌ
حة

َّ
 إذا وفقط إذا كان :  𝑎مرش

 ـ   جوار  ل
𝒱𝑎أي :  ℒينتمي إل  𝑎كلُّ ⊆ ℒ . 

(5) (𝕏, 𝜏)  : )
ً
 )أو موضعيّا

ً
يّا
ّ
اصٌّ محل  مُتر

ةٍ، أي:  اصَّ  لكلِّ نقطةٍ منه جوارٌ ذو لصاقةٍ مُتر

∀𝑥 ∈ 𝕏  ∶    ∃𝑉 ∈ 𝒱𝑥   ∶    𝑉̅  
ٌ
ة اصَّ  مُتر

 )خمسُ درجاتٍ لكلِّ إجابةٍ(

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ 

 نظري( (ب)و  (أ))إختياري بير   الس ؤال الث اني:

. فك +توطئة يوريسون  (أ) ي الإتجاهير 
 
ها ف ثبات   إ 

ُ
 رة

27 = 10 + 10 + 7 . 

هنة تيخونوف  (ب) .  +متر ي الإتجاهير 
 
ثباتها ف  وإ 

27 = 10 + 10 + 7 . 

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ 

 درجة  48 عملىي    الس ؤال الث الث:

𝕏هنا  = ℝ  و𝒪  إذا كانت 
ٌ
مط   𝒪مفتوحة

ّ
 لمجالاتٍ من الن

ً
,𝑎]اتحادا 𝑏[ 

َّ
,𝑎]}، لأن 𝑏[ ⊆ ℝ   ,   𝑎 ≤ 𝑏} 

ة   للتبولوجيا المعتتر
ٌ
𝜏قاعدة = 𝜏[𝑎,𝑏[ . 

,𝕏) (أ) 𝜏)  فضاءُ هاوسدورف(𝑇2) (6 )درجات 
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ه إذا كان 
َّ
,𝑥لأن 𝑦 ∈ ℝ  بحيث𝑥 < 𝑦  

ْ
ذ
ُ
𝑐خ =

𝑥+𝑦

2
  

َّ
𝒪𝑥نجد أن = [𝑥, 𝑐[ ∈ 𝒱𝑥  و𝒪𝑦 = [𝑐, +∞[ ∈ 𝒱𝑦 

𝒪𝑥و  ∩ 𝒪𝑦 = 𝜙 . 

 درجات( 6؟   ) (𝑇3)هل هو فضاءُ  (ب)

 ـ  ي ل
ائ 
ّ
عريف الث

ّ
ق الت

ّ
 يحق

ُ
ه
َّ
ن
َ
 أ
َ

ي أن نلاحظ
 : (𝑇3)نعم، يكق 

 جوار  لنقطةٍ منه 
𝑎كلُّ ∈ 𝕏  :

َّ
 أن

َ
ي أن نلاحظ

(، ويكق 
ً
 آخر )مغلقا

ً
 يحوي جوارا

𝑉إذا كان  = [𝑎, 𝑏[ ∈ 𝒱𝑎  يوجد 
ُ
ه
َّ
ن 𝑎بحيث  𝑐فإ  < 𝑐 < 𝑏  و𝒲 = [𝑎, 𝑐[ ⊆ 𝑉 . 

 ) 𝒲و 
ٌ
 مغلقة

ٌ
(. مجموعة

ٌ
ها مفتوحة

َّ
ن
َ
 كما أ

اصٌّ ؟   ) (ت)  درجات( 6هل هو مُتر

 :
َّ
 لاحظ أن

ℝ =⋃[−𝑛, 𝑛 + 1[

+∞

𝑛=1

 

 
َّ
𝒪𝑛}نجد أن = [−𝑛, 𝑛 + 1[   ∶    𝑛 ∈ ℕ}  ـ   ل

ٌ
 مفتوحة

ٌ
  ℝتغطية

ً
 جزئية

ً
لانستطيع أن نستخرج منها تغطية

 . اص  ُ مُتر ، فهو غتر
ً
 منتهية

 ؟   ) (ث)
ٌ

ابط  درجات( 6هل هو مُتر

  لاحظ
َّ
𝒜أن = [0, +∞[ ≠ ℝ  و 

ٌ
𝒜𝑐مفتوحة = ]−∞, 0[ ≠ ℝ  .

ً
يضا

َ
 أ
ٌ
 مفتوحة

 
َّ
ن  و  𝒜إ 

ً
 بآنٍ معا

ٌ
 ومغلقة

ٌ
𝒜مفتوحة ≠ ℝ  و𝒜 ≠ 𝜙   .ٍابط ُ مُتر  فهو غتر

𝒜خذ  (ج) = 𝒜̅نجد  [0,3[ = [0,3]  
َّ
0وذلك لأن ∈ 𝒜̅  ر(، و ∘𝒜)برِّ =  وذلك ]0,3[

  
َّ
3لأن ∉ 𝒜∘ ر(، و 𝐹𝑟(𝒜))برِّ = 𝒜̅ −𝒜∘ = ةٍ  𝒜و  {0,3} اصَّ  كلَّ مُتر

َّ
 لأن

ً
ة اصَّ  فلن تكون مُتر

ً
ليست مغلقة

ي فضاء 
 
.    ) (𝑇2)ف

ً
24تكون مغلقة = 6 + 6 + 6 +  درجة( 6

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ 
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