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      محمد الشيخ المادة: دكتور ◄

 الترابط  عنوان المحاضرة: ◄                       الثالثة عشر :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 .نيمتصلتالغير المجموعتان -1

 .الخط المضلعي-2

 . مبرهنات -3

 ن سنأخذ تعريف اخر للترابط.وعة المترابطة والآتكلمنا في المحاضرة السابقة عن المجم

𝐴نقول عن مجموعة   تعريف: ⊆ ℂ مترابطة إذا أمكن كتابتها كاجتماع لمجموعتين غير  غيرنها إ

 متصلتين .

𝐴2لتكن   ن :يمتصلتالغير المجموعتان  ≠ ∅ , 𝐴1 ≠ , 𝐴2نقول عن  ∅ 𝐴1  أنهما غير متصلتان

 ))منفصلتان تماماً((

 :الشرطان  أحدذا وفقط إذا تحقق إ 

𝐴1
̅̅ ̅ ∩ 𝐴2 = ∅ 

 𝐴1 ∩ 𝐴2
̅̅ ̅ = ∅ 

, 𝐴2:إن    ملاحظة◄ 𝐴1 غير متصلتين  ⇐ 𝐴2 , 𝐴1 والعكس في الحالة العامة غير صحيح  تانمنفصل. 

, 𝐴2نعلم أن أي مجموعة محتوى في لصاقتها وبفرض أن  البرهان: 𝐴1   غير متصلتين عندئذ: 

∅ ⊆ 𝐴1  ∩ 𝐴2 ⊆ 𝐴1 ∩ 𝐴2
̅̅ ̅ = ∅             𝐴2  ⊆ 𝐴2

̅̅   إن   ̅

 من الطرفين :  𝐴1وأخذ التقاطع مع 

⇒ 𝐴1  ∩ 𝐴2 = ∅     ⇒ , 𝐴2  منفصلتان      𝐴1    

𝐴1لنأخذ  مثال على أن العكس غير صحيح: = D(0,1) قرص مفتوح 

 1التحليل العقدي 
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𝐴2 = 𝐷(2,1) فتوحلصاقة القرص الم 

𝐴1نلاحظ أن   ∩ 𝐴2 = 1إن ,           ∅ ∈ 𝐴2     , 1ولكن ∉ 𝐴1  لأن𝐴1  قرص مفتوح 

⇐ 𝐴2 , 𝐴1 .منفصلتان 

𝐴1     لكن لو أخذنا
̅̅ ̅ ∩ 𝐴2 = {1}  ≠  ∅ 

⇐ 𝐴2 , 𝐴1 .متصلتان 

𝐵:مبرهنة ⊆ 𝐴  ) مجموعة مفتوحة ومغلقة )في آن واحد 

𝐵مجموعة مترابطة 𝐴إن   = 𝐴 أو ∅ = 𝐵 إما ⟺ 

 والمغلقة في آن واحد في مجموعة مترابطة هي إما المجموعة الخالية أو المجموعة بكاملها .هذا يعني أن المجموعة الوحيدة المفتوحة 

𝐺غير مترابطة  𝐺إذا كانت  مبرهنة = (𝐴\𝐵)  وكانت𝐷 ⊆ 𝐺  مترابطة فإن𝐷 ⊆ 𝐴  أو𝐷 ⊆ 𝐵 . 

𝐵إذا كانت  مبرهنة ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐵  وكانت𝐵 إن المجموعة المحتواة بين مترابطة و لصاقتها هي  مترابطة ,

 مترابطة . 𝐴مترابطة أي أن 

𝐵مترابطة لأن  𝐵مترابطة فإن  𝐵إذا كانت نتيجة : ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐵 . 

 ℂالخط المضلعي في 

,Ʒ1لتكن  Ʒ2, … … … , Ʒ𝑛 ∈ ℂ بولنرمز 𝐿𝑘  بالقطعة المستقيمة التي بدايتهاƷ
𝑘

Ʒونهايتها  
𝑘+1

 

 

 

 

 

Ʒ نسمي السلسلة المستمرة المرتبة خطاً مضلعاً يصل
1

Ʒ ب
𝑛

 

 *يجب أن يكون الخط المضلعي الذي يصل بين نقطتين عددها منتهي

Ʒ𝑛 

Ʒ𝑘+1 

 

Ʒ𝑘 

 

Ʒ𝑘−1 

 

Ʒ1 

 

Ʒ2 

 

Ʒ3 

 

𝐿2 
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 ة له منتهية.نقول خط مضلعي هذا يعني أن عدد القطع المستقيمة المشكل   عندماو 

( 𝐴)محتوى في  𝐴بخط مضلعي واقع بأكمله في   𝐴نقطتين في مجموعة  إذا أمكن وصل أي مبرهنة:

 مجموعة مترابطة  𝐴فإن 

والعكس غير صحيح فقد تكون مجموعة مترابطة وفيها زوج واحد على الأقل من النقاط ولا يمكن الوصل 

 بينهما بخط مضلعي واقع في المجموعة.

مجموعة مترابطة وأن أي نقطتين منها لا يمكن  : أي دائرة في المستوي العقدي هي على ذلك مثال

 وصلهما بخط مضلعي واقع)مرسوم( على الدائرة.

لإثبات ذلك واضح أنه لا يمكن الوصل بين أي نقطتين من الدائرة بخط مضلعي واقع بأكمله على الدائرة 

 , لكنها مترابطة لأنه يمكننا أن نجعل الرؤوس مستمرة  أي))مرسوم على قوس الدائرة((

 مستمر: γلو أخذنا التابع 

γ ∶ [0 ,2𝜋] ⟶ ℂ 

𝑡 → 𝛾(𝑡) = Ʒ0 + 𝑟𝑒𝑖𝑡 

𝛾([0 ,2𝜋])إن  = 𝐶(Ʒ0, 𝑟)  .صورة المجال 

|𝛾(𝑡) − Ʒ0| = |𝑟𝑒𝑖𝑡| = 𝑟 

𝛾(𝑡)لو أخذنا  − Ʒ0 = 𝑟𝑒𝑖𝑡 

 Ʒ0 + 𝑟𝑒𝑖𝑡  مستمر علىℝ  ⇐ γ  مستمر على[2, 0𝜋] . 

,𝐶(Ʒ0المستمر في الدائرة  𝛾وفق  [2𝜋, 0]وأن صورة  𝑟)    

⇐  𝐶(Ʒ0, 𝑟) مترابطة لأنها صورة مجموعة مترابطة وهي المجال[2, 0𝜋]  وفق تابع مستمر𝛾 . 

 هي إما عبارة عن نقطة أو مجال. ℝإن المجموعات المترابطة في   إذا ً:

 الآن سنقوم بحل تمرين الوظيفة الذي اعطي في محاضرة سابقة :

ي هو مستقيم دثبت أن صورة دائرة غير مارة من القطب الشمالي على كرة ريمان وفق الإسقاط المجساأ

 في المستوي العقدي.

 وإذا كانت الكرة مارة من القطب الشمالي فإن مسقطها هو مستقيم في المستوي العقدي الموسع
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 C∞ = 𝐶 ∪ {∞} 

 تتعين بمعادلتين ديكارتيتين : 𝐶إن 

𝑃: 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥3 + 𝐷 =  معادلة المستوي  0

𝑆: 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2 =  ة رمعادلة الك             1

 ((1ونعلم أن بعد مركز الإحداثيات عن المستوي هو أصغر من نصف القطر ))أصغر من 

 (0,0,0)مركز الإحداثيات 

𝑑 =
|𝐴(0) + 𝐵(0) + 𝐶(0) + 𝐷|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
< 1 

|𝐷|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
< 1 

|𝐷| < √𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2    … ∗ 

,M(𝑥1ولنأخذ نقطة كيفية من الكرة  𝑥2, 𝑥3)  ∈ 𝑆 

,𝑥1ونعلم أن  𝑥2, 𝑥3 ي هي دبالإسقاط المجسا𝑥1 =
2𝑅𝑒 Ʒ

|Ʒ|2+1
      ,   𝑥2 =

2𝐼𝑚 Ʒ

|Ʒ|2+1
    ,   𝑥3 =

|Ʒ|2−1

|Ʒ|2+1
  

 : 𝑃نعوضهم في معادلة المستوي 

𝐴 (
2𝑅𝑒 Ʒ

|Ʒ|2 + 1
) + 𝐵 (

2𝑅𝑒 Ʒ

|Ʒ|2 + 1
) + 𝐶 (

|Ʒ|2 − 1

|Ʒ|2 + 1
) + 𝐷 = 0 

ReƷ لكننا نعلم أن  = x       ,      ImƷ = y       ,       |Ʒ|2 =   x2 + y2  

1ب  Pبالتالي نضرب معادلة المستوي  + x2 + y2 : 

2𝐴𝑥 + 2𝐵𝑦 + 𝐶(x2 + y2 − 1) + 𝐷(x2 + y2 + 1) = 0 

𝐶)    ومنه + 𝐷)x2 + (𝐶 + 𝐷)y2 + 2𝐴𝑥 + 2𝐵𝑦 − 𝐶 + 𝐷 = 0    … ∗∗ 

 الآن سنميز حالتين :
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  N(0,0,1)إذا كانت الدائرة مارة من القطب الشمالي أي أنها مارة من  :الحالة الأولى 

Cفنجد أن :   Pلنعوضها بمعادلة المستوي  = −D  … ∗∗∗ 

 : ∗∗في  ∗∗∗لنعوض  الآن

2Ax + 2By + 2D = 0 

Ax:  2نقسم على  + By + D = 0  

 .وهي تمثل معادلة مستقيم 

Cالدائرة لا تمر من القطب الشمالي أي أن الحالة الثانية : ≠ −D 

Cأو  + D ≠ C)على  ∗∗أن نقسم وبذلك يمكننا      0 + D)  

x2 + y2 +
2𝐴𝑥

(C + D)
+

2𝐵𝑦

(C + D)
+

𝐷 − 𝐶

(C + D)
= 0    … ∗∗ 

+مربع كامل , نضيف ونطرح  نتمم إلى
𝐵2

(C+D)2 −
𝐵2

(C+D)2 = 0  ,+
𝐴2

(C+D)2 −
𝐴2

(C+D)2 = 0 . 

x)ومنه  +
𝐴

𝐶+𝐷
)

2
+ (𝑦 +

𝐵

𝐶+𝐷
)

2
+

−𝐷2−𝐶2−𝐵2−𝐴2

(𝐶+𝐷)2 = 0  

x)نوحد المقامات :  +
𝐴

𝐶+𝐷
)

2
+ (𝑦 +

𝐵

𝐶+𝐷
)

2
=

−𝐷2+𝐶2+𝐵2+𝐴2

(𝐶+𝐷)2 

D2إن  ومنه  < 𝐶2 + 𝐵2 + 𝐴2  

0 < 𝐶2 + 𝐵2 + 𝐴2 − 𝐷2 

)وهي معادلة الدائرة التي مركزها 
−𝐴

𝐶+𝐷
 ,

−𝐵

𝐶+𝐷
ونصف قطرها  (

√𝐶2+𝐵2+𝐴2−𝐷2

(𝐶+𝐷)
 

 ضرة انتهت المحا

   صطفىمهالة  – باسل أبو عيسى – كمال الرفاعي إعداد:


