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 يحيى قطيشالمادة:  دكتور ◄

  تكاملات أولر عنوان المحاضرة: ◄       السابعة عشر:المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضزة :  العلمي :المحتوى 

 .خواص التكامل البتاوي-1

 .تكاملاث أولز من النوع الثاني )التكامل الغماوي(-2

 .خواص التكامل الغماوي -3

 العلاقت بين البتاوي و الغماوي .-4

(   ) اىتنامو اىثتاَي :   ∫     (   )      
 

 
 

خواص التكامل البتاوي: 

 التناظر:( خاصة 1

 (   )  ∫     (   )      
 

 

 

 تتغٍٍش اىمتحُه:

            

       

 َتتغٍٍش حذَد اىتنامو:

                       

 َاَن وؼُض

 (   )   ∫     (   )      
 

 

 

 3التحليل  
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 ∫     (   )      
 

 

  (   ) 

  (   )   (   )  

 ( خاصية تغيير الوسيط:2

 (   )  ∫     (   )      
 

 

 

)        ىنه ولاحظ أن  
  

 
 فاىتنامو اىثٍتاَي ٌنتة تاىشنو : (

 (   )  ∫ (   )     
  

 

 

 

 

 ونامو تاىتجزئح:

    (   )            (   )(   )    تفشض 

  
  

 
           

  

 
 

 ∫ (   )     
  

 

 

 

 [(   )    
  

 
]
 

 

 
   

 
∫   (   )      
  

 

 

    (   )*ولاحظ أن 
  

 
+
 

 

   

 َمىً:

 (   )  ∫ (   )     
  

 

 

 

 
   

 
∫   (   )      
  

 

 

 فً اىحقٍقٍح ٌمنه أن ونتة ما ٌيً:

                         (   ) 

 وؼُض تاىتنامو:

 (   )  
   

 
∫     (   )      
 

 

 
   

 
∫     (   )      
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 (   )  
   

 
[ (     )   (   )] 

 (   )  
   

 
 (   )  

   

 
 (     ) 

 ػامو مشتشك مه اىٍساس (   ) تإخشاج 

 (   ) (  
   

 
)  

   

 
 (     ) 

     

 
 (   )  

   

 
 (     ) 

وضشب اىطشفٍه تـ 
 

     
 فىجذ : 

 (   )  
   

     
 (     )  

 فىجذ: (     ) وطثق وفس اىذستُس ىحساب 

 

 (   )  
   

     
 
   

     
  (     ) 

 أػذاد طثٍؼٍح( وصو إىى أن :     )حٍث    َ     تاىمتاتؼح  َ تُضغ  

 

 (   )  
   

     
 
   

     
 

 

   
 (   ) ( ) 

 َ ىنه: 

 (   )  ∫        
 

 

 [
  

 
]
 

 

 
 

 
 

 :( )وؼُض فً 

(   )  
(   ) 

(     )(     ) (   ) 
 

  (   )ىىضشب اىثسظ َ اىمقاً تـ
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 (   )  
(   ) (   ) 

(     )  (     )  (   ) 
 

 

 (   )  
(   ) (   ) 

(     ) 
 

 َمىً:

 (   )  
(   ) (   ) 

(     ) 
 

 ( خاصية تغيير المتحول:3

  وفشض  
 

   
 

   
     

(   ) 
 

 

(   ) 
 

      
 

   
 
     

   
 

 

   
 

 مما وقًُ تتغٍٍش حذَد اىتنامو لأوىا قمىا تتغٍٍش اىمتحُه:

        

        

 (   )  ∫ (
 

   
)
   

 (
 

   
)
   

 
 

(   ) 
   

 

 

 

 

 (   )  ∫
    

(   )   
   

 

 

                             

      أي       ٌَُ تنامو مؼتو مه اىىُع الأَه َىيتنامو قٍمح فقظ ػىذما 

 َقٍمتً ًٌ:
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ٍثح               (      )  
 

     
                            

 (
 

 
  
 

 
)  

 

   
 
 

   

 ( الشكل المثمثي لمتكامل البتاوي:4

                        وضغ       

 وغٍش حذَد اىتنامو:

        

      
 

 
 

                  

 وؼُض تاىتنامو:

 (   )  ∫      (   )      
 

 

 

 فٍصثح:

 (   )    ∫                     
 

 
 

 

  (   )   ∫                     

 
 

 

                      

 

 التكامل الغماوي     تكامل أولز من النوع الثاني: 

 تأوً اىتنامو اىمؼتو: ( ) ٌؼشف تنامو أَىش مه اىىُع اىثاوً َاىزي سمزي 
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𝛤 𝑝  ∫ 𝑒 𝑥  𝑥𝑝   𝑑𝑥
 

 +
 

  ٌَُ ٌمثو تاتؼاً ٌتؼيق تُسٍظ َاحذ )أي ٌتثغ ىمتغٍش َاحذ( ٌُ 

 ٌَسمى ٌزا اىتنامو تاىتنامو اىغماَي ٌنتة اختصاساً تاىشنو:

 ( )  ∫            
 

 

 

    َتجذس الإشاسج إىى أن ٌزا اىتنامو لا ٌنُن مُجُداً إلا إرا مان 

 َرىل تملاحظح اَتً:

 ( )  ∫            ⏟        
  

 ∫            
 

 ⏟          
  

 

 +
 

ٌَُ       ٌمثو تناملاً مؼتلاً مه اىىُع الأَه ػىذما    تٍىما   دَماً مٍما ٌنه  مُجُد   حٍث اىتنامو 

 .    مُجُد

 :غماويبعض خواص التكامل ال

1 ( )  ∫            
 

 
       ( نكامل بالتجزئة:

        ,                          تفشض:
  

 
                             

 ( )  [   ] 
  ∫     

 

 
 

 ( )  [    
  

 
]
 

 

 ∫     
  

 
   

 

 

 

 ( )  [    
  

 
]
 

 

 
 

 
∫          
 

 

 

    *إلا أن :  
  

 
+
 

 

       
     

 
   

  ( )  
 

 
∫          
 

 ⏟        
 (   )
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 ( )  
 

 
 (   ) 

 Γ p     pΓ p  

 َ إوىا ىُ مشسوا اىؼميٍح اىساتقح ػذداً مىتٍٍاً مه اىمشاخ سىحصو ػيى :

Γ p     p p     p      p       Γ p     

 :متتاىٍٍه قٍمح تٍه ػذدٌه طثٍؼٍٍه  وأخز 

        

         

 ػذد صحٍح مُجة , فحسة ما سثق ٌنُن :    َ ىىىاقش حاىح إرا مان 

 (   )   (   )(   )      ( ) 

 إلا أن:

 ( )  ∫        [    ] 
   

 

 

 

 Γ(   )     

مبزهنت :

 ػذدٌه مُجثٍه فإن اىتنامو اىثتاَي :     إرا مان 

 (   )  
 (p)  ( )

 (   )
 

 ))إرا أسدخ أن تؼٍش حٍاج سؼٍذج , استطٍا تٍذف َىٍس تأشخاص َأشٍاء َ ... ((   اٌىشتاٌه  

 انتهت المحاضرة 

ناريمان  جلو  –باسل أبو عيسى  –وفاء شيخ سالم إعداد:  


