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      محمد الشيخ المادة: دكتور ◄

 المتسلسلات  عنوان المحاضرة: ◄                         التاسعة عشر :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 .مثال على متسلسلة متباعدة رغم أن حدها العام يسعى إلى الصفر-1

 .اثبات بعض المبرهنات-2

 مارين.حل ت-3

∑المتسلسلة أثبت أن  مثال : (√𝑛 − √𝑛 + 1)𝑖∞
𝑛=1  متباعدة 

 سنثبت أنها متباعدة ً وحدها العام يسعى إلى الصفر

 :يكفي أن نأخذ طويلة الحد العام  ∞أو   0ثبات أن متتالية ما تسعى إلى لإ توضيح:

   ولإثبات أنها تسعى إلى الصفر نثبت أن الطويلة تسعى إلى الصفر. 

 نثبت أن الطويلة تسعى إلى  ∞لإثبات أنها تسعى إلى و∞ . 

 الحل:

Ʒ𝑛 = (√𝑛 − √𝑛 + 1)𝑖 

|Ʒ𝑛| = |(√𝑛 − √𝑛 + 1)𝑖| = √𝑛 + 1 − √𝑛 

(|𝑖| =  ما داخل  الطويلة مقدار سالب فنقلب الإشارات ( , 1

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|Ʒ𝑛| : ∞ −∞ 

 (الحقيقي فقمراالب البسط والمقام  ين )لإزالته نضربيعدم تع

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|Ʒ𝑛| = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(√𝑛 + 1 − √𝑛)(√𝑛 + 1 + √𝑛)

√𝑛 + 1 + √𝑛
 

 1التحليل العقدي 
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= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛 + 1 − 𝑛

√𝑛 + 1 + √𝑛
= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

√𝑛 + 1 + √𝑛
= 0     ⇒  Ʒ𝑛 → 0 

 والآن سنثبت أنها متباعدة باستخدام التعريف ))متتالية المجاميع الجزئية( :

𝑆𝑛 = Ʒ1 + Ʒ2 +⋯+ Ʒ𝑛 

𝑆𝑛 = [(√1 − √2) + (√2 − √3) +⋯+ (√𝑛 − √𝑛 + 1)]𝑖 = 𝑖 − √𝑛 + 1𝑖 

𝑆𝑛 = (1 − √𝑛 + 1)𝑖 

|𝑆𝑛| = √𝑛 + 1 − 1 ⟶ +∞ 

⇒   𝑆𝑛   ⟶ +∞ 

𝑆𝑛 ∑ ⟸متباعدة  ⟸ (√𝑛 − √𝑛 + 1)𝑖∞
𝑛=1 متباعدة. 

 :مبرهنة

𝑁0لتان عقديتان , ولنفرض وجود عدد متسلس Ʒ𝑛   ,∑𝑊𝑛∑لتكن  > 𝑚𝑎𝑥 (𝑛0, 𝑛1)   بحيث يحقق

Ʒ𝑛المساواة :     = 𝑊𝑛    ;  ∀𝑛 > 𝑁0 

 الطبيعة ذاتها ))متقاربتان معاً أو متباعدتان معاً(( Ʒ𝑛   ,∑𝑊𝑛∑عندئذٍ للمتسلسلتين 

 لا يؤثر على طبيعتها .أي أن اختلاف متسلسلتين بعدد منته من الحدود 

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝑆𝑛}لنفرض أن   Ʒ𝑛
∞
𝑛=0 

 {𝜎𝑛}  لمتتالية المجاميع الجزئية ∑ 𝑊𝑛
∞
𝑛=0 

n∀عندئذ  ∈ 𝑁0 

𝑆𝑛 − 𝜎𝑛 = (Ʒ0 + Ʒ1 +⋯+ Ʒ𝑛) − (𝑤0 +𝑊1 +⋯+𝑊𝑛)⏟                            
A=عدد ثابت

…… . .∗  

𝑊𝑛∑متقاربة  ⟺ ⏟⟺ {𝜎𝑛}متقاربة
 حسب∗

{𝑆𝑛} متقاربة ⟺  Ʒ𝑛∑ متقاربة
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 :لاحظ أن 

                                              𝑆𝑛 = 𝐴 + 𝜎𝑛     ⇐  𝜎𝑛  . = 𝑆𝑛 − 𝐴   . 

 متقاربة.متسلسلة متقاربتين هو  متسلسلتينمجموع ن إ 

 متقاربة. 𝜎𝑛⇔ ∑𝑊𝑛تقارب  ⇔ s𝑛تقارب  ⇔  Ʒ𝑛∑إن تقارب 

 مبرهنة :

∑إذا كانت Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0, ∑ 𝑊𝑛

∞
𝑛=𝑛0  متسلسلتين متقاربتين فإن متسلسلة المجموع لهما        

∑ (Ʒ𝑛 +𝑊𝑛)
∞
𝑛=𝑛0            متقاربة وفي حال التقارب فإن                                        

∑ (Ʒ𝑛 +𝑊𝑛)
∞
𝑛=𝑛0 = ∑ Ʒ𝑛

∞
𝑛=𝑛0 + ∑𝑊𝑛 . 

 الإثبات :

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝑆𝑛}لنفرض أن   Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0 

 {𝑇𝑛}  لمتتالية المجاميع الجزئية ∑ 𝑊𝑛
∞
𝑛=𝑛0 

𝑣𝑛 = (Ʒ𝑛0 + 𝑤𝑛0) + (Ʒ𝑛0+1 + 𝑤𝑛0+1) + ⋯+ (Ʒ𝑛 + 𝑤𝑛) 

= (Ʒ𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 + Ʒ𝑛0+2 +⋯+ Ʒ𝑛) + (𝑤𝑛0 + 𝑤𝑛0+1 + 𝑤𝑛0+2 +⋯+𝑤𝑛) 

𝑣𝑛 = 𝑆𝑛 + 𝑇𝑛  → 𝑆 + 𝑇 

⇐∑ (Ʒ𝑛 +𝑊𝑛)
∞
𝑛=𝑛0  متقاربة ومجموعها يساوي 𝑆 + 𝑇. 

∑ (Ʒ𝑛 +𝑊𝑛)

∞

𝑛=𝑛0

= ∑ Ʒ𝑛

∞

𝑛=𝑛0

+ ∑ 𝑊𝑛

∞

𝑛=𝑛0

 

 والعكس في الحالة العامة غير صحيح :

 فقد تكون متسلسلة المجموع لمتسلسلتين متباعدتين متسلسلة متقاربة .

∑ :مثال (−1)𝑛∞
𝑛=0 ,∑ (−1)𝑛+1∞

𝑛=0  كلاهما متسلسلة متباعدة حدها العام لا يسعى إلى الصفر إلا أن

: 

∑(

∞

𝑛=0

(−1)𝑛 + (−1)𝑛+1) =∑ 0
∞

𝑛=0
= 0 
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 وهي متسلسلة متقاربة .

∑لتكن مبرهنة : Ʒ
𝑛

 ثابت عقدي غير معدوم  λمتسلسلة عقدية ,  

∑ Ʒ
𝑛

λƷ)∑  ⇔ متقاربة  
𝑛
 متقاربة . (

λƷ)∑وفي حال التقارب نستطيع أن نكتب 
𝑛
) = λ∑ Ʒ

𝑛
 . 

 تمارين :

(1)   Ʒ
𝑛
= {

𝑒𝑖𝑛

𝑛
}   

𝑒𝑖𝑛 = cos 𝑛 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛 

Ʒ
𝑛
= {
cos𝑛

𝑛
+ 𝑖

sin 𝑛

𝑛
} 

{𝑥𝑛} = {
cos 𝑛

𝑛
} 

→

𝑛 → ∞
0 

{𝑦𝑛} = {
sin 𝑛

𝑛
}  

→

𝑛 → ∞
0 

⇒ Ʒ
𝑛
→ 0 

(2)   Ʒ
𝑛
= {1 + 𝑖

1

𝑛 + 1
}  

{𝑥𝑛} = {1}  → 1 

{𝑦𝑛} = {
1

𝑛 + 1
}  → 0 

⇒ Ʒ
𝑛
→ 1 

(3)    Ʒ
𝑛
= {

1

𝑛2 + 1
+ 𝑖

2𝑛 − 1

𝑛 + 1
}  → 0 + 2𝑖 = 2𝑖 

(4)    Ʒ
𝑛
= {𝑛2 + 𝑖

𝑛 − 1

𝑛 + 1
}  
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{𝑥𝑛}إذاً متتالية الأجزاء الحقيقية  = {𝑛
Ʒوبالتالي  ∞هي متتالية متباعدة تسعى إلى  {2

𝑛
→  متباعدة. ∞

(5)    Ʒ
𝑛
= {

𝑛7 + 2

𝑒𝑛
+ 𝑖

ln 𝑛

𝑛
} 

إن 
𝑛7+2

𝑒𝑛
 → 0 

𝑒𝑛لأن  > 𝑛7 

limوأن 
𝑛→∞

ln𝑛

𝑛
= 0 

⇒ Ʒ
𝑛
→ 0 

(6)    Ʒ
𝑛
= {𝑛𝑙𝑛 (1 +

1

𝑛
) +

3𝑛2 + 1

𝑛2 + 2𝑛 + 1
𝑖} 

 Ʒ
𝑛
= {𝑙𝑛 (1 +

1

𝑛
)
𝑛

+
3𝑛2 + 1

𝑛2 + 2𝑛 + 1
𝑖} 

lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

= 𝑒 

⇒ Ʒ
𝑛
→ 1 + 3𝑖 

(7)    Ʒ
𝑛
= {

𝑒𝑖𝑛

𝑒𝑛
}   

Ʒ
𝑛
= {(

𝑒𝑖

𝑒
)

𝑛

} 

1وهي متتالية هندسية أساسها  ≠
𝑒𝑖

𝑒
  

|
𝑒𝑖

𝑒
| =

√cos2 1 + sin2 1

𝑒
=
1

𝑒
< 1 

 صغر من الواحد ولا يساوي الواحد.أإذاً المتتالية متقاربة من الصفر لأن طويلة الأساس 
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(8)    Ʒ
𝑛
= {

3 + 𝑖𝑛

𝑛 + 𝑖2𝑛
}   

 الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخيلية . بين نضرب بالمرافق لكي نفصل

(3 + 𝑖𝑛)(𝑛 − 𝑖2𝑛)

|𝑛 + 𝑖2𝑛|2
=
3𝑛 − 6𝑛𝑖 + 𝑖𝑛2 + 2𝑛2

(√𝑛2 + 4𝑛)
2  

lim
𝑛→∞

2𝑛2 + 3𝑛

5𝑛2
+ 𝑖

𝑛2 − 6𝑛

5𝑛2
=
2

5
+ 𝑖

1

5
 

 والعكس غير صحيح. كل متتالية متقاربة محدودة   ةبرهنم

𝑛 ∀أن   ثباتنريد إ ∶   |Ʒ
𝑛
| < 𝑀     

 عندئذٍ : 𝑎متتالية متقاربة من  {Ʒ𝑛}لتكن   : البرهان

∀ε > 0  ; ∃𝑁1 ≥ 0 ; 𝑛 ≥ 𝑁1 ;  |Ʒ𝑛 − 𝑎| < 𝜀 

|Ʒ
𝑛
− 𝑎 + 𝑎| ≤ |Ʒ

𝑛
− 𝑎| + |𝑎| < 𝜀 + |𝑎| = 𝑙 

𝑟 = |Ʒ
1
| + |Ʒ

2
| + ⋯+ |Ʒ

𝑁1−1
| + 1 

,𝑟 ; لـ   𝑚𝑎𝑥لنأخذ  𝑙  

𝑀 = max (𝑟, 𝑙) 

⇒  |Ʒ
𝑛
| < 𝑀     ; ∀ 𝑛 ≥ 𝑁1 

⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛} متقاربتان 

⟸  {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}) محدودتان )حسب مبرهنة سابقة 

⟸ {Ʒ𝑛} ) محدودة )حسب مبرهنة سابقة  

 انتهت المحاضرة

   صطفىمهالة  – باسل أبو عيسى – كمال الرفاعي إعداد:


