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      محمد الشيخ المادة: دكتور ◄

 تقارب المتسلسلات  عنوان المحاضرة: ◄                         العشرون :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 زم والكافي لتقارب متسلسلة عقدية.مبرهنة تعطي الشرط الا-1

 .التقارب بإطلاق-2

 .المتسلسلة الهندسية العقدية-3

 أمثلة.-4

ون دما تكعقدية ، كما يعرف تقارب متسلسلة حقيقية عنعرفنا في المحاضرات السابقة تقارب متسلسلة 

ا سلة وقمنلمتسلامتتالية المجاميع الجزئية لها متقاربة وأن نهاية متتالية المجاميع الجزئية هي مجموع 

 بدراسة عدة خواص ومبرهنات على المتسلسلات.

 مبرهنة تعطي شرط لازم و كافي لتقارب متسلسلة عقدية:

 (:1)ةبرهنم

 متقاربة إذا وفقط إذا تحقق الشرط :Ʒ𝑛∑تكون متسلسلة عقدية 

∀ ε > 0 ; ∃𝑁𝜀 ≥ 0: ∀ 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ |Ʒ𝑛+1 +⋯+ Ʒ𝑚| < 𝜀 

 :بات ثالا  

 عندئذ: Ʒ𝑛∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝑆𝑛}متسلسلة عقدية متقاربة ولتكن  Ʒ𝑛∑بفرض أن 

{𝑆𝑛}كوشية ⟺ {𝑆𝑛} متقاربة ⟺ ∑ متقاربة Ʒ𝑛⟺⏞
تعريفا  

    ∶  ⟺ تحقق الشرط 

∀𝜀 > 0; ∃𝑁(𝜀) ≥ 0 ; ∀ 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑁(𝜀): |𝑆𝑚 − 𝑆𝑛| < 𝜀 

⟹ |+Ʒ𝑛+1 +⋯+ Ʒ𝑚| < 𝜀 

 1التحليل العقدي 
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 :ضيحوت

𝑆𝑚 = Ʒ𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 +⋯+ Ʒ𝑛 + Ʒ𝑛+1 +⋯+ Ʒ𝑚 

𝑆𝑛 = Ʒ𝑛0 + Ʒ𝑛0+1 +⋯+ Ʒ𝑛 

 بالطرح نجد

𝑆𝑚 − 𝑆𝑛 = Ʒ𝑛+1 +⋯+ Ʒ𝑚 

 (:2)ةبرهنم

∑تكون المتسلسلة العقدية  (𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛)
∞
𝑛=𝑛0  متقاربة ومجموعها𝑆  إذا وفقط إذا كانت متسلسلتا الأجزاء

 الحقيقية والتخيلية لها متقاربة أي بصياغة أخرى :

(

 
 
 
𝑅𝑒 𝑠 متقاربة و مجموعها ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=𝑛0

𝐼𝑚 𝑠 متقاربة و مجموعها ∑ 𝑦𝑛

∞

𝑛=𝑛0

 
)

 
 
 

 

  :ثباتالا

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝜎𝑛}لتكن  (𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛)
∞
𝑛=𝑛0  

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝑆𝑛}كن تلو 𝑥𝑛
∞
𝑛=𝑛0 

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية {𝑇𝑛}كن تول 𝑦𝑛
∞
𝑛=𝑛0   عندئذ: 

𝜎𝑛 = (𝑥𝑛0 + 𝑖 𝑦𝑛0) + ⋯+ (𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛) 

             = (𝑥𝑛0 +⋯+ 𝑥𝑛) + 𝑖 (𝑦𝑛0 +⋯+ 𝑦𝑛) 

= 𝑆𝑛 + 𝑖 𝑇𝑛 

𝜎                      نأخذ نهاية الطرفين :  = 𝑆 + 𝑖𝑇 

 أمثلة :
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 تقارب المتسلسلات التالية :ادرس 

    (1)   ∑ (
1

𝑛
+ 𝑖 

𝑛

𝑛3 + 3
)

∞

𝑛=1

 

∑إن هذه المتسلسلة متباعدة لأن متسلسلة الأجزاء الحقيقية لها هي 
1

𝑛
∞
𝑛=1  متباعدة 

 

 

 

 

 

    (2)     ∑ (
1

𝑛2
+ 𝑖

𝑛

𝑛3 + 1
)

∞

𝑛=1

 

∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1 : متقاربة لأنها متسلسلة ريمانية𝑃 = 2 > 1 . 

∑
𝑛

𝑛3+3
∞
𝑛=1 :.متقاربة لأن حدها العام متتالية كسرية درجة مقامها أكبر من درجة بسطها بأكثر من واحد 

⇐ ∑ (
1

𝑛2
+ 𝑖

𝑛

𝑛3+1
)∞

𝑛=1  متقاربة لأن كلا  من :∑
𝑛

𝑛3+3
∞
𝑛=1  , ∑

1

𝑛2
∞
𝑛=1 .متقاربتين 

∑ المتسلسلة أثبت أنتمرين : (
1

2𝑛+1
+ 𝑖 

1

𝑛!
)∞

𝑛=0 .متقاربة ثم أوجد مجموعها 

∑متسلسلة الأجزاء الحقيقية إن 
1

2𝑛+1
∞
𝑛=0  هندسية 

أساسها 
1

2
 فهي متقاربة ومجموعها  

𝑆1 =

1
2

1 −
1
2

= 1 

 تذكرة 

 ∑
1

𝑛𝑝
∞
𝑛=𝑛0  

𝑃متباعدة إذا كانت  ≤ 𝑃ومتقاربة إذا كانت  1 > 1 

 ∑
1

𝑛
∞
𝑛=𝑛0      ⇐     

 متتالية متقاربة من الصفر .متباعدة ولكن حدها العام 
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∑ومتسلسلة الأجزاء التخيلية لها 
1

𝑛!
∞
𝑛=0 

  :أن منعل

ℯ𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ = ∑

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑥نعوض  = 1 

ℯ1 = 1 + 1 +
1

2!
+ ⋯+

1

𝑛!
+ ⋯ = ∑

1

𝑛!

∞

𝑛=0

 

∑فالمتسلسلة العقدية  (
1

2𝑛+1
+ 𝑖 

1

𝑛!
)∞

𝑛=0  1)متقاربة ومجموعها يساوي + 𝑖ℯ) 

 التقارب بالإطلاق

 

∑نقول عن  Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0 ( أنها متقاربة بإطلاق إذا كانت متسلسلة الطويلات لها متقاربة∑ |Ʒ𝑛|

∞
𝑛=𝑛0 

 متقاربة (

∑ ثالم
𝑒𝑖𝑛

𝑛2
∞
𝑛=1 متسلسلة متقاربة بإطلاق لأن 

 ∑ |
𝑒𝑖𝑛

𝑛2
|

∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛2

∞

𝑛=1⏟  
متقاربة لأنها ريمانية
𝑝=2>1 

 

∑:  ةبرهنم Ʒ𝑛
∞
𝑛=𝑛0متقاربة بالإطلاق⇐∑ Ʒ𝑛

∞
𝑛=𝑛0    متقاربة 

 الإثبات 

|Ʒ𝑛|∑ متقاربة ⟺⏞
تعريفا  

 Ʒ𝑛∑ متقاربة بإطلاق
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∀ ε > 0 ; ∃ 𝑁 > 0 ; ∀ 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑁 ∶  |Ʒ𝑛+1| + ⋯+ |Ʒ𝑚| < 𝜀 

 

 بالتالي :

|Ʒ𝑛+1 + Ʒ𝑛+2 +⋯+ Ʒ𝑚| ≤ |Ʒ𝑛+1| + ⋯+ |Ʒ𝑚| < 𝜀 

∑ متقاربة ⟸  Ʒ𝑛 

𝑝   ملاحظة◄ = 2 > 1 

اربة ت متقالعكس للمبرهنة السابقة  غير صحيح في الحالة العامة أي قد توجد متسلسلة متقاربة وليس

 بإطلاق نسمي مثل هذه المتسلسلة متسلسلة متقاربة شرطيا  

∑تمرين: أثبت أن المتسلسلة 
𝑖𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 .  متقاربة شرطيا 

∑
𝑖𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑖 −
1

2
−
𝑖

3
+
1

4
+
𝑖

5
−
1

6
−
𝑖

7
+⋯ 

 الأن سوف نجزأها إلى متسلسلتين حقيقية و تخيلية لأثبات إنها متقاربة 

−مثال 
1

2
= (−

1

2
+ 0𝑖)      , 𝑖 = (0 + 𝑖) 

 بالتالي تصبح :

∑
𝑖𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

= ∑
𝑒
𝑖𝑛𝜋
2

𝑛

∞

𝑛=1

=
∑ (cos

𝑛𝜋
2
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋
2
)∞

𝑛=1

𝑛

=   (0 + 𝑖)  + (−
1

2
+ 0𝑖) + (0 −

1

3
𝑖) + (

1

4
+ 0𝑖) + (0 +

1

5
𝑖) 

+(−
1

6
+ 0𝑖) + (0 −

1

7
𝑖) + ⋯ 

∑ لإن متسلسلة الأجزاء الحقيقية 
𝑖𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 : هي 
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0 −
1

2
+ 0 +

1

4
+ 0 −

1

6
+⋯ = ∑

(−1)𝑛

2𝑛

∞

𝑛=1

 

 ( لى الصفرإتسعى وهي متقاربة )وذلك حسب ليبنز متناوبة وحدها العام بالقيمة المطلقة متتالية متناقصة و

∑ لوكذلك فإن متسلسلة الأجزاء التخيلية 
𝑖𝑛

𝑛
∞
𝑛=1 : هي 

1 −
1

3
+
1

5
−
1

7
+⋯ = ∑

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)

∞

𝑛=0

 

 وهي متقاربة أيضا  حسب ليبنز 

∑ متقاربة شرطيا
𝑖𝑛

𝑛
⟸ ∑ متقاربة

𝑖𝑛

𝑛
⟸ 

 المتسلسلة الهندسية العقدية 

∑هي متسلسلة عقدية حدها العام متتالية من الشكل  (𝑏𝑎𝑛)∞
𝑛=0 

 𝑎  أساس المتسلسلة و𝑏  حالتيننميز حدها الأول لدراسة تقاربها:  

♥ 𝒂 = 𝟏   

𝑆𝑛 = 𝑏 + 𝑏 +⋯+ 𝑏 → ∞ 

♥𝒂 ≠  نميز الحالات التالية : 𝟏

1- |𝑎| = 1 
|Ʒ𝑛| = |𝑏𝑎

𝑛| = |𝑏||𝑎𝑛| = |𝑏| ⟶ |𝑏| ≠ 0 

Ʒ𝑛ومنه  ↛  وهي متباعدة )حسب اختبار الحد العام ( 0

2- |𝑎| ≠ 1 

𝑆𝑛 = 𝑏 + 𝑏𝑎 +⋯+ 𝑏𝑎
𝑛 

𝑎𝑆𝑛 = 𝑎𝑏 +⋯+ 𝑏𝑎
𝑛 + 𝑏𝑎𝑛+1 

 بطرح      من 

(1 − 𝑎)𝑆𝑛 = 𝑏 − 𝑏𝑎
𝑛+1        ∶ 𝑎 ≠ 1 

⟶ 𝑆𝑛 =
𝑏

1 − 𝑎
(1 − 𝑎𝑛+1) 

1 

2 

1 2 
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 : وهنا نميز حالتين 

|𝑎| -أ > 1  

𝑎𝑛+1⟶∞ ⟹⏟
و المتسلسلة متباعدة

𝑆𝑛⟶∞  

|𝑎| - ب < 1  

𝑎𝑛+1⟶ 0 ⟹⏟
و المتسلسلة متقاربة

𝑆𝑛⟶
𝑏

1 − 𝑎
  

∑المتسلسلة متقاربة أي :  𝑏𝑎𝑛∞
𝑛=0 =

𝑏

1−𝑎
 

 :النتيجة 

∑بفرض لدينا المتسلسلة الهندسية العقدية  𝒃. 𝒂𝒏
∞

𝒏=𝒏
𝟎

ห𝒂หفإنها تكون متقاربة إذا وفقط إذا كانت   <

𝐒وفي هذه الحالة مجموعها يكتب بالشكل :  𝟏 =
𝒃

𝟏−𝒂
   . 

    :ملاحظة◄

 𝑛0قد لا تبدأ مجموع في المتسلسلة الهندسية من الصفر لأجل ذلك كنا نأخذ الدليل يبدأ في 

 أمثلة:

∑ 𝑖𝑛∞
𝑛=0 

∑ 𝑖𝑛∞
𝑛=0  هندسية أساسها𝑖     

|𝑖|وبما أن  =  فهي متباعدة  1

𝑖𝑛متتالية متباعدة لأن  𝑛{𝑖}الطريقة الثانية         ↛ 0 

 فالمتسلسلة متباعدة )حسب اختبار الحد العام (. ⟸ 

∑ (1 + 𝑖 √3)
𝑛∞

𝑛=0 

1وهي هندسية أساسها  + 𝑖 √3 . 

ห1و إن :         + 𝑖 √3ห = √4 = 2 > 1 

1 

2 
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 فالمتسلسلة متباعدة .

 

- ∑
(𝑖+1)𝑛

3𝑛+2
∞
𝑛=0 : متسلسلة هندسية تكتب بالشكل 

∑
1

9
(
1 + 𝑖

3
)
𝑛∞

𝑛=0

 

)أساسها هندسية  ةوهي عبارة عن متسلسل
1+𝑖

3
وحدها الأول  (

1

9
)وهنا كتبنا حدها الأول إذا طلب المجموع  

 هنا سوف نوجد المجموع( ,

 وبما أن :   

|
1 + 𝑖

3
| =
√2

3
< 1 

 مجموعها هو :فالمتسلسلة متقاربة و

∑
(𝑖 + 1)𝑛

3𝑛+2

∞

𝑛=0

=

1
9

1 −
1 + 𝑖
3

=
1

9 − 3 − 3𝑖
=

1

6 − 3𝑖
=⏞

6نضرب بالمرافق + 3𝑖

45
=
6

45
+
1

15
𝑖 

 )إذا لم يطلب الشكل الجبري نكتفي  بما كتبنا و أذا طلب الشكل الجبري نضرب بالمرافق (

    :ملاحظة◄

 .لمتتالية بأن نعوض أصغر دليل لهانحصل على الحد الأول ل

 

 

 انتهت المحاضرة 

   صطفىمهالة  – باسل أبو عيسى – كمال الرفاعي إعداد:

3 


