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 يوسف الوادي   : المادة دكتور ◄

   التشاكل المستخلص عنوان المحاضرة: ◄            الثانية عشر  :المحاضرة ◄

 :المحاضرة أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه  العلمي :المحتوى 

 التشاكل المستخلص-1

 

,𝐴لتكن  مبرهنة: 𝐵, 𝐶 مودولات على الحلقة𝑅  وليكن𝑓, ℎ ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝐵)   , 𝑔, 𝑘 ∈

𝐻𝑜𝑚(𝐵, 𝑐) 

 عندئذ :

1- (𝑔𝜊𝑓)∗ = 𝑔∗𝜊𝑓∗ 

2- (𝑔𝜊𝑓)∗ = 𝑓∗𝜊𝑔∗ 

3- (𝑓 + ℎ)∗ = 𝑓∗ + ℎ∗ 

4- (𝑔 + 𝑘)∗ = 𝑔∗ + 𝑘∗ 

  ثبات :الإ

1- (𝑔𝜊𝑓)∗: 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴) → 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝑐) 

𝑔∗𝜊𝑓∗: 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴) → 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝑐) 

𝑣∀من جهة ثانية : ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴)  فإن: 

(𝑔𝜊𝑓)∗(𝑣) = (𝑔𝜊𝑓)𝜊𝑣 = 𝑔𝜊(𝑓𝜊𝑣) = 𝑔∗(𝑓𝜊𝑣) 

= 𝑔∗(𝑓∗(𝑣)) = (𝑔∗𝜊𝑓∗)(𝑣) 

⇒ (𝑔𝜊𝑓)∗ = 𝑔∗𝜊𝑓∗ 

2- (𝑔𝜊𝑓)∗ = 𝑓∗𝜊𝑔∗ 

(𝑔𝜊𝑓)∗: 𝐻𝑜𝑚 (𝑐, 𝑀) → 𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝑀) 

𝑓∗𝜊𝑔∗: 𝐻𝑜𝑚(𝑐, 𝑀) → 𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝑀) 

𝑣∀و ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑐, 𝑀) : فإن 

(𝑔𝜊𝑓)∗(𝑣) = 𝑣𝜊(𝑔𝜊𝑓) = (𝑣𝜊𝑔)𝜊𝑓 = 𝑓∗(𝑣𝜊𝑔) 

= 𝑓∗(𝑔∗(𝑣)) = (𝑓∗𝜊𝑔∗)(𝑣) 

 3البنى الجبرية 
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⇒ (𝑔𝜊𝑓)∗ = 𝑓∗𝜊𝑔∗ 

3- (𝑓 + ℎ)∗ = 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴) → 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐵) 

(𝑓∗ + ℎ∗): 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴) → 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐵) 

 ∀𝑣 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴)  : فإن 

(𝑓 + ℎ)∗(𝑣) = (𝑓 + ℎ)𝜊𝑣 = (𝑓𝜊𝑣) + (ℎ𝜊𝑣) 

= 𝑓∗(𝑣) + ℎ∗(𝑣) ⇒ (𝑓 + ℎ)∗ = 𝑓∗ + ℎ∗ 

4- (𝑔 + 𝑘)∗: 𝐻𝑜𝑚(𝑐, 𝑀) → 𝐻𝑜𝑚(𝐵, 𝑀) 

𝑔∗ + 𝑘∗: 𝐻𝑜𝑚(𝑐, 𝑀) → 𝐻𝑜𝑚(𝐵, 𝑀) 

 ∀𝑣 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑐, 𝑀) : فإن 

(𝑔 + 𝑘)∗(𝑣) = 𝑣𝜊(𝑔 + 𝑘) = (𝑣𝜊𝑔) + (𝑣𝜊𝑘) 

= 𝑔∗(𝑣) + 𝑘∗(𝑣) 

⇒ (𝑔 + 𝑘)∗ = 𝑔∗ + 𝑘∗ 

 كانت إذا  مبرهنة :

0 → 𝐴′
𝑓
→ 𝐴

𝑔
→ 𝐴" → 0 … . (1) 

ن اعندئذ المتتاليت 𝑅مودولا على الحلقة Mوليكن  𝑅قةعلى الحلمودولية التشاكلات ال تامة من متتالية

 لآتيتين تامتان ا

1- 0 → 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴′)
𝑓∗
→ 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴)

𝑔∗
→ 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴") 

2- 0 → 𝐻𝑜𝑚(𝐴", 𝑀)
𝑔∗

→ 𝐻𝑜𝑚(𝐴, 𝑀)
𝑓∗

→ 𝐻𝑜𝑚(𝐴′, 𝑀) 

 الإثبات :

∗𝐼𝑚𝑓متباين وأن  ∗𝑓( تامة يكفي أن أثبت أن 1لإثبات أن ) = 𝐾𝑒𝑟𝑔∗ 

∀𝑣 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓∗ ⇒ 𝑓∗(𝑣) = 0 

 𝑓𝜊𝑣 = 0 𝑣 ⇐متباين وبالتالي فغن قابل للأختصار من اليسار  𝑓( تامة فإن 1وكون ) ⇐ = 0 

 𝐾𝑒𝑟𝑓∗ = {0} ⇐   𝑓∗  .…(a)متباين  ⇐

𝑣∀     من جهة ثانية : ∈ 𝐼𝑚𝑓∗ ه يوجد فإن𝑣′ ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑀, 𝐴′)   بحيث 

𝑣 = 𝑓∗(𝑣′) ⇒ 𝑣 = 𝑓𝜊𝑣′ 

𝑔∗(𝑣)وليكن  = 𝑔∗(𝑓𝜊𝑣′) 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

rd Year3 -Syria Math  F.B Group :              Facebook_Page : IOM                0997378154Maths_WhatsApp :   
 

3 

= 𝑔∗(𝑓∗( 𝑣′)) = 𝑔𝜊(𝑓𝜊𝑣′) = (𝑔𝜊𝑓)𝜊𝑣′ 

𝑔𝜊𝑓لكن  =  ( تامة (1)كون ) 0

𝑔∗(𝑣) = 0 ⇒ 𝑣 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔 ∗ ⇒ 𝐼𝑚𝑓∗ ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝑔∗ 

𝑣∀وكذلك  ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔∗ فإن𝑔∗(𝑣) = 0  

 ⇒ 𝑔𝜊𝑣 = 0 ⇒ 𝐼𝑚𝑣 ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝑔 = 𝐼𝑚𝑓  وكون𝑓  متباين فيوجد تشاكل مودولي وحيد 

 𝑣 ∶ 𝑀 → 𝐴′  بحيث𝑓𝜊𝑣′ = 𝑣  

 

 

 

𝑓∗(𝑣′)ومنه  = 𝑣  ⇐  𝑣 ∈ 𝐼𝑚𝑓∗  

⇒ 𝐾𝑒𝑟𝑔∗ ⊆ 𝐼𝑚𝑓∗ 

∗𝐼𝑚𝑓وبالتالي :  = 𝐾𝑒𝑟𝑔∗ (b)…… 

 ( تامة 1المتتالية )   ⇐ (b)و (a)من 

∗𝐼𝑚𝑔متباين وأن  ∗𝑔لإثبات أنها تامة يجب أن يكون ( 2 = 𝐾𝑒𝑟𝑓∗  لنفرض𝑔∗(𝑣1) = 𝑔∗(𝑣2) 

,𝑣1وذلك أيا كان  𝑣2 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐴′′, 𝑀) : عندئذ 

  𝑣1𝜊𝑔 = 𝑣2𝜊𝑔  وكون𝑔 ختصار من اليمين غامر فهو قابل للإ 

 ⇐ 𝑣1 = 𝑣2  إذا𝑔∗  متباين 

𝑣∀ومن جهة ثانية : ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓∗ ⇒ 𝑓∗(𝑣) = 0 ⇒ 𝑣𝜊𝑓 = 0 

 𝐼𝑚𝑓 ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝑣 ( تامة فإن1ولكن ) 

 𝐼𝑚𝑓 = 𝐾𝑒𝑟𝑔 ⇒ 𝐾𝑒𝑟𝑔 ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝑣 

 يوجد تشاكل وحيد     ⇐غامر  𝑔ولكن 

𝑣′′: 𝐴′′ → 𝑀 
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𝑣′′𝜊𝑔بحيث  = 𝑣 ⇐ 𝑣 = 𝑔∗(𝑣′′) 

 𝑣 ∈ 𝐼𝑚𝑔∗ ⇒ 𝐾𝑒𝑟𝑓∗ ⊆ 𝐼𝑚𝑔∗ (....a) 

𝑣∀وكذلك  ∈ 𝐼𝑚𝑔∗  فيوجد𝑣′′ ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝐴′′, 𝑀)  بحيث 

  𝑣 = 𝑔∗(𝑣′)  ومنه𝑓∗(𝑣) = 𝑓∗(𝑔∗(𝑣′′)) 

 ⇒ 𝑣′′𝜊(𝑔𝜊𝑓) = 𝑣𝜊𝑓 ( 1ولكن )تامة𝑔𝜊𝑓 = 0 𝑣𝜊𝑓أي ⇐ = 𝑓∗(𝑣) = 0 

⇒ 𝑣 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑓∗ 

⇒ 𝐼𝑚𝑔∗ ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝑓∗ … . (𝑏) 

∗𝐾𝑒𝑟𝑓 (b(و)aمن ) = 𝐼𝑚𝑔∗  ( تامة2)وبالتالي  ⇐

 :(: ليكن مخطط التشاكلات المودوليي التبادلي 70كتاب ص تمرين )وظيفة

 

 

 

 

 

 متتاليتان تامتان اثبت أن : يه سطرو

,′𝑓إذا كانت  -1 𝛾, 𝛼 ة فإن تباينم𝛽 متاين 

,𝑔إذا كانت  -2 𝛾, 𝛼   غامرة فإنهβ    غامرة 

 

 انتهت المحاضرة

   مشرفبكر  – رغد جوده – هلا همج إعداد:


