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 هدى شماط المادة: ة دكتور  ◄ 

 حل مسائلاضرة :عنوان المح           ) والأخيرة(  عشرون الثانية و :الحاديةالمحاضرة  ◄

 سنقوم بهذه المحاضرة أصدقائي بحل بعض المسائل تطبيق لما أخذناه بالمحاضرات السابقة ..

 إضافي دورة الأولى"مسألة "ال

,تتحرك في مستو  (1)ومتساوي الساقين طول ضلعه القائم يساوي  (𝐴)وية في قائم الزا  (𝐴𝐵𝐷)مثلث 

,𝐴ثابت بحيث تتركب حركتها في ثلاث دورانات في المستوي الثابت حول النقط الثلاث  𝐵, 𝐷  قيمها على
 التوالي :

𝜔
A
= 1 + 2𝑡. tan 𝑡 − tan2 𝑡   , 𝜔𝐵 = −2 tan 𝑡   , 𝜔𝐷 = tan

2 𝑡 

 عين القاعدة والمتدحرج . -1 مطلوب:وال

 . (𝐴)عين معادلات حركة النقطة  -2             

 الحل

,𝑜1𝑥1الثابت المحورين المستوي  فينختار  𝑜1𝑦1  المثلث( ونختار المحاور المتماسكة مع الصفيحة(

,𝐴𝑥منطبقة على ضلعيها  𝐴𝑦  الثلاث هي دورانات متوازية ، إن حركة الصفيحة مستوية ، والدورانات
 تعامد مستوي الحركة ونلاحظ أن :

𝜔𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗//𝜔𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗//𝜔𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝜔
𝐴
+ 𝜔𝐵 + 𝜔𝐷 = 1 ≠ 0 

هي  (𝑐)"حيث  (𝑐)يمر من مركز مجموعة النقاط  (𝜔)الحركة دورانية آنية حول محور آني أي أن 
  ويتعين من العلاقة : المركز الآني للدورانات"

𝜔
1
𝑐𝐴⃗⃗⃗⃗ + 𝜔

2
𝑐𝐵⃗⃗ ⃗⃗ + 𝜔

3
𝑐𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0… (∗) 

𝐴(0,0)  , 𝐵(1,0)   , 𝐷(0,1)   , 𝑐(𝑥, 𝑦) 
 
 
 

  𝐵(1,0)مبدأ الاحداثيات والنقطتان  𝐴(0,0)اخترنا 
 من نص المسألة )) متساويان الساقين  𝐷(0,1)و 

,𝑐(𝑥(( والنقطة  1وطول ضلعه  𝑦) . مركز المثلث 

 نجد : (∗) وبالتعويض في العلاقة

𝜔
1
(𝑥 − 0, 𝑦 − 0) + 𝜔2(𝑥 − 1, 𝑦 − 0) + 𝜔3(𝑥 − 0, 𝑦 − 1) = 0 

 (2)ميكانيك

𝐷 

𝑦1 
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 نجد : 𝑥وبالمطابقة على المحور 
(𝜔1 + 𝜔2 + 𝜔3)𝑥 − 𝜔2 = 0 
⟹ 𝑥 = 𝜔2 = −2 tan 𝑡   … (1) 

 نجد : 𝑦وبالمطابقة على المحور 
(𝜔1 + 𝜔2 + 𝜔3)𝑦 − 𝜔3 = 0 
⟹ 𝑦 = 𝜔3 = tan

2 𝑡       … (2) 

tanنجد :  (1)من العلاقة  𝑡 =
𝑥

−2
 نجد : (2)وبالتربيع والتعويض بالعلاقة  

𝑦 =
𝑥2

4
 ⟹ 𝑥2 = 4𝑦 

 وهي عبارة عن معادلة قطع مكافئ وتمثل المتدحرج .
 إيجاد القاعدة 

,𝑜1𝑥1بالنسبة للمحورين  𝑐لتعيين القاعدة يجب تعيين احداثيات النقطة  𝑜1𝑦1 أجل ذلك نكتب الشرط  من 

𝑉𝑒⃗⃗  ⃗(𝐼) = 𝑉𝑎⃗⃗  أو    0⃗  ⃗(𝐼) = 𝑉𝑟⃗⃗  ⃗(𝐼)  بحيث𝐼 = 𝑐 
 أي :

𝑥1
′ 𝑖1⃗⃗  + 𝑦1

′ 𝑗1⃗⃗  = 𝑥
′𝑖 + 𝑦′𝑗 …… (#) 

𝜃نات تساوي  رالدينا محصلة الدو
′
= 1 = 𝜔 : وهي مشتق الزاوية ومنه 

⟹ 𝜃 = ∫𝜔. 𝑑𝑡  ⟹ 𝜃 = ∫1. 𝑑𝑡 ⟹ 𝜃 = 𝑡 + 𝜃0 

𝑡في  بداية الحركة   = 0  , 𝜃 = 0   ⟸  𝜃
0
= 0 

⟹ 𝜃 = 𝑡 
, 𝑖الثابتة نسقط  نعلم أن للتحويل من الجملة المتماسكة إلى الجملة 𝑗   على المحورين𝑥1, 𝑦1  : 

𝑖 = cos 𝜃 𝑖1⃗⃗  + sin 𝜃 𝑗1⃗⃗       ,     𝑗 = − sin 𝜃 𝑖1⃗⃗  + cos 𝜃 𝑗1⃗⃗    
⟹ 𝑖 = cos 𝑡 𝑖1⃗⃗  + sin 𝑡 𝑗1⃗⃗       ,     𝑗 = − sin 𝑡 𝑖1⃗⃗  + cos 𝑡 𝑗1⃗⃗    

 نجد : (#)وبالتعويض بالعلاقة 

𝑥1
′ 𝑖1⃗⃗  + 𝑦1

′ 𝑗1⃗⃗  = 𝑥
′(cos 𝜃 𝑖1⃗⃗  + sin 𝜃 𝑗1⃗⃗  ) + 𝑦

′(− sin 𝜃 𝑖1⃗⃗  + cos 𝜃 𝑗1⃗⃗  ) 
 وبالمطابقة نجد :

𝑥1
′ = 𝑥′ cos 𝑡 − 𝑦′ sin 𝑡 …… (1) 
𝑦1
′ = 𝑥′ sin 𝑡 + 𝑦′ cos 𝑡 …… (2) 

⟸لدينا  𝑥 = −2 tan 𝑡 𝑥′ = −
2

cos2 𝑡
⟸ولدينا ايضاً     𝑦 = tan2 𝑡  𝑦′ =

2 sin 𝑡

cos3 𝑡
 

 فنجد :  (1)وبالتعويض بالعلاقة 

⟹ 𝑥1
′ =

−2 cos 𝑡

cos2 𝑡
−

2

cos3 𝑡
. sin2 𝑡 ⟹ 𝑥1

′ =
−2

𝑐𝑜𝑠 𝑡
−
2 sin2 𝑡

cos3 𝑡
 

⟹ 𝑥1
′ =

−2

cos3 𝑡
⟹ 𝑥1 = ∫

−2

cos3 𝑡
𝑑𝑡 

 أيضاً فنجد :  (2)وبالتعويض بالعلاقة 
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𝑦1
′ =

−2 sin 𝑡

cos2 𝑡
+
2 sin 𝑡

cos3 𝑡
. cos 𝑡 = 0 

⟹ 𝑦1 = C 

 . (𝑜1𝑥1)ومنه القاعدة هي عبارة عن مستقيم يوازي 

,𝒙𝑨معادلات الحركة هي  𝒚𝑨, 𝜽 
,𝑨(𝒙𝑨حركة لإيجاد معادلات  𝒚𝑨)  نحسب أولاً سرعة النقطة𝑨  : 

 

⟹ 𝑉⃗ (𝐴) = 𝜔𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝜔𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑥1
′ 𝑖1⃗⃗  + 𝑦1

′ 𝑗1⃗⃗   

𝑉⃗ (𝐴) = |
𝑖1⃗⃗  𝑗1⃗⃗  𝑘1⃗⃗⃗⃗ 

0 0 𝜔𝐵
cos 𝑡 sin 𝑡 0

| + |
𝑖1⃗⃗  𝑗1⃗⃗  𝑘1⃗⃗⃗⃗ 

0 0 𝜔𝐷
sin 𝑡 − cos 𝑡 0

| 

 

⟹ 𝑉⃗ (𝐴) = (sin 𝑡 . 𝜔𝐵 + cos 𝑡 . 𝜔𝐷)𝑖1⃗⃗  + (− cos 𝑡 . 𝜔𝐵 + sin 𝑡 . 𝜔𝐷)𝑗1⃗⃗   
 

⟹ 𝑉⃗ (𝐴) = (−2 sin 𝑡 . tan 𝑡 + cos 𝑡 . tan2 𝑡)𝑖1⃗⃗  + (2 cos 𝑡 . tan 𝑡 + sin 𝑡 . tan
2 𝑡)𝑗1⃗⃗   

𝑥1
′(𝐴) =

−2 sin2 𝑡

cos 𝑡
+
sin2 𝑡

cos 𝑡
=
− sin2 𝑡

cos 𝑡
 

𝑦1
′(𝐴) = −2 sin 𝑡 +

sin3 𝑡

cos2 𝑡
 

𝑥1(𝐴) = −∫
sin2 𝑡

cos 𝑡
𝑑𝑡 = −∫

1 − cos2 𝑡

cos 𝑡
𝑑𝑡 

⟹ 𝑥1(𝐴) = −∫
𝑑𝑡

cos 𝑡
+ ∫cos 𝑡 𝑑𝑡 

tanبفرض   
𝑡

2
= 𝑢  ⟸     𝑑𝑡 =

2𝑑𝑢

1+𝑢2
 

⟹ cos 𝑡 =
1 − 𝑢2

1 + 𝑢2
 

∫
𝑑𝑡

cos 𝑡
= 2∫

𝑑𝑢

1 − 𝑢2
= ln |

1 − 𝑢

1 + 𝑢
| 

∫
𝑑𝑡

cos 𝑡
= 2∫(

𝐴

1 − 𝑢
+

𝐵

1 + 𝑢
)𝑑𝑢 

⟹ 𝐴 =
1

2
    ,   𝐵 = −

1

2
 

𝑥1(𝐴) = − ln |
1 − tan

𝑡
2

1 + tan
𝑡
2

| + sin 𝑡 + 𝑐1 
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𝑦1(𝐴) = −2 cos 𝑡 + ∫
sin3 𝑡

cos2 𝑡
𝑑𝑡

⏟      
(𝐼)

 

cosبفرض  :  𝑡 = 𝑢 ⟹ −sin 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑑𝑢 

𝐼 = −∫
1 − 𝑢2

𝑢2
𝑑𝑢 = −∫

𝑑𝑢

𝑢2
+∫𝑑𝑢 

𝐼 =
1

𝑢
+ 𝑢 + 𝑐2  ⟹ 𝐼 =

1

cos 𝑡
+ cos 𝑡 

 

⟹ 𝑦1(𝐴) = −cos 𝑡 +
1

cos 𝑡
+ 𝑐2 

 

 "المسألة الثانية"

ℎ)يتدحرج مخروط دوراني ارتفاعه  = 𝑟),نصف قطر قاعدته  (4 =  (𝛼),نصف زاويته الرأسية  (3

ثابتا ,علما أن القيمة العددية  (𝑜1)بحيث يبقى رأسه  (𝑜1𝑥1𝑦1)فقي دون انزلاق على المستوي الأ

𝑉(𝑜),  (𝑜)لسرعة مركز قاعدة المخروط وهي  =  والمطلوب : 48

 . (𝑜1𝑧1)عين شعاع الدوران الجري للمخروط حول  -1

 عين شعاع الدوران الآني له بدلالة الزمن . -2

  الحل

  ركة دورانية حول نقطة ثابتة "نوع الحركة " ح

  (𝑜1𝑥1𝑦1𝑧1)نختار جملة المحاور الثابتة 
 بما أن الحركة دورانية حول نقطة ثابتة سنعتبرها

 حركة دورانية حول محور آني يمر من هذه النقطة 
 بشرط ذهاب إحدى الحركات الدورانية 

 :وسنعتبر بأن الحركة هي تركيب حركتين 
  (𝑜1𝑜)هي دوران المخروط حول محوره  نسبيةالحركة ال

  (𝑜1𝑧1)هي دوران المخروط حول  الحركة الجرية
 وبما أن الحركة هي تدحرج دون انزلاق

 فسرع نقاط التماس تكون معدومة 

𝑉⃗ (𝑜1)أي سرعة   = 0⃗   

𝑉⃗ (𝐴)و  =  تكون معدومة . (𝑜1𝐴)ومنه سرعة المستقيم   0⃗
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 هو المحور الآني للدوران . (𝑜1𝐴)أي 

𝜔𝑒⃗⃗إن   ⃗⃗  ∥ 𝑘1⃗⃗⃗⃗  

𝑉⃗ (𝑜) = 𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

|𝑉⃗ (𝑜)| = |𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗|. |𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  |. sin(𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) 

⟹ |𝑉⃗ (𝑜)| = |𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗|. |4|. sin 𝛼   … (1) 

 حسب فيثاغورس  𝑜1𝑜𝐴من المثلث 

⟹ (𝑜1𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗)
2
= (𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  )

2 + (𝑜𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)
2
⟹ (𝑜1𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
= 16 + 9 = 25 

⟹ (𝑜1𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 5 

sin 𝛼 =
3

5
    , cos 𝛼 =

4

5
 

 : (1)نعوض في 

48 = |𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗|. |4|. (
3

5
)  ⟹ |𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 20 

𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  + 𝜔𝑟⃗⃗ ⃗⃗   

𝑉⃗ (𝑜) = 𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⟹ 𝑉⃗ (𝑜) = (𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  + 𝜔𝑟⃗⃗ ⃗⃗  ) ∧ 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

⟹ 𝑉⃗ (𝑜) = 𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  ∧ 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝜔𝑟⃗⃗ ⃗⃗  ∧ 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⟹ 𝑉⃗ (𝑜) = 𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  ∧ 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 0⃗   

     𝜔𝑟⃗⃗ ⃗⃗  //𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝜔𝑟⃗⃗  بسبب       ⃗⃗  ∧ 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 0        

|𝑉⃗ (𝑜)| = |𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  |. |𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  |. sin(𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑜1𝑜⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) 

𝑜1𝑧1إن   ⊥ 𝑜1𝐴 

⟹ 48 = |𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  |. |4|. sin (
𝜋

2
− 𝛼) 

 نجد : وحسب دستور التحويل من مجموع إلى جداء

sin (
𝜋

2
− 𝛼) = sin

𝜋

2
. cos 𝛼 − cos

𝜋

2
. sin 𝛼 

⟹ 48 = |𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  |. |4|. cos 𝛼 

⟹ 48 = |𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  |. |4|. (
4

5
) 

⟹ |𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  | = 15 ⟹ 𝜓′ = 15 ⟹ 𝜓 = 15𝑡 

|𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  | = −15𝑘1⃗⃗⃗⃗  
𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜔𝑒⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑖 = 20 cos𝜓 𝑖1⃗⃗  + 20 sin𝜓 𝑗1⃗⃗   
⟹ 𝜔𝑎⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 20 cos 15𝑡 𝑖1⃗⃗  + 20 sin 15𝑡 𝑗1⃗⃗   
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 " 116"مسألة محلولة صفحة 

 (𝑜1𝑥1𝑦1)  , مستقيم يتدحرج دون انزلاق على محيط دائرة  (∆)محوران متعامدان في مستو ثابت

تماس المستقيم  (𝑐)بحيث تبقى السرعة الزاوية لدوران النقطة  (1)نصف قطرها  (𝑜1)ثابتة مركزها 

,𝑜1)مع الدائرة  (∆) نقطة مادية تتحرك  (𝑀).  (𝜔)بحيث تبقى السرعة الزاوية ثابتة وتساوي  (1

ً  (∆)كان المستقيم ، ثابتة  (𝑣)بحركة منتظمة سرعتها  (∆)على  النقطة للدائرة في  في لحظة البدء مماسا

𝐴(1,0)  وكانت(𝑀)  في النقطة(𝐴)  أي ،𝐴,𝑀, 𝑐  منطبقة في لحظة البدء 

  (𝑜1𝑥1𝑦1)بدلالة الجملة  (𝑀)عين الإحداثيات المطلقة للنقطة  -1 :والمطلوب 

  (𝐴)عين السرعة المطلقة والتسارع المطلق للنقطة  -2              

Γ𝑎⃗⃗)كي يكون  (𝜔)بــ  (𝑣)التي تربط عين العلاقة  -3                . (Δ)محمولا على  (⃗ 

 الحل

مع  وحركة جرية (Δ)وهي حركتها على المستقيم  حركة نسبيةهي محصلة حركتين  (𝑀)إن حركة 

هي  (𝑐)تتدحرج دون انزلاق فإن نقطة التماس  (Δ)وهي حركة مستوية . بما أن حركة  (Δ)المستقيم 
 ن في الحركة المستوية :المركز الآني للدورا

لحظة  (𝐴)التي كانت فيه النقطة  (Δ)مبدأ الاحداثيات للجملة المتماسكة مع المستقيم  (𝑜)نختار النقطة 
 البدء .

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المركز الآني "  (𝑐)فمن شرط التدحرج دون انزلاق نلاحظ أن المسافة التي تقطعها نقطة التماس 

على الدائرة  (𝑐)وهو المتدحرج" تساوي المسافة التي تقطعها النقطة " (Δ)" على المستقيم للدوران

(𝑜1, 𝑜𝑐̅̅)"القاعدة" أي أن طول  (1 و  (𝑜1𝑐)فإذا سمينا الزاوية بين  (𝐴𝑐̂)يساوي طول القوس  (̅

(𝑜1𝑥1)  هي(𝜃)  كان لدينا𝑜𝑐̅̅ ̅ = (𝐴𝑐̂) = 𝜃  )لأن نصف قطر الدائرة يساوي الواحد( 

 . (𝑜)في النقطة  (Δ)العمود على  (𝑜𝑥)والمحور  (Δ)منطبقا على  (𝑜𝑦)ار المحور نخت

 نكتب : (𝑴)لتعيين موضع النقطة  -1

𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑜1𝑐⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑐𝑀⃗⃗إن  ⃗⃗ − 𝑜𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗هي عبارة عن  ⃗  𝑜𝑐⃗⃗⃗⃗   ومنه𝑐𝑜⃗⃗⃗⃗ + 𝑜𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗    نجد : (∗)وبالتعويض في 
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⟹ 𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑜1𝑐⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐𝑜⃗⃗⃗⃗ + 𝑜𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

⟹ 𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 1(cos 𝜃 𝑖1⃗⃗  + sin 𝜃 𝑗1⃗⃗  ) + 𝑐𝑜𝑗 + 𝑜𝑀𝑗  
ولأن الحركة تتدحرج دون انزلاق )) فالمسافة المقطوعة على القاعدة تساوي المسافة المقطوعة على 

|𝐴𝑐̂|المتدحرج (( أي أن :                          = |𝑐𝑜̅̅ ̅| = 𝑟. 𝜃 

𝜃
′
= 𝜔 ⟹ 𝜃 = 𝜔𝑡 

𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = ∫𝑣 . 𝑑𝑡 = 𝑣. 𝑡 + 𝑐 

𝑡من شروط البدء   = 0  , 𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0   ⟹ 𝑐 = 0 

𝑜𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑣. 𝑡𝑗  
𝑐𝑜⃗⃗⃗⃗ = −𝜔. 𝑡𝑗  

= 𝑗نعلم أن :    − sin 𝜃 𝑖1⃗⃗  + cos 𝜃 𝑗1⃗⃗   
⟹ 𝑗 = − sin𝜔𝑡 𝑖1⃗⃗  + cos𝜔𝑡 𝑗1⃗⃗   

⟹ 𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = cos𝜔𝑡 𝑖1⃗⃗  + sin𝜔𝑡 𝑗1⃗⃗  − (𝑣 − 𝜔)𝑡. sin𝜔𝑡 𝑖1⃗⃗  + (𝑣 − 𝜔)𝑡. cos𝜔𝑡 𝑗1⃗⃗   

⟹ 𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (cos𝜔𝑡 − (𝑣 − 𝜔)𝑡. sin𝜔𝑡)𝑖1⃗⃗  + (sin𝜔𝑡 + (𝑣 − 𝜔)𝑡. cos𝜔𝑡)𝑗1⃗⃗   

𝑉𝑎⃗⃗)بالاشتقاق المباشر نحصل على   Γ𝑎⃗⃗)و   (⃗   ⃗) 

 أو عن طريق تركيب الحركات 

 حركة نسبية وبالتالي : على المستقيم هي (𝑀)إن حركة  

𝑉𝑟⃗⃗  ⃗(𝑀) = 𝑣𝑗  
وهي ) الحركة الجرية (  (𝑀) مع   (Δ) بالنسبة لــ   (𝑜1𝑥1𝑦1) وهي حركة مستوية   

 وبالتالي السرعة الجرية في الحركة المستوية هي :

𝑉𝑒⃗⃗  ⃗(M) = 𝑉⃗ (𝑜) + 𝜔⃗⃗ ∧ 𝑜1𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑉𝑒⃗⃗    أو     ⃗⃗  ⃗(𝑀) = 𝜔⃗⃗ ∧ 𝑐𝑀⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  
 

  𝑉𝑒⃗⃗  ⃗(M) = |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

0 0 𝜔
0 (𝑣 − 𝜔)𝑡 0

| ⟹ 𝑉𝑒⃗⃗  ⃗(M) = −𝜔(𝑣 − 𝜔)𝑡𝑖  

 وبالتالي  السرعة المطلقة هي مجموع السرعتين الجرية و النسبية 

𝑉𝑎⃗⃗  ⃗(M) = 𝑉𝑟⃗⃗  ⃗ + 𝑉𝑒⃗⃗  ⃗ 

⟹ 𝑉𝑎⃗⃗  ⃗(M) = −𝜔(𝑣 − 𝜔)𝑡𝑖 + 𝑣𝑗  
 وللحصول على التسارع نطبق القانون التالي :

Γ𝑎⃗⃗  ⃗(𝑀) =
𝑑𝑉𝑎⃗⃗  ⃗(𝑀)

𝑑𝑡
|
𝑀

+ 𝜔⃗⃗ ∧ 𝑉𝑎⃗⃗  ⃗(𝑀) 

⟹ Γ𝑎⃗⃗  ⃗(𝑀) = −𝜔(𝑣 − 𝜔)𝑖 + |
𝑖 𝑗 𝑘⃗ 

0 0 𝜔
−𝜔(𝑣 − 𝜔)𝑡 𝑣 0

| 
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⟹ Γ𝑎⃗⃗  ⃗(𝑀) = [−𝜔(𝑣 − 𝜔) − 𝑣𝜔]𝑖 − 𝜔
2(𝑣 − 𝜔)𝑡𝑗  

Γ𝑎⃗⃗كي يحمل   ⃗(𝑀)  على(Δ)  يجب أن تكون المركبة على(𝑥) نكتب  معدومة لذلك 

−𝜔(𝑣 − 𝜔) − 𝑣𝜔 = 0 

⟹ 𝑣 − 𝜔 = −𝑣 ⟹ 2𝑣 = 𝜔 ⟹ 𝑣 =
𝜔

2
 

 

 تم إعطائها  (𝟏𝟎𝟏)مسألة من الكتاب صفحة 

 ، (𝑜1)حول النقطة الثابتة  (𝜔1)يدور في مستوي ثابت بسرعة زاوية ثابتة  (𝑎)طوله  (𝑜1𝐴)ذراع 

على  (𝐵)( وتنزلق نهايته  𝑜1𝐴ع )أي بالذرا (𝐴)مرتبط مفصليا في  (2𝑎)ذراع طوله  (𝐴𝐵)إن 

 ,والمطلوب : (𝑜1𝑥1)المستقيم الثابت 

 .(𝐴𝐵)معادلات حركة الذراع  -1
 ثم تعيين القاعدة والمتدحرج . (𝐴𝐵)تعيين المركز الآني للدوران للذراع  -2
 . (𝐵)تعيين سرعة وتسارع النقطة  -3

  الحل : 

 قطب للحركة عندئذ : (𝐴)نختار النقطة 

𝐴𝑥   هو الذراع𝐴𝐵  و𝐴𝑦  عمودي على𝐴𝑥  نلاحظ أن حركة الذراع𝑜1𝐴 

 . 𝑜1حركة دائرية مركزها  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 تعيين معادلات الحركة : -1
 في الجملة الثابتة هي : 𝐴, وبالتالي معادلات النقطة  𝑜1النقطة 

𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴) = {
𝑥𝐴 = 𝑎. cos 𝜃
𝑦𝐴 = 𝑎. sin 𝜃

 

𝜃ولكن حسب الفرض في نص المسألة 
′
= 𝜔1  ⟹ 𝜃 = 𝜔1. 𝑡 + 𝜃0 

𝑡من شروط البدء  = 𝜃و   0 = 𝜃نجد أن    0
0
= 𝜃وبالتالي  :   0 = ω1𝑡 

 وبالتالي فإن :
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𝑥𝐴 = 𝑎. cos𝜔1𝑡       , 𝑦𝐴 = 𝑎. sin𝜔1𝑡 
𝐴𝑐يكون :    𝐴𝐶𝑜1في المثلث  = 𝑎. sin 𝜃     وفي المثلث𝐴𝐶𝐵     : يكون𝐴𝑐 = 2𝑎. sin 𝜑 

 وبالتالي بالمطابقة :

𝑎. sin 𝜃 = 2𝑎. sin 𝜑  ⟹ sin𝜑 =
sin 𝜃

2
⟹ 𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 sin (

sin 𝜃

2
)  . . (∗) 

⟹ 𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 sin (
sin𝜔1𝑡

2
) 

 وبالتالي معادلات الحركة هي :

𝑥𝐴 = 𝑎. cos𝜔1𝑡    , 𝑦𝐴 = 𝑎. sin𝜔1𝑡    , 𝜑 = 𝑎𝑟𝑐 sin (
sin𝜔1𝑡

2
) 

 تعيين المركز الآني للدوران : -2

,𝐼(𝑥1بفرض إحداثيات المركز الآني للدوران في الجملة الثابتة هي  أولاً : 𝑦1)  

 ً  ((  )) سنقوم بتعيين المركز الآني هندسيا ويمكن تعينه تحليليا

𝐴 بشكل دائرة و  تتحرك𝐵 . تتحرك على نفس المستقيم 

 ,ألا وهي النظيم . 𝐴, ونأخذ العمود المماس في النقطة  𝐴وبالتالي نأخذ مماس الدائرة على 

𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ =
𝜔⃗⃗ ∧ 𝑣 (𝐴)

𝜔2
      ; 𝜔 = 𝜑′ 

𝑥1 = 𝑜1𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑜1𝑐⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑐𝐵⃗⃗⃗⃗  

𝑜1𝑐نلاحظ أن :  = 𝑎. cos 𝜃    : كما أن𝑐𝐵 = 2𝑎. cos𝜑 =⏞
(∗) من

2𝑎. √1 − sin2 𝜑 

⟹ 𝑐𝐵 = 2𝑎.√1 −
sin2 𝜃

4
= 𝑎.√4 − sin2 𝜃 

𝑥1 = 𝑎. cos 𝜃 + 𝑎.√4 − sin
2 𝜃 = 𝑎. cos𝜔1𝑡 + 𝑎√4 − sin

2𝜔1𝑡 
𝑦1 = 𝐵𝐼 = 𝑜1𝐵. tan 𝜃 = 𝑥1. tan 𝜃 

𝑦1 = (𝑎. cos 𝜃 + 𝑎.√4 − sin
2 𝜃) . tan 𝜃 

𝑦1 = 𝑎. sin𝜔1𝑡 + 𝑎√4 − sin
2𝜔1𝑡 . tan𝜔1𝑡 

 وبالتالي احداثيات المركز الآني للدوران في الجملة الثابتة هي :

𝐼 (𝑎. cos𝜔1𝑡 + 𝑎√4 − sin
2𝜔1𝑡 , 𝑎. sin𝜔1𝑡 + 𝑎√4 − sin

2𝜔1𝑡 . tan𝜔1𝑡) 

 المعادلات الوسيطة للقاعدة . وهذه  الاحداثيات تعين 
لتعيين إحداثيات المركز الآني للدوران في الجملة المتماسكة ، وبفرض احداثيات المركز الآني للدوران 

,𝐼(𝑥(𝐼)في الجملة المتماسكة هي :  𝑦(𝐼))  . 

 وبالتالي نقوم بما يلي :

𝑥(𝐼) = 𝐴𝑀 = 𝐴𝐵 −𝑀𝐵 = 2𝑎 − 𝐼𝐵. cos (
𝜋

2
− 𝜑) 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

improve our mathematicsF.B Group :              Facebook_Page : IOM    Maths_WhatsApp : 0997378154            
 

10 

𝑥(𝐼) = 2𝑎 − 𝑦1. sin 𝜑 = 2𝑎 − 𝑦1.
sin 𝜃

2
 

𝑥(𝐼) = 2𝑎 − (𝑎. sin 𝜃 + 𝑎√4 − sin2 𝜃 . tan 𝜃) .
sin 𝜃

2
 

𝑥(𝐼) = 2𝑎 −
𝑎

2
(sin2 𝜃 − √4 − sin2 𝜃 .

sin2 𝜃

cos 𝜃
) 

𝑥(𝐼) = 2𝑎 −
𝑎

2
(sin2𝜔1𝑡 − √4 − sin

2𝜔1𝑡 .
sin2𝜔1𝑡

cos𝜔1𝑡
)  . . (#) 

𝑦(𝐼) = 𝐼𝑀 = 𝐼𝐵. sin (
𝜋

2
− 𝜑) = 𝑦1. cos𝜑 

𝑦(𝐼) = (𝑎. sin 𝜃 + 𝑎√4 − sin2 𝜃 . tan 𝜃)
√4 − sin2 𝜃

2
 

𝑦(𝐼) =
𝑎

2
(sin 𝜃 . √4 − sin2 𝜃 + (4 − sin2 𝜃). tan 𝜃) 

𝑦(𝐼) =
𝑎

2
(sin𝜔1𝑡 . √4 − sin

2𝜔1𝑡 + (4 − sin
2𝜔1𝑡). tan𝜔1𝑡) . . (##) 

 هي احداثيات المركز الآني للدوران في الجملة المتماسكة  (##)و  (#)إن 
 وهذه الاحداثيات تعين المعادلات الوسيطة للمتدحرج .

 : (𝑩)تعيين سرعة وتسارع النقطة  -3

 
 في الجملة الثابتة هو : (𝐵)ع للنقطة عبارة شعاع الموض

𝑜1𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝐵𝑖1⃗⃗  + 𝑦𝐵𝑗1⃗⃗  = 𝑥1𝑖1⃗⃗   

⟹ 𝑜1𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑎. cos𝜔1𝑡 + 𝑎√4 − sin
2𝜔1𝑡) 𝑖1⃗⃗   

 بالاشتقاق نحصل على السرعة :

𝑉⃗ (B) = −𝑎 (𝜔1. sin𝜔1𝑡 +
𝜔1. sin𝜔1𝑡 . cos𝜔1𝑡

√4 − sin2𝜔1𝑡
) 𝑖1⃗⃗   

 بالاشتقاق مرة ثانية نحصل على التسارع :

 

𝛤 (𝐵) = −𝑎𝜔1
2. 𝑐𝑜𝑠 𝜔1𝑡 + 𝑎

(−𝜔1
2 (cos2𝜔1𝑡 − sin

2𝜔1𝑡). √4 − sin
2𝜔1𝑡)

4 − sin2𝜔1𝑡
 

−𝑎

(

 
 
(
𝜔1. sin𝜔1𝑡 . cos𝜔1𝑡

√4 − sin2𝜔1𝑡
) (𝜔1. sin𝜔1𝑡. cos𝜔1𝑡)

4 − sin2𝜔1𝑡

)
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 تصحيح مسألة من المحاضرة السابقة

زاويته الرأسية  ،  𝑜رأسه الثابت  𝑆حرج مخروط دوراني ديت
π

4
دون انزلاق  𝑎، نصف قطر قاعدته  

 𝑜مشترك معه بالرأس  𝑆1على السطح الخارجي لمخروط دوراني ثابت  

 المطلوب :

 𝑆نصف قطر قاعدة  𝑎تساوي  𝑆علماً أن نصف قطرالمخروط  𝑆عين معادلات حركة  (1
|𝑣(𝐴)|وأن القيمة العددية لسرعة مركز القاعدة هي  = 4𝑎 

 . 𝑆1 على محور المخروط 𝐵في النقطة التي تقع فيها  𝑆1من محيط القاعدة  𝐵عين سرعة نقطة  (2

 

 الحل

يتدحرج على المخروط الثابت بنصف قاعدته وزاوبة المخروط الثابت هي فقط  𝑆بما أن المخروط 
π

4
 

𝜃فتكون الزاوية  =
𝜋

2
 ، ونعلم ان شعاع الدوران يعطى بالعلاقة : 

𝜔⃗⃗ = 𝜓′𝑘1 ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝜃
′𝑢1⃗⃗⃗⃗ + 𝜑

′𝑘⃗ ⟹ 𝜔⃗⃗ = 𝜓′𝑘1 ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝜑
′𝑘⃗  

𝑣 (𝐴)هي :  Aالنقطة وسرعة  = 𝜔⃗⃗ ∧ 𝑜𝐴⃗⃗⃗⃗  وبأخذ القيمة العدية نجد : ⃗ 

|𝑣 (𝐴)| = |𝜔⃗⃗ |. |𝑜𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|. sin(𝜔⃗⃗ , 𝑜𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) ⟹ |𝑣 (𝐴)| = |𝜔⃗⃗ |. |𝑜𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗|. 𝑠𝑖𝑛
𝜋

8
… . (1) 

|𝑉⃗ (𝐴)|   أي أن 4𝑎من نص المسألة القيمة العددية لسرعة مركز القاعدة هي  = 4𝑎 

4𝑎   نجد : (1)في   ومنه نجد بالتعويض = |𝜔⃗⃗ |. ℎ. 𝑠𝑖𝑛
𝜋

8
(……∗ .) 
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تعدين لتلقي استفساراتكم مس

على غروبكم  واسئلتكم

 𝒔𝒚𝒓𝒊𝒂 𝑴𝒂𝒕𝒉 𝟑𝒓𝒅 𝒀𝒆𝒂𝒓 

كل الشكر لمن ساهم في إنجاز 

هذا المقرر حتى وإن لم يذكر... 

  في صحائأ أعمالهوجعله الله

 


