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 يحيى قطيشالمادة:  دكتور ◄

     التاسعة  عشر:المحاضرة ◄

 التكاملات التابعة لوسيط عنوان المحاضرة: ◄      

 انعهمٌ:انمحتوى 

 امثهت عهي انتكامم انبَتاوً.

 تعرٍف انتكاملاث انتابعت نوسَط.

 قاعدة لاٍبتنز.

مثال: أوجد انتكايم 

  ∫               

 
 

 

                 

 حسة انشكم انًثهثً نهتكايم انثتاوي:

 (   )   ∫                     

 
 

 

 

                
   

 
 

                
   

 
 

  ∫               

 
 

 

 

 
 

 
 (

   

 
 
   

 
) 

         حانح خاصح عُديا  و نُأخر يثال عٍ 

 3التحليل  
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  ∫               
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/  .
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  [ (
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. تى حساب 
 

 
. و  /

 

 
 ( ) و  /

(   ) يٍ انماَىٌ     ( ) 

 حٍث:

 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 

 (
 

 
)   (

 

 
  )  

 

 
 (

 

 
) 

 ( )     

 وتانتانً تالاختصاز َجد:

  
  

  
 

  

   
 

مثال:    أوجد انتكايم 

    

 : َفسض  تتغٍٍس انًتحىل: 
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           ويُه:

   
 

 

  
 
 

   
   

 َغٍس حدود انتكايم:

        

  
 

 
     

  
 

 
∫

 
 
    

 
 

   
   

 

 

 

  
 

 
∫

 
   
 

   
   

 

 

 

  
 

 
 (

   

 
   

   

 
) 

. تى انحصىل عهى 
   

 
   

   

 
 يٍ الأسس /

 حٍث:

   

 
       

   

 
 

                   و 

    
   

 
 

     

 
   

   

 
 

 ويُه:

  
 

 
 (

   

 
   

   

 
) 

.  َلاحظ أٌ
   

 
   

   

 
 وَحٍ َعهى واستُتجُا  (     ) يٍ انشكم  /

 ساتماً أٌ:

 (     )  
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 ويُه:

  
 

 

 

   
   

 
  

 

 انتكاملاث انتابعت نوسَط

لًٍح  كم يٍ أجم -     ,   عهى انًجال و -   ,  يعسف يٍ أجم  (   ) نٍكٍ ندٌُا انتاتع   :تعريف
   ، حٍث انتاتع يعسف عهى انًستطٍم  -   ,لاتم نهًكايهح عهى انًجال  (   ) ٌكىٌ   ل يثثتح 

  *(   )                        + 

 ,   -  ,     - 

  يٍ انشكم:َسًً انتكايم 

 ( )  ∫ (   )  

 

 

     

  tتانتكايم انتاتع نهىسٍظ 

  ( )    ( )   حٍث 

 خىاص :

 ( : 1مبرهنة )

 يستًس عهى انًستطٍم انًغهك (   ) إذا كاٌ انتاتع  انًكايم 

,   -  ,     -  *(   )   ,   -   ,     -+ 

 ثىاتت حمٍمٍح ، فإٌ انتكايم           حٍث 

 ( )  ∫ (   )  

 

 

     

 .tهى تاتع يستًس تانُسثح نهىسٍظ  

 البرهان :

 ( )   (  )  ∫ , (   )   (    )-
 

 

               ,     - 
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عهى ، فإَه ٌماتم  -     ,عهى   يستًساً تانُسثح ل  (   ) تًا أٌ انتاتع     نتكٍ 
 

 (   )
عدد    

  :تحٍث ٌتحمك 𝛿يىجة 

|    |  𝛿  | (   )   (    )|  
 

 (   )
 

  يستملاً عٍ  𝛿فٍكىٌ اختٍاز   فهى يستًس تاَتظاو عهى   يستًس عهى انًستطٍم انًغهك  (   ) تًا أٌ انتاتع 
 . -   , يٍ انًجال

 تحٍث ٌتحمك:  يستمم عٍ  𝛿ٌىجد     نكم  -     ,يٍ انًجال   نٍكٍ 

|    |  𝛿  | ( )   (  )|  |∫ ( (   )   (    ))  
 

 

|

 ∫ | (   )   (    )|  
 

 

 
 (   )

 (   )
 

 

 
   

 

 عهى  تانُسثح ل  يستًس انتاتع إذاً  -     ,يٍ  اختٍازٌح -     ,   و تًا أٌ   يستًس عُد  ( ) أي أٌ 

 .-     , كايم انًجال

-   ,يستًس عهى انًستطٍم انًغهك  (   ) إذا كاٌ انتاتع انًكايم   ◄ ًٌكٍ انتثدٌم تٍٍ  -     ,  نتيجة :
 زيزي انُهاٌح و انتكايم فُكتة :

   
    

∫ (   )

 

 

   ∫    
    

 (    )  

 

 

 

  وانًكايهح تانُسثح ل   انىسٍظ هى 

قاعدة لاٍبنتز :  (2مبرهنة)

أي  tو يشتمه انجزئً تانُسثح نهىسٍظ  (   ) : إذا كاٌ انتاتع انًكايم  
  (   )

  
 يستًسٌٍ عهى انًستطٍم  

,   - ( )  نتكايمفإٌ ا-     ,   ∫  (   )  
 

 
 -     ,عهى انًجال  tلاتم نلاشتماق تانُسثح نـ 

 و ٌكىٌ :

  ( )  
  ( )

  
 

 

  
∫ (   )  

 

 

 ∫
  ( )
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∫شسٌطح أٌ ٌكىٌ انتكايم الأًٌٍ         تحمك أٌ  t يٍ أجم 
  (   )

  
  

 

 
يتمازب تاَتظاو  

 .-     ,يٍ  tتانُسثح نـ 

 مثال :

أوجد  
  ( )

  
( ) : حٍث    ∫   (     )   

 

 
       

 نُتحمك تداٌحً يٍ شسوط يثسهُح لاٌثتُز :

(   ) ندٌُا انتاتع انًكايم :  -   ,يستًس عهى انًستطٍم  (     )          حٍث  -     , 

كرنك فإٌ انًشتك انجزئً 
  (   )

  
 

    (     )

  
 

  

و هرا انتاتع أٌضاً يستًس عهى انًستطٍم انًركىز       

 ساتماً ، فشسوط لاعدج لاٌثتُز يحمك. نرنك َكتة :

  ( )

  
 

 

  
∫   (     )   

 

 

 ∫
    (     )

  
  

 

 

 ∫
  

     
  

 

 

 0       .
 

 
/ 1

   

   

        (
 

 
)  

، سُعٍد حم انتًسٌٍ انساتك دوٌ الاستفادج يٍ لاعدج لاٌثتُز و ذنك و نكً َعسف تًاياً يا هً فائدج لاعدج لاٌثتُز 

 تأٌ َجسي انًكايهح أولاً ثى َىجد انًشتك.

 ( )  ∫   (     )   

 

 

 

 َكايم تانتجزئح فُفسض :

    (     )     
  

     
   

          

 إذٌ ٌكىٌ :

 ( )  ,   (     )-   
     ∫

    

     
  

 

 

 

   (    )   ∫(  
  

     
)  

 

 

   (    )   , -   
     0       .

 

 
/1
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  ( )    (    )           
 

 
 

  َىجد يشتمه تانُسثح نهًتحىل انًستمم   ( ) اٌَ و لد أوجدَا 

  ( )

  
 

 

  
(  (    )            

 

 
) 

 
  

    
          (

 

 
)   

 
 
  

  .
 
 
/
           (

 

 
) 

 

( ) عتم انتاتع نىسٍظ َمىل عٍ انتكايم انً  ∫  (   )  
 

 
إَه             حٍث  

 تحٍث ٌكىٌ :   عدد     إذا وجد نكم  tيتمازب تاَتظاو تانُسثح نـ 

|∫  (   )  

 

 

 ∫ (   )  

 

 

|  |∫  (   )  
 

 

|     

 .    و ذنك نكم 

و كاٌ انتكايم انًعتم         و     يستًساً يٍ أجم  (   ) إذا كاٌ انتاتع 3مبرهنة ) : )
∫  (   )  

 

 
-     ,يتمازب تاَتظاو تانُسثح نـ   ( ) فإٌ انتاتع      ∫  (   )  

 

 
ٌكىٌ يستًساً  

 .-     ,عهى انًجال 
مثال: حٍث :  تاتع يستًس عهى يجًىعح الأعداد انحمٍمٍح  ( ) أثثت أٌ  

 ( )  ∫
     

(     ) 
  

 

 

 

 انحم:

(   ) ندٌُا    
     

(     ) 
و َثثت أٌ انتكايم انًعطى  ,   ,  و  -     ,  تاتع يستًس يٍ أجم كم  

 : tيتمازب تاَتظاو تانُسثح نـ 

   فٍىجد     نٍكٍ 
 

 ⏟
َضعها تعد انحم

 تحٍث : 
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|∫  (   )  

 

 

|  |∫
     

(     ) 
  

 

 

|  |0
 

     
1
   

 

|  
 

     
 

 

 
   

   
 

 
 

يستًس تانُسثح        ( ) ٌكىٌ   3ويُه وحسة انًثسهُح  Rيٍ  tهى تكايم يتمازب تاَتظاو تانُسثح نـ  ( ) إذاً 

            -     ,يٍ   ل

 

 

 انتهت المحاضرة 

ناريمان  جلو  –باسل أبو عيسى  –وفاء شيخ سالم إعداد:  


