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 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 تعريف البيانعنوان المحاضرة :                          : الأولى المحاضرة ◄

ات الأفضل في استكشاف طرق البرهان في الرياضي  (Graph theor𝑦) تعد نظرية البيان  .... مقدمة

واحي الحسابية والاجتماعية والعلوم الطبيعية من التطبيقات في العديد من الن المتقطعة ، فضلاً عن أن كثيراً 

 يستند إلى نتائجها 

حيث ظهرت في بداية القرن الثامن عشر ، ويعود الفضل ، كما أن نظرية البيان تعد من العلم الحديث نسبياً 

حيث قام بتقديم أقدم وثيقة في نظرية البيان في في ظهورها إلى عالم الرياضيات السويسري ليونارد أولر 

تعرف بمسألة الجسور السبعة لمدينة كونغ سبرنغ ، حيث ظهرت في البداية ، وهذه الوثيقة  1763 معام 

 نظرية البيان بوصفها أداة كل الأحاجي والألعاب .

 يان لحل معظم المسائل من أشهرها الب نظرية  كما استخدمت
 :مسألة الجسور السبعة 

 

 

 

 
 بعة دون أن نمر على الجسر مرتين ؟؟هل نستطيع التجوال  في هذه الجسور الس
عاماً لكن دون جدوى ، فحاول أويلر أن يرسم نموذجاً لهذه  11حاول العالم أويلر حل هذه المسألة لمدة 

 المسألة ، فكانت الرسمة كالآتي :

 

 

 

 

 نظرية البيان



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

3rd year-F.B Group :Syria Math               Facebook_Page : IOM    Maths_WhatsApp : 0997378154           
 

2 

,𝐴}حيث أطلق على كل يابسة ) منطقة ( اسم عقدة ورمز لها  𝐵, 𝐶, 𝐷}  وعبر عن الجسور بأضلاع ،

جسران يصلان بينهما فرََسَمَ ضلعين ، وبالمثل  𝐶والمنطقة  𝐴واصلة بين العقد ، وبما أنه بين المنطقة 

 حيث تصل المناطق الثلاث ببعضها . 𝐷وكذلك الامر للمنطقة  𝐵و  𝐶للمنطقتين 

 ثم قام بنشر هذه المسألة في الصحف وقال :

 العقد أكثر من مرة ؟؟ قد دون المرور علىهل يمكن التجول على كامل الع  

 لألعاب على نمط المسألة السابقة وظهر على أثر هذه المسألة العديد من المسائل وا

 ومن هذه المسائل .... 

 ؟ أو تكرار أي خط مرة آخرى دون رفع القلم بخط واحد هل يمكن رسم الشكل التالي

 :مسألة الألوان الأربعة  

ان قد طرحها الطالب فريدريك كوثري على العالم دي مورغان عام وهي من المسائل القديمة في البيان ، ك

 م  وقد كانت تنص على ما يلي : 1852

 (تلفة ؟ (ان مخ)) هل صحيح أن أي خارطة يمكن تلوينها بأربعة ألوان بحيث أي دولتين متجاورتين لها ألو

 للمسألة بياً بقيت المسألة دون برهان قرابة قرن وأكثر ، قدم المُحامي كيمب حلاً إيجا

 م  1890وقد كُرّمَ على حله ، حيث انتخب رئيساً للأكاديمية الرياضية في لندن ، لكن في عام  

 ئل البيان تعد مسألة الألوان الأربعة من أهم مساأثبتَ هاود أن إثبات كيمب خاطئ ، كما  

 ة في الدراسات راسة في تلوين البيان وأنواع جديدقادت إلى د   لأنها كانت خطوة كبيرة، كما

 بعض من تطبيقات البيان الحديثة

 لدراسة آلية انتشار الفيروسات وغيرها. : في مجالات الطب والصيدلة (1
 حيث استخدم في الورثة الجينية للحصول على نتائج أفضل . :في مجال البيولوجيا  (2
 حواسيبيثة للالحدحيث استخدمت في تصميم لوحات الأم والدارات المتكاملة  :في مجال الحواسيب  (3

فإن  ، ومنه والبرامج المعقدةوشبكات التواصل الاجتماعي كما تستخدم في تصميم الشبكات الحاسوبية 

 ي برنامجابة أالبيان قادر على تمثيل أي مشكلة ببساطة ليدرس المبرمج المشكلة بتجرد )) حيث قبل كت

 وب .ثم يبدأ بإيجاد حل برمجي باستخدام الحاس،  يجب وضع تصور له ((
تنا عن مقدم وأخيراً نختمقد تكون هذه العقد مُدناً والأضلاع هي طرق بينها . في العالم الحقيقي : (4

 المقرر وأهميته بفائدة البيان في مجالنا ....

ناصر لعقد عاالبيان هو بنية بسيطة تتكون من عقد وأضلاع ، عادةً ما تمُثل   في مجال الرياضيات : (5

 .العلاقة بين هذه العناصر  المسألة وتكون الأضلاع هي
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ل مبسط رضه بشك، وسنحاول ع معاًفي مقررنا الممتع حيث سنقوم بتغطية المقرر  أصدقائي أهلاً بكم والآن

 وواضح ....آملين من الله التوفيق لنا ولكم .

 تعاريف ومفاهيم أساسية

  :graph))  تعريف البيان 

  𝑉 ندعوها برؤس البيان ونرمز لها الغير الخالية هو عبارة عن مجموعتين ، الأولى هي مجموعة من العقد
((𝑉𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑒𝑠 والثانية هي مجموعة من الأضلاع ،𝐸  (𝐸𝑑𝑔𝑒) المرتبة نسمي الثنائية، و 𝐺(𝑉, 𝐸) 

 بياناً ، حيث أن :

𝑉 = {𝑣1, 𝑣2… . . , 𝑣𝑛}       ,       𝐸 = {𝑒1, 𝑒1…… , 𝑒𝑛} 

 علماً أن كل ضلع يربط بين عقدتين من عقد البيان .

 مثال للتوضيح :

 

 

 

𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤}   ,      𝐸(𝐺) = {𝑢, 𝑣} 
𝑒أي أن  𝑒ويمكن أن يرمز له  𝐸من ضلع  𝑢𝑣إن  = 𝑢𝑣 )) الترتيب لا يهم ((  

 هما رؤوس لهذا الضلع  𝑢𝑣إن و 

,𝑢ليس بالضرورة أن يكون الضلع الواصل بين  𝑣 : مستقيم أي يمكن أن يكون 

 

 
 

 مثال عن بيان تافه :
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𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣}   ,      𝐸(𝐺) = ∅ 

 𝐺ق نستطيع تعريف الضلع بأنه الخط الذي يصل بين رأسين في البيان مما سب

 هي مجموعة الأضلاع التي تربط بين نفس العقدتين . البيان المضاعف ) الأضلاع المضاعفة (  :

 

 

 
 

 هي عبارة عن ضلع يربط العقدة بنفسها . الع روة :

𝑒تكتب رياضياً :  = (𝑣, 𝑣) 
 

 

 لاع مضاعفة .رى ولا على أضالذي لا يحوي على عُ  ناهو البي   البيان البسيط :
 

 

 

 
 رى وأضلاع مضاعفة ((غير بسيط )) لأنه يحوي على عُ  𝐺𝑘إن البيان 

 

 

 

 

𝐺𝑠 = (𝑉, 𝐸) 

𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} 

𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7} 
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,𝑒1 ة هيالمضاعفالأضلاع  𝑒9, 𝑒10 = (𝑣1, 𝑣2)  والعروة هي𝑒8 = (𝑣3, 𝑣3) 

 ميزات البيان

𝑝قدرة الرؤوس بحيث  |𝑉|و   𝑝بمرتبة البيان ونرمز لها بــ  𝐺ندعو عدد رؤوس البيان  = |𝑉| 

𝑞قدرة الأضلاع بحيث  |𝐸|و  𝑞بحجمه ونرمز لها بــ  𝐺ندعو عدد أضلاع البيان و = |𝐸|  
⏟|𝑉|حيث يقصد بــ  

عدد العقد

= {𝑣1, 𝑣2…… , 𝑣𝑛}   ,     |𝐸|⏟
عدد الأضلاع

= {𝑒1, 𝑒2…… , 𝑒𝑛}  

,𝐺(𝑝إذاً نقول عن البيان  𝑞)  بحيث𝑝  عدد عقد الرؤوس و𝑞  عدد الأضلاع 

 كم هو عدد الأضلاع ؟  𝑝إذا كان لدينا عدد الرؤوس 

𝑞لحساب عدد الأضلاع نستخدم القانون التالي :  ≤
𝑝(𝑝−1)

2
 عدد الأضلاع بدون تكرار . 

عدد الأضلاع = (p − 1)⏟    
𝑣1

+ (𝑝 − 2)⏟    
𝑣2

+ (𝑝 − 3)⏟    
𝑣3

+⋯+ 1⏟
𝑣𝑛−1

 

 نقط كم هو عدد أضلاع البيان ؟ 4ليكن لدينا بيان مكون من  مثال :

 ع عند كل عقدة دون تكرار للأضلاعنقوم بعّد الأضلا

3أي عدد الأضلاع هو  + 2 + 1 = 6 

لضلع يخرج منها ضلعين دون حساب ا (2)يخرج منها ثلاث أضلاع والعقدة  (1)عند العقدة ملاحظة : 

لع واحد دون حساب الأضلاع المشتركة مع يخرج منها ض (3)وعند العقدة  (1)التي تشترك مع العقدة 

 . لا يوجد فيها أي ضلع لأن جميع أضلاعها مشتركة مع العقد السابقة (4)أما العقدة  العقد ، 

 بإمكاننا أن نحسب الأضلاع من القانون التالي :
𝑞 =

𝑝(𝑝−1)

2
⟹ 𝑞 =

4(4−1)

2
=
(4×3)

2
= 6 

 رة السابقة "مثال خارجي لتوضيح الفك" 

𝑝إذا كان لدينا عدد الرؤوس =    كم هو عدد الأضلاع ؟   6
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|𝐸| = (𝑝 − 1)⏟    

𝑣1

+ (𝑝 − 2)⏟    
𝑣2

+ (𝑝 − 3)⏟    
𝑣3

+ (𝑝 − 4)⏟    
𝑣4

+ (𝑝 − 5)⏟    
𝑣5

+ (𝑝 − 6)⏟    
𝑣6

 

𝑞 = |𝐸| = 5 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0 = 15 

 انون السابق :نطبق القأو 

𝑞 =
𝑝(𝑝−1)

2
⟹ 𝑞 =

6(6−1)

2
=
(6×5)

2
= 15  

 تعريف درجة ) عقدة ( الرأس

,𝐺(𝑝ليكن لدينا  𝑞)  وليكن𝑣 ∈ 𝑉  ونعرف جوار الرأس𝑣 : بأنه 

𝑁(𝑣) = {𝑣 ∈ 𝑉    ;     𝑣1𝑣2 ∈ 𝐸} 
degبــ   𝑣 لكل رأس له جوار هو الجوار المتصل فيه ، ونرمز لدرجة الرأس 𝑣 

deg مجموعة تساوي ) درجة ( قدرة عدد عناصر الجوار بحيث 𝑁(𝑣)تمثل  𝑣 = |𝑁(𝑣)|  

0درجة الرأس  ≤ deg 𝑣 ≤ 𝑝 − 1 
 أنه زوجي أو فردي حسب درجته ) قدرته ( ، فيما إذا كانت زوجية أو فردية  𝑣نقول عن 

degإذا كانت ف 𝑣 = وهو برأس منعزل  𝑣فندعو   𝐺أي ضلع من البيان  𝑣)) أي لم يؤثر على العقدة  0

 زوجي ((

degأما إذا كان  𝑣 =  برأس طرفي  )) وهو فردي (( 𝑣ندعو  1

 ولدينا مجموعة العقد  𝑞والحجم  𝑝بيان من المرتبة  𝐺ليكن   :(𝟏)نظرية 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2…… , 𝑣𝑝} 
∑عندئذٍ :     deg 𝑣𝑖

𝑝
𝑖=1 = deg 𝑣1 + deg 𝑣2………deg 𝑣𝑝 = 2𝑞 

مرة من أجل أحد طرفي الضلع وس نكون قد جمعنا الأضلاع مرتين عند الجمع على درجات الرؤالإثبات : 

 ومرة من أجل الطرف الأخر

 

 

𝑣𝑖 
𝑣𝑗 
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 بمعنى آخر :

لع ضع كل فإننا نجم ) درجات الرؤوس(  كل ضلع يؤثر على عقدتين وبالتالي عندما نجمع قدرات العقد 

 مرتين وبالتالي فإن :

∑ deg𝑣𝑖
𝑝

𝑖=1
= 2𝑞 

,𝐺(𝑝كل بيان  >>  (𝟐)النظرية  𝑞)  ذات الدرجات الفرديةلرؤوس زوجي من اعدد يحوي على >> . 

 مجموعة الرؤوس الزوجية  𝑉0مجموعة الرؤوس الفردية و  𝑉1لنفرض أن البرهان :  

 وحسب النظرية السابقة التي تنص " على أن اي ضلع يؤثر على عقدتين " أي :

∑ deg 𝑣𝑣∈𝑉 = 2𝑞  
∑م قس  نَ  deg 𝑣𝑣∈𝑉   إلى قسمين: 

∑ deg 𝑣1𝑣∈𝑉1 + ∑ deg 𝑣0𝑣∈𝑉0 = 2𝑞  

⟹′ 

∑ deg 𝑣1𝑣∈𝑉1 = 2𝑞 − ∑ deg 𝑣0𝑣∈𝑉0  

∑بما أن العدد  deg 𝑣0𝑣∈𝑉0  2عدد زوجي وكذلك𝑞  عدد زوجي فإن∑ deg 𝑣1𝑣∈𝑉1   هو عدد زوجي. 

 طرح عددين زوجيين هو عدد زوجي ((  ))تم المطلوب . يعني أن عدد الهذا 

 منتظم الالبيان 

𝑟بحيث  𝑟أنه بيان منتظم من الدرجة  𝐺نقول عن البيان  ≥ إذا كانت درجة كل رأس من رؤوسه  0

0حيث :    𝑟تساوي  ≤ 𝑟 ≤ 𝑝 − 1 

 أمثلة عن البيانات المنتظمة :
 

 

 

 

 

عدد  𝐺0إن البيان 

𝑝رؤوسه  = 6 

 0منتظم من الدرجة 
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 ؟؟ 𝟓وعدد رؤوسه  𝟑جد بيان منتظم من الدرجة هل يو  سؤال :

 .(( وجيذات الدرجة الفردية يجب أن يكون عددها زلا وذلك حسب مبرهنة )) لأن الرؤوس  الجواب :

 (2)ودرجته  (3)هو بيان منتظم رؤوسه فردية  𝐺2 السابق إن البيان

𝒏برهن أن كل بيان من المرتبة  سؤال آخر : ≥  يملك على الأقل رأسين لهما نفس الدرجة . 𝟐

  اينة )) مختلفة مثنى مثنى (( بفرض أن كل درجات رؤوس البيان متب  البرهان :

 >أي نفرض جدلاً أنه أي لا يوجد عقدتين لهما نفس الدرجة < 

عدد  𝐺1إن البيان 

𝑝رؤوسه  = 6 

 1منتظم من الدرجة 

" كل رأس يخرج 

 "منه ضلع 

عدد  𝐺2إن البيان 

𝑝رؤوسه  = 6 

 2منتظم من الدرجة 

" كل رأس يخرج 

 منه ضلعين "

عدد  𝐺3إن البيان 

𝑝رؤوسه  = 6 

 3منتظم من الدرجة 

" كل رأس يخرج 

 أضلاع "3 منه 
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,𝑣1وليكن :  𝑣2, …… , 𝑣𝑝  هي المجموعة𝑉  ودرجات رؤوس البيان المرتبة تصاعدياً هي

deg 𝑣1 , deg 𝑣2  , …… , deg 𝑣𝑝 

0ولدينا :    ≤ deg 𝑣 ≤ 𝑝 −   مثنى مثنى فإن درجات الرؤوس هي :ا عقد مختلفة إذا أخذن 1
0 , 1 , 2, ……𝑝 − 𝑝وهذا تناقض )) لأن الرأس الذي درجته  1 − جميع الرؤوس حتى يتصل ب 1

 . لا يتصل بأي رأس 0(( وهذا ايضاً تناقض لأن الرأس الذي درجته  0الرأس الذي درجته 

 ^موجه فوجب التنويه عنه ^_تنويه هذه الفقرة لم تعطى لكن الدكتور ذكر البيان ال

 إذا ذكر لنا غير ذلك . ل بيان نقصد به البيان البسيط إلاعندما نقو

  البيان المُوجههناك نوع آخر من البيان وهو 

 الأضلاع الموجه هي عبارة عن أقواس وهو بيان زودت أضلاعهُ باتجاهات ،  تعريفه :

�⃗�دة نهاية . ويرمز له وبذلك يصبح الضلع عبارة عن قوس له عقدة بداية وعق = (𝑉, �⃗⃗�) 

  يمكن للبيان أن يكون موجهاً حتى وإن لم يكون بسيط ، كما أنه تستخدم في تخطيط الطرق
 والمواصلات في المدن .

𝑒1⃗⃗ ⃗⃗ = ( 𝑣1⏟
البداية

, 𝑣3⏟
النهاية

) 

 

 المتتالية الدرجية 

𝑉(𝐺)بيان و  𝐺ليكن  = {𝑣1, 𝑣2, ……𝑣𝑝}   ندعو المتتالية التالية :و 

deg 𝑣1  , deg 𝑣2  , …… , deg 𝑣𝑝 

0متتالية درجية بحيث :     ≤ deg 𝑣 ≤ 𝑝 − 1  

  𝐺وجد بيان  من الأعداد الصحيحة غير سالبة أنها متتالية بيانية إذا 𝑆نقول عن المتتالية  تعريف :

 . 𝑆ومتتالية درجية هي 

𝑯𝒂𝒗𝒆𝒍نظرية >>  − 𝑯𝒂𝒌𝒊𝒎 >> 

 ةبيانيكي تكون المتتالية الشرط اللازم والكافي 

𝑆 ∶ 𝑑1 , 𝑑2 , ……𝑑𝑝 

 بحيث  هي عبارة عن أعداد صحيحة غير سالبة 𝑆حيث عناصر المتتالية 
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𝑑1 ≥ 𝑑2 ≥ ⋯ ≥ 𝑑𝑝           ;   𝑑1 ≥ 1   , 𝑝 ≥ 2 

 هو أن تكون المتتالية التالية بيانية 

𝑆1: 𝑑2 − 1, 𝑑3 − 1, 𝑑4 − 1,……𝑑𝑑1+1  − 1, 𝑑𝑑2 +2, ……𝑑𝑝 

𝑑1  بحيث  :           + 1⏟  
دليل العنصر الأخير

− 2⏟
دليل العنصر الأول

+ 1⏟
مضاف له واحد

= 𝑑1⏟
العنصر الأول

 

 شرح النظرية 

 التالية بيانية  لإثبات أن المتتالية

𝑆: 𝑑1, 𝑑2, ……𝑑𝑝 

 بيانية  𝑆بيانية فإن  𝑆1فإذا كانت  𝑆1نرتب عناصر المتتالية ترتيب تنازلي ، ثم نوجد 

𝑆′4                      وبالترتيب تنازلياً نجد :  ∶ 1,1,0,0 
𝑆4نعيد الخوارزمية السابقة على 
𝑆5          فنجد : ′ ∶ 0,0,0 

 .متتالية متباينة ولدينا ثلاث رؤوس منعزلة  𝑆إذاً 

  : ةالتاليلأمثلة ا لنأخذ

:𝑺   لتكن لدينا المتتالية التالية : 𝟏مثال  𝟓, 𝟒, 𝟒, 𝟑,  ة ؟؟نيايب 𝑺هل   𝟐

أي  5المتتالية المعطاة مرتبة تنازلياً ، وعدد رؤوسها الفردي زوجي ولكن العنصر الأول من المتتالية هو 
 .اينة يبت المتتالية المعطاة ليس إذاً  يوجد لدينا هنا سوى أربعة رؤوس يرتبط بخمسة رؤوس غيره ولا

𝑺  لتكن لدينا المتتالية : 2مثال  ∶ 𝟓, 𝟒, 𝟒, 𝟑, 𝟐,  ة ؟؟نيايب 𝑺هل  𝟎

المتتالية المعطاة مرتبة تنازلياً ، وعدد الرؤوس الفردية في هذه المتتالية زوجي وبالتالي المتتالية تحقق 
 شرط البيان .

إذا نطرح منها   {4,4,3,2,0}يرتبط بخمسة رؤوس غيره وهي  5إن العنصر الأول في المتتالية هو 
 واحد، وبالتطبيق نجد :

𝑆: 5,4,4,3,2,0 

𝑆1 ∶ 3,3,2,1, −1 

  (1−)إن المتتالية المعطاة ليست متباينة  وذلك لأن لا يوجد بيان درجة رأسه 

 ؟هل المتتالية التالية متباينة ؟ : 3مثال 

𝑆 ∶ 2,3,5,4,3,5,4,2 
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 الحل : 

 نرتب الأعداد تنازلياً  :أولاً 

𝑆 ∶ 5,5,4,4,3,3,2,2 

 نلاحظ أن عدد العناصر الفردية في هذه المتتالية زوجي  ثانياً :

  {5,4,4,3,3}إذ يرتبط بخمسة رؤوس غيره والتي هي  (5)إن العنصر الأول هو  ثالثاً :

 وما تبقى من العناصر يبقى كما هو  : (1)ثم نطرح منها 

𝑆1 ∶ 4,3,3,2,2,2,2 

 مرتبة تنازلياً  𝑆1المتتالية 

 𝑆1نعيد تطبيق الخوارزمية السابقة على المتتالية 

ثم نطرح منها واحد وما تبقى  {3,3,2,2}إذاً يرتبط بأربعة رؤوس غيره والتي هي  (4)العدد الأول هو 

𝑆2                   :من العناصر يبقى كما هو  ∶ 2,2,1,1,2,2 
𝑆′2                  تنازلياً فتصبح : 𝑆2نرتب  ∶ 2,2,2,2,1,1 

𝑆3             نعيد الخوارزمية السابقة ايضاً  ∶ 1,1,2,1,1 
𝑆3                    : تنازلياً فتصبح 𝑆2نرتب 

′ ∶ 2,1,1,1,1 
𝑆3نعيد الخوارزمية السابقة على 
𝑆4   فنجد :  ′ ∶ 0,0,1,1  

𝑆′4                      وبالترتيب تنازلياً نجد :  ∶ 1,1,0,0 
𝑆4نعيد الخوارزمية السابقة على 
𝑆5          فنجد : ′ ∶ 0,0,0 

 .متتالية متباينة ولدينا ثلاث رؤوس منعزلة  𝑆إذاً 

 

 رسمات المتتاليات البيانية 

 

 

 

 

 

 

 

نبدأ بالرسم من   :ملاحظة 

 𝑆إلى المتتالية  𝑆𝑖المتتالية 

إن الرقم الذي ضمن الدائرة 

 يمثل درجة الرأس .
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 انتهت المحاضرة

 

 تقى إسماعيلإعداد :

 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

3rd year-F.B Group :Syria Math               Facebook_Page : IOM    Maths_WhatsApp : 0997378154           
 

1 

 

 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 البيان الجزئيعنوان المحاضرة :                           : الثانيةالمحاضرة ◄

 نظرية البيان حيث سنتناول فيها  ما يلي :بسم الله وبالله المستعان ....لنبدأ بمحاضرتنا الثانية لمقرر 

 (  المتتالية البيانية 2( البيانات الجزئية وأنواعها                        1

 البيانات الجزئية 

𝐺ليكن لدينا البيان البسيط  تعريف : = (𝑉, 𝐸)  والبيان𝐻 = (𝑉, 𝐸)  

 إذا تحقق ما يلي :  𝐺أنه بيان جزئي من  𝐻 نقول عن البيان

1 ) 𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺)                                    2)  𝑉(𝐻) ⊆ 𝑉(𝐺) 

 المعطى كما يلي : 𝐺ليكن لدينا البيان  مثال :

 

 

 

 

 ؟؟ 𝑮هل البيانات التالية هي بيانات جزئية من 

 

 

 

 

 𝐻(𝑉, 𝐸)  بيان جزئي من𝐺 . لأن الشرط الأول محقق 

𝑉(𝐻) = {𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦} ⊆ 𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦} 

 نظرية البيان
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 وإن الشرط الثاني محقق 

𝐸(𝐻) = {𝑥𝑦, 𝑥𝑣, 𝑣𝑤} ⊆ 𝐸(𝐺) = {𝑢𝑣, 𝑣𝑥, 𝑥𝑤, 𝑥𝑦, 𝑣𝑤} 

𝐽(𝑉, 𝐸)  بيان جزئي من𝐺 . لأن الشرط الأول محقق 

𝑉(𝐽) = {𝑣, 𝑥, 𝑦, 𝑤} ⊆ 𝑉(𝐺) = {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦} 

 .وإن الشرط الثاني محقق 

𝐸(𝐽) = {𝑥𝑦, 𝑣𝑤, 𝑥𝑣, 𝑥𝑤} ⊆ 𝐸(𝐺) = {𝑢𝑣, 𝑣𝑥, 𝑥𝑤, 𝑥𝑦, 𝑣𝑤} 

,𝐹(𝑉إن  𝐸)  ليس بيان جزئي من𝐺 .لأن الشرط الثاني غير محقق علماً أن الشرط الأول محقق 

𝑒6 = 𝑦𝑤 ∈ 𝐸(𝐺)         لكن        𝑒6 = 𝑦𝑤 ∉ 𝐸(𝐹) 

 أنواع البيان الجزئي

هو أكبر بيان  𝑆نعرف البيان الجزئي المولد بــ  𝑉(𝐺)مجموعة غير خالية من  𝑆لتكن   أولاً ( تعريف :

>ونرمز له بــ  𝑆مجموعة رؤوسه  𝐺جزئي من  S > . 

𝐻أنه بيان جزئي مولد إذا تحقق ما يلي  𝐻ونقول عن البيان  =< 𝑆 >  

 . 𝑉(𝐺)مجموعة جزئية ما من  𝑆بحيث 

 حسب المثال السابق

,𝐽(𝑉إن البيان  𝐸)  هو أكبر بيان جزئي من𝐺 لأن 

𝑉(𝐽) = {𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑤} =< S > 

𝐽وبالتالي  𝑉(𝐺)مجموعة جزئية من  𝑆بحيث  =< 𝑆  . 𝑆من  أكبر بيان جزئي مولد  𝐽، وبالتالي  <

,𝐻(𝑉إن  𝐸)  ليس بيان جزئي مولد من𝑆 : لأن 

𝑥𝑤 ∉ 𝐸(𝐻)        لكن       𝑥𝑤 ∈ 𝐸(𝐺) 

 . 𝐺ليس أكبر بيان جزئي من  𝐻وبالتالي 

هو بيان  𝑉(𝐺)من  𝑆ن البيان الجزئي الناتج عن حذف مجموعة جزئية ، إ بيان 𝐺ليكن ثانياً ( تعريف : 

𝑉(𝐺))جزئي مجموعة الرؤوس  − 𝑆)  ومجموعة أضلاعه هي كل أضلاع𝐺  ما عدا الأضلاع التي

𝐺)وسنرمز له بــ  𝑆تتصل برؤوس  − 𝑆)  أي إذا كانت (( .𝑆 = {𝑢}   سنكتب(𝐺 − 𝑢) )) 
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 من المثال السابق 𝐺ليكن لدينا البيان   مثال :

𝐺)أوجد − 𝑢)     ,     𝐺 − {𝑢, 𝑥}       ,    𝐺 − {𝑣, 𝑤, 𝑦}   ,    𝐺 − {𝑒1, 𝑒2}   , 𝐺 − {𝑒3, 𝑒5}   

 

𝐺 − 𝑢 = 𝐽 

 

 

𝑒1وحذفنا منها الضلع  𝑢حذفنا العقدة  الشرح : = 𝑢𝑣 . المتصل بالعقدة 

 

𝐺 − {𝑢, 𝑥} 

 

 

,𝑢𝑣}نكون قد حذفنا الأضلاع 𝑥 والعقدة  𝑢عند حذف العقدة  الشرح : 𝑣𝑥, 𝑥𝑤, 𝑥𝑦} . 

𝐺 − {𝑣, 𝑤, 𝑦} 

 

 

𝐺 − {𝑒1, 𝑒2}  

 

 

 

𝐺 − {𝑒3, 𝑒5} 
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هو  𝑋نعرف البيان الجزئي المولد بــ  𝐺مجموعة غير خالية من أضلاع البيان  𝑋لتكن  ثالثاً ( تعريف :

>وسنرمز له بــ  𝑋مجموعة أضلاعه هي  𝐺أصغر بيان جزئي من  𝑋 > . 

𝑋كن لدينا مجموعة أضلاع البيان لي  مثال : = {𝑥𝑤, 𝑥𝑦}  أوجد البيان الجزئي المولد بـ𝑋 . 
𝐻1نفرض  =< 𝑋 𝑉(𝐻1)هي :  𝐻1وعقد البيان الجزئي   𝑋بيان جزئي مولد بــ  < = {𝑥, 𝑦, 𝑤} 

𝐸(𝐻1)هي :  𝐻1أضلاع البيان الجزئي  = 𝑋 = {𝑥𝑤, 𝑥𝑦} 
 هو : 𝑋أصغر بيان جزئي أضلاعه 

 

 

 

𝑉(𝐻)إذا كانت  𝐺أنه بيان جزئي مولد لــ  𝐺من  𝐻نقول عن  تعريف : = 𝑉(𝐺) . 

هو بيان جزئي دون  𝑉(𝐺) تساوي عدد البيان الأصلي  𝑉(𝐻)" كل بيان جزئي مجموعة رؤوسه  أن أي

 النظر إلى الأضلاع  "
  𝐺بيان جزئي من  𝐻عن البيان مثال : 

 

 

 

 

 ൫𝒄𝒐𝒏𝒏𝒆𝒄𝒕𝒆𝒅 𝒈𝒓𝒂𝒑𝒉𝒔൯البيانات المترابطة ) المتصلة (       

 (𝒘𝒂𝒍𝒌)الطريق  

,𝐺(𝑉نقول عن البيان  تعريف : 𝐸) الأضلاع وليكن وجد متتالية متناوبة من العقد و أنه طريق إذا 

𝑊 ∶  𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, 𝑣2, 𝑒3, … … 𝑒𝑛, 𝑣𝑛     ∀   𝑛 ≥ 2  

𝑤  وإن هذه المتتالية تبدأ برأس ،  مرة ضلع ((ومتتلية متناوبة )) أي مرة رأس𝑣0  وتنتهي بالرأس𝑣𝑛 

𝑒𝑖  يعرف الضلع  = 𝑣𝑖𝑣𝑖−1      ;    𝑖 = 1,2, … . 𝑛   حيث𝑒𝑖 . الضلع بين عقدتي المتتالية 
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 رؤوس وقد تتكرر الأضلاع في الطريق .القد تتكرر  ملاحظة :

 لي :البيان الممثل بالشكل التا 𝐺ليكن  مثال :

  

 

 

 

 

 : فإن الطريق يكون 

𝑊1 ∶  𝑢, 𝑒1, 𝑣, 𝑒5, 𝑦, 𝑒7, 𝑤, 𝑒3, 𝑢, 𝑒2, 𝑥 

 طريق . 𝑊1ومنه  

  (𝑻𝒓𝒂𝒊𝒑 )السلسلة 

 نعرف السلسلة بأنها طريق لا يتكرر فيه أضلاع )) وقد تتكرر فيه الرؤوس (( 

𝑊2ليكن لدينا الطريق و ∶  𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑦, 𝑤, 𝑢   من البيان𝐺 . 

 نستطيع أن نقول عنه سلسلة ، وذلك لعدم تكرار الأضلاع  فيه 

 (𝑷𝒂𝒕𝒉)المسار 

 تتكرر فيه الأضلاع ولا تتكرر فيه الرؤوس .نعرف المسار على أنه الطريق الذي لا 

 طريق  ⟸سلسلة  ⇐كل مسار  

𝑃𝑎𝑡ℎ ⟹ 𝑇𝑟𝑎𝑖𝑝 ⟹ 𝑊𝑎𝑙𝑘 
 .ولكن العكس ليس صحيح 

 ൫𝒄𝒚𝒄𝒍𝒆൯ الحلقة 

,𝑣0طريق هي  𝑣1, … . , 𝑣𝑛  تلفة مثنى مثنى بحيث س المخومن الرؤ(𝑛 ≥ وبما أن الرؤوس ،  (3
ويمكن التعبير عن الحلقة بأنها مسار مغلق ،  للأضلاع ركرالا يوجد تلها وبالتالي مختلفة فلا يوجد تكرار 

𝑣0ويكون  = 𝑣𝑛   " رأس البداية يساوي رأس النهايةأي " 

 حالة خاصة عدد الرؤوس تساوي عدد الأضلاع 
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 (𝒄𝒊𝒓𝒄𝒖𝒍) الدائرة 

 الأضلاع يمكن أن يتكرر فيه الرؤوس ولا يتكرر فيههي طريق 

,𝑢ليكن  𝑣  رأسين من البيان𝐺  ، نقول عن𝑢  أنه مرتبط ) متصل ( في𝑣  إذا وجد في𝐺  مسار𝑢 − 𝑣  
 يمكن تكرار الأضلاع " " لا يمكن تكرار الرؤوس وبالتالي لا

 

 البيان المترابط

,𝑢أنه مترابط إذا كان أي رأسين  𝐺نقول عن البيان  تعريف : 𝑣  من رؤوسه مرتبطين ومتصلين ، وإلا

 يتصل بينهما أي مسار " قل لاغيرمترابط " أي نجد رأسين على الأ 𝐺ندعو 

,𝐺(𝑉بالعودة إلى المثال السابق  𝐸) 

 

 

 

 

 مترابط لأن جميع رؤوسه متصلة ومترابطة . 𝐺البيان نلاحظ أن : 

أكبر بيان جزئي مترابط  𝐻إذا كان  𝐺أنه مركبة لــ  𝐺من  𝐻البيان الجزئي نقول عن  تعريف المركبة :

 . 𝐺في 

,𝐺(𝑉 لدينا البيان ليكن، ويبين تعريف المركبة والترابط  مثال : 𝐸) 

 

 

 

 

 

 

, 𝐻1مركبيتين  𝐺يوجد في نلاحظ أنه  𝐻2  
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  𝐻1 يشمل  : أكبر بيان جزئي مترابط لكنه لا𝐺 

  𝐻2  أكبر بيان جزئي مترابط ولكنه لا يشمل :𝐺 

 𝐾(𝐺)بــ   𝐺ز لعدد مركبات البيان ، ونرمكاملاً ليس بياناً مترابطاً  𝐺ولكن البيان 

𝐾(𝐺) = 1 ⇔⏟
شرط الترابط

  𝐺  مترابط 

𝐾(𝐺)  وفي هذا المثال يكون =  . البيان ليس مترابط  أي أن 2

  :وظيفة تمرين

 بحيث تكون المتتالية التالية بيانية   𝑥حدد  قيم 

𝑥, 1,2,3,4,4,5 

0بحيث   ≤ 𝑥 ≤ 5        ∶ 𝑥 ∈ Ν 

 

 

 

 انتهت المحاضرة

 تقى إسماعيلإعداد : 
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 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 البيان الجزئيعنوان المحاضرة :                            : الثالثةالمحاضرة ◄

 بكم وملائي في محاضرتنا الثالثة لمقرر نظرية البيان  بسم الله وبالله المستعان ....اهلا
𝒖كل طريق   نظرية : − 𝒗   يحوي مسار𝒖 − 𝒗 

 يحوي مسار  𝒗و نهاية  𝒖أي يجب إثبات أن كل طريق بداية 

 . 𝒗 ونهايته 𝒖 متكررة  ولا رؤوس متكررة (( بدايتهيحوي على أضلاع  ))طريق لا

𝒖الطريق  𝑾ليكن  البرهان : − 𝒗 

  نميز حالتين

𝑢إذا كانت العقدتين متساويتين أي  -1 = 𝑣 (( أي الطريق𝑊 يبدأ بـ𝑢  وينتهي بـ 𝑢)) 
𝑢 الطريق  𝑊عندئذ  − 𝑣  يحوي المسار التافه𝑢 − 𝑢  ويكونW ∶  𝑢  

 )مؤلف من عقدة واحدة وطوله صفر (

𝑢ذا كانت العقدتين غير متساوتين إ -2 ≠ 𝑣 نميز حالتين : 

𝑢 الطريق 𝑊إذا كان   (أ − 𝑣 " بدايته 𝑢 ونهايته 𝑣  أي الطريق " 𝑊 ر فيه الرؤوس لا يتكر

𝑢ضلاع ومنه الطريق الأ وبالتالي لا تتكرر فيه − 𝑣 هو مسار 

 الطريق  𝑤يوجد تكرار في الرؤوس ليكن  (ب

𝑊 ∶ 𝑢 = 𝑢1, 𝑢2, … . , 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, … . , 𝑢𝑗 , 𝑢𝑗+1, … 𝑢𝑛 = 𝑣 

𝑢𝑗يوجد لدينا رؤوس مكرره فنفرض  هبما أن = 𝑢𝑖 

𝑢𝑗والعقد الموجودة بين 𝑢𝑖حذف عقدة واحدة ولتكن وبالتالي ن , 𝑢𝑖 

 ومنه ينتج الطريق

𝑊1 ∶ 𝑢 = 𝑢1, 𝑢2, … . , 𝑢𝑖−1, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑗+1, … 𝑢𝑛 = 𝑣 

𝑢بالتالي حصلنا على الطريق الجديد   − 𝑣  طوله أصغر من طول 𝑊الأصلي 

𝑢تى نحصل في النهاية على مسار الخوارزمية ذاتها حوبمتابعة  − 𝑣 او مسار تافه وبالتالي يتم المطلوب  

 

 نظرية البيان
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 مثال :

𝑛) كل طريق مغلق فردي يحوي على حلقة فردية ≥ 3)  

 التالي : 𝐺 البيانلدينا ليكن :  مثال

𝑘(𝐺) = 𝛿(𝐺) = ∆(𝐺) = 2 

 

 

 

 

 𝐺 البيان لدينا ليكن :مثال 

𝐶: 𝑢, 𝑤, 𝑣, 𝑢 

 

 مغلق " دائري " مسار هي عبارة عن  ةقللح

 𝐺من البيان  

 

 

 

𝑝بيان من المرتبة  Gليكن  ≥ 𝛿(𝐺)تحقق  𝛿(𝐺)وبفرض أن  2 ≥
(𝑝−1)

2
 مترابط  𝐺برهن أن  

 الحل :

 يتألف من أكثر من مركبة تمثيلية بشكل دائري  𝐺غير مترابط هذا يعني أن  𝐺نفرض جدلا أن 

 𝐺1مرتبة 𝐷1بفرض أن 

  𝐺2مرتبة  𝐷2بفرض أن 

∀𝑣 ∈ 𝐺 ; deg 𝑣  ≥ 𝛿(𝐺) ≥
(𝑝 − 1)

2
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∀𝑣 ∈ 𝐺1 ;   
(𝑝 − 1)

2
≤   deg 𝑣  ≤ 𝑝1 − 1  

∀𝑤 ∈ 𝐺2 ;   
(𝑝 − 1)

2
≤   deg 𝑤  ≤ 𝑝2 − 1 

𝑝وبالجمع :  − 1 =
(𝑝−1)

2
+

(𝑝−1)

2
≤ 𝑝1 + 𝑝2 − 2 

     𝑝 − 1 ≤ 𝑝 −  وهذا تناقض  2

 ترابط .  Gإذا الفرض الجدلي خاطئ أي أن 

 الرؤوس المفصلية  

 فصلي إذا وفقط إذا تحقق ما يلي :أنه رأس م 𝐺من رؤوس البيان البسيط  𝑣نقول عن الرأس         

𝑘(𝐺 − 𝑣) > 𝑘(𝐺) 

𝐺>> عدد مركبات البيان  أن أي − 𝑣  أكبر من عدد مركبان البيان 𝐺>> 

 جسراً إذا وفقط إذا تحقق ما يلي :أنه  𝐺البيان من أضلاع  𝑒نقول عن الضلع    ر والجس

𝑘(𝐺 − 𝑒) > 𝑘(𝐺) = 1 

 الجسر هو عبارة عن ضلع إذا حذفناه نحصل على بيان غير مترابط  بمعنى آخر :

 المعطى بالشكل :  𝐺ليكن لدينا البيان البسيط  : (𝟏) مثال

 

 

 

 

 

 

 المعطى  . 𝐺حدد الرؤوس المفصلية والجسور في البيان البسيط  المطلوب :

 الحل 

 إلى أكثر من مركبة بحيث تصبح 𝐺م قس  ت   𝐺لإيجاد الرؤوس المفصلية علينا إيجاد رؤوس من البيان 
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𝑘(𝐺 − 𝑣) > 𝑘(𝐺) 

,  𝑣5الرؤوس المفصلية هي  𝑣3  عند حذفهم سيصبح البيان لأن𝐺  مركبتين وبالرسم يتضح الأمر 

 

 

 

 

 

 

2 > 1 ⟸ 𝑘(𝐺 − 𝑣3) > 𝑘(𝐺) 

 

 

 

 

 

 

2 > 1 ⟸ 𝑘(𝐺 − 𝑣5) > 𝑘(𝐺) 

 كيفية إيجاد الجسور

من  لأكثر 𝐺م قس  ت  إذا قمنا بحذفها فإنها  𝐺علينا إيجاد أضلاع من البيان  𝐺لإيجاد الجسور في البيان 
 . اً مركبة عندها نقول عن الضلع أنه جسر

𝑒7أن الضلع  فيه نجد 𝐺البيان البسيط  كما في المثال السابق = 𝑣5𝑣6   جسراً هو 

 

 

 

 

 

𝐺 − 𝑣3 𝐺 − 𝑣3 

𝐺 − 𝑣5 

𝑣6 
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 لأن  
2 > 1 ⟸ 𝑘(𝐺 − 𝑣5𝑣6  ) > 𝑘(𝐺) 

 المعطى بالشكل :  𝐺ليكن لدينا البيان البسيط  : (𝟐)مثال 

 

 

 

 

 

 

 .أوجد الرؤوس المفصلية والجسور  المطلوب :

 الحل

 ثلاث مركبات 𝐺لأننا عندما نحذف سيصبح البيان  𝑣7الرأس المفصلي هو  

 

 

 

 

 

 

3 > 1 ⟸ 𝑘(𝐺 − 𝑣7 ) > 𝑘(𝐺) 

 .المعطى لا يوجد أضلاع تمثل جسور لأن جميع الأضلاع تقع على الدائرة  𝐺ولكن في البيان البسيط 

𝐺ليكن البيان  نظرية : = (𝑉, 𝐸)  بيان بسيط ومترابط و𝑒 ∈ 𝐸  إن الضلع𝑒  هو جسراً  إذا وفقط إذا

 لا يقع في حلقة . 𝑒كان الضلع 

 البرهان 

𝑘(𝐺جسراً أي  𝑒نريد برهان أن الضلع  − 𝑒) > 𝑘(𝐺)  إذا وفقط إذا كانت𝑒 . لا تقع على أي حلقة 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

3rd year-F.B Group :Syria Math               Facebook_Page : IOM    Maths_WhatsApp : 0997378154           
 

6 

𝑒ولنفرض جدلاً أن  𝐺جسراً في البيان  𝑒ليكن  = 𝑢𝑣  تقع على حلقة𝐶 

𝐶 ∶ 𝑢, 𝑣, 𝑤, … … 𝑧, 𝑥, 𝑢 

 (( 𝑢تسبق  𝑥و  𝑣يلي  𝑤)) لا ننسى أن 

𝐺علينا إثبات أن  − 𝑒 بيان مترابط 
𝐺إن  𝐺من البيان  𝑒بعد حذف الضلع   − 𝑒  

𝑢يحوي المسار  − 𝑣  وهو𝑢, 𝑥, … … , 𝑧, 𝑤, 𝑣  
,𝑢1لنختار  𝑣1  رأسين في البيان𝐺 − 𝑒  
,𝑢1وبما أن  𝑣1  رأسين في𝐺  و𝐺 . مترابط 

𝑢1إذاً يوجد مسار  − 𝑣1  في𝐺  ولنرمز له بــ𝑃 . 

 ولنميز حالتين :

1) 𝑒 = 𝑢𝑣  لا يقع في𝑃  ومنه المسار𝑃  
𝐺يقع في  − 𝑒  

2) 𝑒 = 𝑢𝑣  يقع في𝑃  لدينا شكلين 

,𝑢1إما  𝑢2 … … 𝑢, 𝑣, … … 𝑣1  أو𝑢1, 𝑢2 … … 𝑣, 𝑢, … … 𝑣1 

 عندئذٍ في الحالة الأولى يكون لدينا المسار التالي :

𝑃 ∶ 𝑢1, … … 𝑢, 𝑥, … … 𝑤, 𝑣, … … 𝑣1 

  وفي الحالة الثانية يكون لدينا المسار التالي :

𝑃 ∶ 𝑢1, … … 𝑣, 𝑤, … … 𝑥, 𝑢, … … 𝑣1 

𝑘(𝐺ومنه  − 𝑒) = 𝑘(𝐺) = 𝐺وهذا يعني أن البيان  1 − 𝑒  مترابط  وهذا تناقض لأن𝑒  جسراً في

𝐺  ومنه𝑒  لا يقع على حلقة 

𝑒بفرض أن  (⟹) = 𝑢𝑣  ضلع لا يقع على أي حلقة ولنثبت أن𝑒  جسراً في𝐺  ومنه إن𝐺 − 𝑒  لا

𝑢 يملك مسار  − 𝑣 لأننا لو فرضنا جدلاً أنه يملك مسار𝑢 − 𝑣  لكان البيان𝐺 − 𝑒  مترابط 

 لا يقع على أي حلقة حسب الفرض  𝑒وهذا تناقض لأن 

𝐺إذاً  − 𝑒  لا يملك مسار𝑢 − 𝑣  ومنه𝐺 − 𝑒  ًغير مترابط إذا𝑘(𝐺 − 𝑒) > 𝑘(𝐺)  ومنه

𝑘(𝐺 − 𝑒) >  𝐺جسراً في  𝑒إذا  1
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 البيانات الخاصة

𝐺ليكن لدينا البيان  البيان التام : = (𝑉, 𝐸)  نقول عن البيان𝐺 : أنه تام إذا تحقق ما يلي 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ∶  ∃𝑒 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 

 أي يوجد ضلع بين أن عقدتين من البيان )) كل رأسين متصلين بضلع ((

|𝐺  ((|𝑉هي مرتبة  𝑝إذا كان = 𝑝  ٍعندئذ ))|𝐸| = 𝑞 =
𝑝(𝑝−1)

2
 𝑘𝑝ونرمز للبيان التام بــ  

|𝑉|بحيث :  = 𝑝  هي قدرة الرؤوس  و|𝐸| = 𝑞 . هي قدرة الأضلاع 

 البيان التام هو بيان منتظم . ملاحظة :

 :  𝑛المسار ذات المرتبة 

 ونقول عن المسارأنه فردي أو زوجي حسب عدد أضلاعه 𝑝𝑛ونرمز له ب  𝑛ندعوه بمسار من المرتبة 

 :  𝑛الحلقة ذات المرتبة 

𝑛)حيث  𝑛ندعوه بحلقة ذات المرتبة  ≥ 3) . 

 البيان الجزوء " ثنائي التجزئة "

,𝑉1إلى مجموعتين غير خاليتين  𝑉أنه بيان ذو جزئيين إذا أمكن تجزئة   𝐺نقول عن البيان  𝑉2  كل ضلع

 𝑣2برأس من             𝑣1يصل راسه من  من البيان

𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2          ,          𝑉1 ∩ 𝑉2 = ∅ 

 المعطى بالشكل : 𝐺ليكن لدينا البيان التام  مثال :

 

 

 

 

 

 

 جزوء ؟ 𝐺هل البيان 
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 الحل 

 جزوء يجب تحقق الشرطين : 𝐺حتى يكون 

𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2          ,          𝑉1 ∩ 𝑉2 = ∅ 

𝑉1أي  = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3}     , 𝑉2 = {𝑣4, 𝑣5, 𝑣6}  . ومنه نختار العقد غير المشتركة بالأضلاع 

ء إلى جزئيين ، ويعني هذا الرمز بأن البيان تام فيه مجموعتين كل مجموعة يوجد فيها  𝑘3,3ومنه  جُز 

 ثلاث رؤوس وكل رأس يتصل فيه ثلاث رؤوس .

 وظيفة : 

𝐷(𝐺)و  3𝑛بيان من المرتبة  𝐺بفرض أن  = {𝑛 , 𝑛 + 1 , 𝑛 + 2}  

,أو على الأقل  𝑛رأس من الدرجة  𝑛وي إما على الأقل يحت 𝐺بين أن    𝑛 + 𝑛رأس من الدرجة 2 +
𝑛أو على الأقل 1 + ,رأس من الدرجة 1 𝑛 + 2  

 انتهت المحاضرة

 تقى إسماعيلإعداد : 

هناك قوم إذا مس 

 النعال وجوهِهم 

شكت النعال بأي ذنب 

 تصفع 
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 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 الرؤوس المفصليةعنوان المحاضرة :                           : الرابعةالمحاضرة ◄

  نظرية :

لا   ذو جزئٌٌن ) ثنائً التجزئة ( إذا وفقط إذا كان   تافه ال كً ٌكون البٌان غٌر الشرط اللازم والكافً
 ٌحوي على حلقات فردٌة .

 البرهان 

 . ٌحوي حلقات زوجٌة   بٌان ذو جزئٌٌن   

 بٌان ذو جزئٌٌن ولنثبت أنه لا ٌحتوي على حلقات فردٌة   لٌكن 

ٌحتوي على   بحٌث تحقق الشروط فً التعرٌف وبفرض  2  1 إلى مجموعتٌن   عندئذٍ ٌمكن تجزئة 

 :حلقة ولتكن 

    1  2       1 

 زوجً .  زوجٌة أي نثبت أن الحلقة  لا ٌحتوي حلقات فردٌة إذا    أن  نرٌد إثبات
 وذلك حسب خاصة الحلقة " نقول عن الحلقة أنها زوجٌة أو فردٌة حسب عدد الأضلاع  "

1 بفرض  2 1 وبما أن  1   2 ذو جزئٌٌن ومنه   وإن     3 2 وبما أن  2      

2 فإن 3 و  2   والفردٌة فً  2 ومنه نستطٌع القول أن جمٌع الرؤوس ذات الأدلة الزوجٌة فً  1  

1   ،  وبما أن  1  1 و  2    ضلع فإن       1 

 .  عدد زوجً وبالتالً الحلقة زوجٌة )) تم المطلوب ((  ومنه 

( ثنائً التجزئة   على حلقات فردٌة علٌنا إثبات أن لا ٌحتوي   بفرض أن   ⟹)

 نفرض حالتين :

1 مترابط عندئذٍ ٌوجد مسار   بما أن و  رأس من رؤوس    مترابط ولنأخذ  : الحالة الأولى     

نحاول تجزئة البٌان إلى مجموعتٌن  لٌس بالضرورة أن ٌكون المسار وحٌد ( )   فً   1 من أجل كل  

1 التً تحقق أن المسار  1 س وؤوجمٌع الر  هً مجموعة مؤلفة من  1 نعرف   2  1  ذو     

2 الأقصر طول زوجً عندئذ      1 

 2 تقع فً        إذا فرضنا و  فً    و   ٌن ضلع ٌصل الرأس  ونفرض 

  

 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

rd year3-F.B Group :Syria Math               Facebook_Page : IOM              0997378154Maths_WhatsApp :  
 

2 

 

 

 

 

 

وٌوجد مسار فردي طول المسار الأقصر  ذو      ٌوجد مسار    2   1 لـ  عندئذ حسب التعرٌف 

 ذو الأقصر طول فردي .      

حلقة فردٌة وبالتالً حصلنا  ٌساوي        الضلع   مسار فردي   و   مسار فردي  بحٌث 

إذا وفقط إذا كانت الحلقة  غلق فرديكل طرٌق مغلق فردي ٌحوي مسار موغلق فردي  معلى طرٌق 
 "سوف ٌتم برهانها " فردٌة

 ثنائً التجزئة   وبالتالً لا ٌحتوي على دوائر فردٌة     وهذا تناقض مع الفرض إذا  
 1 تقع فً       بفرض و

 

 

 

 
 

 دٌة وبالتالً حصلناحلقة فر ٌساوي        الضلع    مسار زوجً  و  مسار زوجً   بحٌث 

       ذو أقصر طول زوجً وٌوجد مسار     ٌوجد مسار  2  1 عندئذِ حسب التعرٌف 

 على طرٌق مغلق فردي  اذو الأقصر طول زوجً ومنه حصلن
 سار حلقة فردٌة .وكل طرٌق مغلق فردي ٌحوي مسار مغلق فردي ومنه ٌكون الم

  . مترابط  نائٌة التجزئة فً حال ث  وهذا تناقض وبالتالً 

  غٌر مترابط   :حالة ثانية ال

( )   أي          2  1 مركبات   من عدة عندئذِ هو مؤلف    
هو    ومنه كل لا ٌحوي على حلقات فردٌة    فردٌة لأن ن جزئً مترابط ولا ٌحوي على حلقةبٌا   
 .ن ثنائً التجزئة ابٌ

 ثنائً التجزئة حٌث   عندئذ          ولتكن 

                 ⋃   
 
  1        ⋃   

 
  1    
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مثال : المعطى بالشكل التالً :  (   )  لٌكن لدٌنا البٌان البسٌط  

 هل البٌان التالً ثنائً التجزئة : 

 الحل :

1 نختار     1 

 هً   ن الرؤوس المرتبطة ب ا

+6 5 4*  وتقع +6 5 4*     2 

تتصل ب 2ونجد أن +6 5 4*  متصلة ب +6 5 4*  ونجد أن  +6 5 4*  لا ٌوجد اتصالات بٌن عناصر
 إذن لٌس ثنائً التجزئة 3

  تعريف البيان ثنائي التجزئة :

مجموعتً تجزئة بحٌث كل رأس من 2  1 نعرف البٌان التام ثنائً التجزئة بأنه بٌان التجزئة و 

 وبفرض أن :  2 ٌتصل بجمٌع رؤوس المجموعة  1 المجموعة 

                        | 1|        | 2|      وسنرمز لهذا البٌان بالرمز         

مثال : المعطى بالشكل التالً :  (   )  لٌكن لدٌنا البٌان البسٌط  

 

 

 

 

ٌتصل بجمٌع رؤوس المجموعة  1 بٌان تام ثنائً التجزئة لأن كل رأس من المجموعة  3 3 إن البٌان 

 2  

1 مجموعة تجزئة تحوي على ثلاث عقد   1 إن    * 1  2  3+ 
2 مجموعة تجزئة تحوي على ثلاث عقد   2 وإن    * 4  5  6+ 

 جزء 𝒏البيان الجزوء إلى 

مجموعة غٌر خالٌة   إلى   جزء إذا أمكن تجزئة   أنه جزوء إلى   نقول عن البٌان 

  : بحٌث ٌتحقق الشرطٌن       2  1 

              ⋃   
 
  1            
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             بحٌث              ( )      

 لا تحوي على أضلاع بٌن رؤوسها "   أي لا توجد أضلاع تقع فً المجموعة الواحدة " 

        2  1 جزء  جزوء إلى   جزء تام إذا كان   إلى   أنه جزوء  نقول عن البٌان تعريف :

 بحٌث إذا كانت     اصر المجموعةٌتصل مع كل عن   وكل عنصر من 

          |  |      2  1  وسنرمز لهذا البٌان بــ      2 1          
  

 أمثلة 

( لٌكن لدٌنا البٌان التالً : 𝟏)مثال 

 

 

 
 

 

 بٌان ثنائً التجزئة " جزوء إلى مجموعتٌن "

1 ة من عقدة واحدة مكون 1 المجموعة الأولى   * 1+ 

2 مكونة من ثلاث عقد  2 المجموعة الثانٌة   * 2  3  4+ 
 بالشكل :  (1)وٌمكن تمثٌل البٌان بالمثال 

 

 

 

 

   ( )والمجموعة الباقٌة قدرتها  (1)ٌقال عن مثل هذه البٌانات التً قدرة أحد مجموعاتها تعميم :

 ة "" البٌان النجم 
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( لٌكن لدٌنا البٌان التالً : 𝟐)مثال 

 بٌان جزوء إلى ثلاث 3 2 2 البٌان 

  +3  2  1 *مجموعات تجزئة  

 بحٌث كل رأس من المجموعة 
 الأولى ٌتصل بجمٌع الرؤوس 

 للمجموعة الثانٌة والثالثة 

 وكذلك الأمر بالنسبة للمجموعة 
 الثانٌة والثالثة .

 

1 مجموعة مكونة من عقدتٌن    1 أنعلما    * 1  2+  

2 مجموعة مكونة من عقدتٌن   2 و   * 6  7+  

3 مجموعة مكونة من ثلاث عقد  3 و   * 3  4  5+  

  لا ٌوجد اتصال بٌن رؤوس المجموعة ذاتها .ملاحظة :

  ٌحقق   𝛹أنهما إٌزمورفٌزمان إذا وجد تابع تقابل  2  1 نقول عن البٌانٌٌن تعريف :

𝛹   ( 1)   ( 2)  

 وٌحافظ على الخواص . 

    ( 1) ⟹ 𝛹( ) 𝛹( )   ( 2) 

1 بالرمز بــ ونرمز لهذا   " 2 إٌزمورفٌزمً مع  1 "   2  

 

 

 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة

  تقى إسماعيلإعداد : 
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 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 الشجرة والغابةعنوان المحاضرة :                           : الخامسةالمحاضرة ◄

لعملياث على البيان وتمثيلو على المحاضزة البيان الجشوء وا هبسم الله وبالله المستعان ....سنكمل معاً سملائي في ىذ
 والغابت الاشجار  تعزيف شكل مصفوفت إضافت إلى

 العملٌات على البٌان

  قط إذا تحقق ما ٌلً :فبٌانٌن منفصلن نعرف اجتماع بٌانٌن إذا و 2  1 لٌكن اجتماع بٌانٌن :

 ( 1   2)   ( 1)   ( 2)        ( 1   2)   ( 1)   ( 2)  

1 ونرمز له بالرمز  1 إذا كان ،   2     2 1 فإن       2  2   

   2ن مع بعضهما نستطٌع كتابتهم ن البٌانٌن إٌزمورفٌزماإ إذا  

1 إذا كان تعمٌم :   2      تكتب       

 مثال

      

 

 

 

 

   

 

 

 

𝒌𝟏  𝟑𝒌𝟑  𝒌𝟐 𝟑 
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 بٌان مكون من مجموعة واحدة وعقدة واحدة .1   
 ثلاث عقد ومكرر ثلاث مرات ٌحوي احدة ومكون من مجموعة و تام بٌان3 3
1 من مجموعتٌن ن مكونبٌا 3 2   * 1  2+   2   ٌوجد ضلع بٌن المجموعة لا +5  4  3 * 

1 بٌانٌن منفصلٌن نرمز لجمعهما بــ  2   1 لٌكن لدٌنا جمع بٌانٌن :   بحٌث : 2  

 ( 1   2)   ( 1)   ( 2) 

1 ) و    2 بــ  1 مضافا  إلٌها مجموعة الأضلاع التً تصل  2   1 تمثل مجموعة أضلاع  (2  

 مثال  لٌكن لدٌنا البٌانٌن التالٌٌن :

 
 

1 أوجد  المطلوب :   بالرسم . 2  

 الحل 

 . فردي (1)مسار طوله  2  زوجً ، و  (2)مسار طوله  1 إن 
 الشكل ٌكون كالآتً :فإن 

 

 

 

 

هو بٌان  2   1 بٌانٌن منفصلٌن نعرف الجداء الدٌكارتً  2   1 لٌكن لدٌنا   :الجداء الدٌكارتً

(1 ) مجموعة رؤوسه    ( 2) 

 ( 1)   ( 2)   *( 1  2)    1   ( 1)  2   ( 1)+ 

 أنهما متصلٌن اذا تحقق : (2  1 )  (2  1 )نقول عن رأسٌن 

 1    1   1        2  2   ( 2) 

2   1   1         1  1   ( 1) 

 

 

𝐺1 𝐺2 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

rd year3-F.B Group :Syria Math               Facebook_Page : IOM              0997378154Maths_WhatsApp :  
 

3 

 فاتتمثيل البيان على شكل مصفو

  ل الاضلاع تحسب عناصرها كما ٌلً هً مصفوفة اسطرها تمثل الروس وأعمدتها تمثمصفوفة التأثٌر :

    {
إذا كان    طرفا   للضلع              1

خلاف ذلك                                 0
 ))أي هً علاقة رأس بضلع ((    

مثال  لٌكن لدٌنا البٌان الممثل بالشكل :  

 

 

 

 أوجد مصفوفة التأثٌر للبٌان السابق 

 
 1  
 2  

 1  2  3
1 0 1

1 1 0

 4
0

1

 5
1

0

 6
0

0

 3  0   1 1 0  0  0
 4
 5

 6

 
 
 

0
0

0
  
0
0

0
 

0
0

0

1
0

0
 

 1 
 0 
0

1
1

0

 

   نقول عن المصفوفة السابقة بأنها مصفوفة التأثٌر للبٌان 

أما الأضلاع التً لا تتصل بأي رأس  (1)إن الأضلاع التً ٌتصل بها رأس نعطٌها القٌمة   نستنتج :

 . (0)نعطٌها القٌمة 

 رأس منعزل  6 الرأس  مثلإذا كانت قٌم السطر جمٌعها تساوي الصفر فإن الرأس منعزل 
 إذا كانت قٌم السطر جمٌعها تساوي الواحد فإن الرأس طرفً .

  واعمدتها تمثل الرؤوس هً مصفوفة اسطرها : تجاورمصفوفة ال

 تمثل عناصرها بالشكل :

      {
1                              ( )

خلاف ذلك                                 0
 )) أي هً علاقة رأس برأس ((      

  إن عناصر القطر الرئٌسً فً مصفوفة الارتباط أصفارملاحظة :

       1      0    أي  
 لأن لدٌنا البٌانات بسٌطة أي لا ٌوجد عرُى ولا أضلاع مضاعفة .

𝑣6 
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    تتصل مع    فإن    تتصل مع    وبالتالً مصفوفة الارتباط هً مصفوفة متناظرة لأنه إذا كانت 

   المثال السابقالمعطى فً   لٌكن لدٌنا البٌان البسٌط مثال :

 فوفة الارتباط ٌكون من الشكل :فإن تمثٌل مص

 
 1  
 2  

 1  2  3

0 1 1

1 0 1

 4

1

1

 5
0

0

 6
0

0

 3  1   1 0 0  0  0
 4
 5

 6

 
 
 

1
0

0
  
1
0

0
 

0
0

0

0
1

0
 

 1 
 0 
0

0
0

0

 

 وبالتالً المصفوفة متناظرة بالنسبة للقطر الرئٌسً 

إن مجموع عناصر السطر الأول ٌمثل درجة العقدة الأولى ،  أي مجموع عناصر كل سطر   ملاحظة :

 تمثل درجة العقدة 

( ) إذا كان   نعرف البٌان المتمم   لٌكن لدٌنا البٌان البسٌط البٌان المتمم : وٌحقق ما  ( ̅ )     

 ٌلً : 

      ( )      ( ̅ ) 
      ( )      ( ̅ ) 

 . ̅ ونرمز للبٌان المتمم بالرمز 

 .  أوجد البٌان المتمم للبٌان 

 

 

 

 

 

  .فقط  الأضلاعن البٌان التام متممه ( إ1 ملاحظة :

2  )     ⏟  
  فً

     ⏟  
̅  فً

 (( 1  هو  ̅ ومتممه   فً   إذا  درجة العقدة ))     1   
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3   )   ̅     

 مثال 

  1                  بحٌث    البٌان رأس من رؤوس  و   بٌان مرتبته   لٌكن لدٌنا 

 البٌان المتمم  ̅ فً      أوجد 

 الحل 

  فً البٌان        ولدٌنا من نص السؤال   رأس من   لٌكن 
 ̅ فً البٌان المتمم        لنفرض ان و

 1       السابقة نجد  (2)من الملاحظة  ولنوجد 

     1    

 المتمم . ̅ فً  1       فإن   فً  0     إذا كانت  مثلاً :

 

 الأشجار والغابة

  ي على حلقات )) غٌر مترابط ((أنه غابة إذا كان لا ٌحتو  نقول عن البٌان : الغابة  تعرٌف

 : الشجرة  تعرٌف بٌان مترابط ولا ٌحوي حلقات  أنه شجرة إذا وفقط إذا كان   نقول عن البٌان 

 لٌكن لدٌنا البٌانات التالٌة :

 

 

 

 

 غابة ولٌست شجرة   غٌر مترابط ولا ٌحوي على حلقات إذا    إن البٌان 

 شجرة وغابة   على حلقات وبالتالً البٌان بٌان مترابط ولا ٌحتوي   والبٌان 

  .والعكس غٌر صحٌح بالضرورة كل شجرة هً غابة ملاحظة :

 الاستقراء الرٌاضً

 0   بحٌث  ( ) هً طرٌقة لأثبات صحة القضٌة 

 أي قٌمة ابتدائٌة  0   أو   1  نثبت صحة العلاقة من أجل  (1
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    نفرض صحة العلاقة من أجل  (2

 1    " من أجل  ( ) ت صحة القضٌة  " العلاقة نثب (3

 القوي الاستقراء الرٌاضً

 0   بحٌث  ( ) هً طرٌقة لأثبات صحة القضٌة 

 صحٌحة " من أجل أي قٌمة ابتدائٌة " (0 )   (1

صحٌحة من أجل  ( ) ومنه  1  ونثبت صحتها من أجل  0     صحٌحة  ( ) نفرض  (2
   0 

  0   احتجنا  1  لأثبات المسألة من أجل  (3

0   ٌجب أن تتحقق    0     0   0  

0 إلى  0 ٌجب أن تتحقق القضٌة من أجل    0 

  جمٌع المسائل التً تحل بالاستقراء الرٌاضً ممكن حلها بالاستقراء الرٌاضً القوي ملاحظة :

 ()) ولكن العكس غٌر صحٌح (

  ٌمكن أثباته بالاستقراء القوي ولا ٌمكن أثباته بالاستقراء الرٌاضً العادي .مثال :

 ٌكتب على شكل جداء منته من الأعداد الأولٌة أو على شكل عدد أولً   2  برهن أن كل عدد طبٌعً 

 الحل 

 محقق  2  من أجل القضٌة الابتدائٌة 

    ولنثبت صحتها من أجل     نفرض صحتها من أجل نستخدم الاستقراء الرٌاضً القوي 
 الأولٌة جداء عدد منته من الأعداد  1

 عدد أولً . )) تم المطلوب (( 1    نمٌز حالتٌن  (1

 .لٌست بعدد أولً  1     (2

  1                    

1                    1      

 حسب فرض الاستقراء الرٌاضً القوي 

 جداء عدد منته من الأعداد الأولٌة  ء عدد منته من الأعداد الأولٌة و جدا  

 جداء عدد منته من الأعداد الأولٌة  1    

 بطرٌقة الاستقراء الرٌاضً العادي لا ٌمكن أن ٌبرهن 
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| |أي  1  تملك حجم قدره   إن الشجرة من المرتبة نظرٌة :   عدد الأضلاع 1   

  البرهان

 وهً شجرة تافهة 1 القضٌة محققة من أجل   رٌة باستخدام الاستقراء الرٌاضً القوي على لنبرهن النظ

1 إذا كان  1 فإن   0           1   وبالتالً  تم المطلوب .  1      

 2  لنفرض صحتها من أجل 

 طلوبة تحقق القضٌة الم  أي بفرض أن جمٌع الأشجار من المرتبة التً لا تتجاوز 

  جسر فً   ومنه   ضلع من شجرة   ولٌكن   وعدد أضلاعه      شجرة من المرتبة   ولتكن 
اي جسر لا ٌقع على حلقة  مبرهنة سابقة( وحسب لا تحوي حلقات عندئذ  كل ضلع منها هو جسر  لأن ) 

(   ) لأن  2 1     هً غابة ومؤلفة من مركبتٌن " شجرتٌن "     عندئذٍ    ( ) 

 2 1   أٌا  كانت وذلك   عدد أضلاع    و     عدد رؤوس   ولتكن 

 (( 2  1  )) قسمنا الشجرة إلى قسمٌن       :نجد أن 

   2 1           1      حسب الفرض الاستقرائً 

         ⏟
شجرة الأصل

  1⏟
1  شجرة 

  2⏟
2  شجرة

                   1   2  1⏟
الضلع الذي تم حذفه

 ( ) 

 نجد : 1       فً ( ) تعوٌضبو

   1  1   2  1 1    1 

 وبالتالً تم المطلوب .

  عندئذٍ القضاٌا التالٌة متكافئة :  بٌان من المرتبة   لٌكن نتٌجة :

(1 شجرة    

(2  1    بٌان مترابط وحجمه    

(3 . حتوي على حلقاتتولا  1  له حجم    

  البرهان 

 (( 𝟏 → ((  ٌة سابقةرحسب نظ)) ولا ٌحتوي على حلقات مترابط   شجرة إذا وفقط إذا كان    (( 𝟐  

   1    ومنه حجمها   شجرة من المرتبة    وبالتالً

(( 𝟐 →   " محقق " 1  مترابط وحجمه    لدٌنا من الفرض(( 𝟑

ٌحتوي على حلقة واحدة على الأقل   فرض جدلا  أن فنعلى حلقات ((لا ٌحتوي   علٌنا إثبات أن ))    

 وبالتالً :  ولتكن 
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           2 

 نقوم بتطبٌق الخوارزمٌة التالٌة

   وحجمه    من المرتبة    ان وبالنهاٌة سنحصل على بٌ 1     درجته   نقوم بحذف كل رأس 

    و الحجم    من المرتبة    وبالنهاٌة سنحصل على البٌان " رأس مع ضلع"بعملٌة الحذف نقوم بحذف 

    1        1 

     (  )  (( (1))) لأننا حذفنا جمٌع الرؤوس التً درجتها    2      

 وبالتالً :

∑      2   2   2   (  )   (1)  

 :فنجد    وبما أن البٌان من المرتبة   2      لدٌنا  من جهة أخرى واٌضا  

 ∑        (  )  2    (2) 

2   2نجد  (2) و (1)وبالتالً من   لاٌحتوي على حلقات "  تناقض " إذا  وبالتالً هذا    2 

(( 𝟑 → وي على حلقات .ولا ٌح 1    له حجم   : الفرض (( 𝟏   

  شجرة أي علٌنا إثبات أنها مترابطة ولا تحوي حلقات  الطلب :

              

 ) كل مركبة مترابطة (من عدة مركبات   غٌر مترابط ، عندئذٍ ٌتألف   لنفرض جدلا  أن و

 1  2            2 

1بحٌث     لٌكن لدٌنا   شجرة    1      ومنه وي على حلقات مترابط ولا ٌحبٌان      

 (( وي على حلقات منه لا ٌح ءوي على حلقات وأي جزحٌ لا  لأن لا ٌحوي على حلقات    ))

      2 1  حٌث  1      عندئذٍ    وحجمها    مرتبتها  أن بفرض
 بأخذ المجموع للطرفٌن نجد :

∑  

 

  1

 ∑(   1)

 

  1

 ∑  

 

  1

 ∑ 1

 

  1

 

∑بحٌث  1 
 مرة .  مكررة  1  

         1             2 

 ."  شجرة   مترابط ولا ٌحوي على حلقات وبالتالً   وهذا تناقض للفرض ومنه " 

 : (𝟐)نظرٌة 
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  " (1)ٌن " درجته فٌل رأسٌن طرقتافهة تحوي على الأ غٌر كل شجرة

 الإثبات 

2  1 شجرة غٌر تافهة ، ولتكن   لتكن   درجات رؤوسها بحٌث       

 1   2         
 "((1)ونفرض جدلا  أن الأمر غٌر صحٌح ) أي ٌوجد على الأكثر رأس واحد طرفً " درجته 

1  وبالتالً ٌكون لدٌنا   1           2  2   

 مترابط .  لا ٌمكن للدرجات أن تساوي الصفر لأن البٌان 

∑    

   

 1 ∑     1

   1

 1  2(  1)  2  1  (1) 

∑إن   (( 1 ما عدا (2)تهن أكبر أو تساوي اتعنً )) باقً درجات الرؤوس التً درج  1   1    

∑    نعلم ان :و         2   (2) 

 نجد  (2)و  (1)من 

2  2(  1)  2  2  2  1 

 الأقل رأسٌن طرفٌٌن فً كل شجرة .وهذا تناقض " إذا  الفرض الجدلً خاطئ " وبالتالً ٌوجد على 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة

 يون محمد علي فل     إعداد : فطوم مرعي
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 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 نظرياث في البيانعنوان المحاضرة :                         : السادستالمحاضرة ◄

 المحاضزة البيان في اثبات بعض النظزيات وحل بعض التماريه هسنكمل معاً سملائي في هذبسم الله وبالله المستعان ...
:نظرية  

( )𝛿بٌان بحٌث   ولٌكن   شجرة من المرتبة   لتكن     1  

 .  زئً من مع البٌان الج فٌزم رإٌزمو  عندئذٍ ( الدرجٌة  أصغر درجة من المتتالٌة ( )𝛿 ) حٌث
 ((   الجزئً من  البٌان الشجرة مع رؤوس ٌن رؤوسٌوجد تقابل بتعنً  فٌزمرإٌزمو))

 البرهان

   على  نبرهن ذلك باستخدام الاستقراء الرٌاضًل

(1 بٌان مؤلف من راس واحد  " شجرة تافهة "  1   لنفرض أن  

( )𝛿وبالتالً  1  ومرتبتها  0  وحجمها  1  مرتبتها   0  

 توضٌح ذلك من خلال الرسم 

 

 

 

 

 

 وبالتالً :

 

 

  من البٌان  1   والبٌان الجزئً  1   ٌوجد تقابل بٌن الشجرة ومنه 
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( )𝛿أي ٌمتلك اضلاع   إٌزمورفٌزم مع البٌان الجزئً من   إن  2  ومنه  1      1 2)

 

 

 

 

 

  من البٌان  2 1   زئً والبٌان الج 2   ٌوجد تقابل بٌن البٌان 

 2         1  إذا فهً محققة من أجل 

(3 هً  اي أن  3  و  (1  )فرض أن القضٌة صحٌحة من أجل كل شجرة من المرتبة ن 

( )𝛿الذي ٌحقق   من   إٌزمورفٌزم مع البٌان الجزئً  شجرة من المرتبة   ولتكن  2   

 الذي ٌحقق  من   مع البٌان الجزئً إٌزمورفٌزم   ، ولنثبت أن   

 𝛿( ) حسب نظرٌة سابقة  1     بحٌث   ( )   شجرة عندئذٍ   وبما أن  1   
 تقول )) كل شجرة غٌر تافهة تحوي على الأقل رأسٌن طرفٌن ((

 ومنه 1  من المرتبة     فنحصل على شجرة   من   نحذف الرأس 

 الذي ٌحقق  من البٌان    إٌزمورفٌزم مع البٌان الجزئً     إن ستقرائً فسب الفرض الاح 

 𝛿( )    1    2 

 

 

 

 

 

  فً  1        ، وبما أن   فً   ٌتصل بــ    بفرض أن 

    ٌتصل بضلع خارج    ومنه ٌوجد س أر 2  ٌملك    

     ٌتصل بــ  بحٌث    ولٌس رأس من   من   ومنه ٌوجد رأس 

       اٌزمورفٌزم مع   عندئذٍ 

مع البٌان  1  من المرتبة     " شرح " حسب تعرٌف الإٌزمورفٌزم ٌوجد تقابل بٌن البٌان 

، وإن     عقدة خارج   تصل بــ   ، وإن العقدة  1  بنفس المرتبة   من البٌان    الجزئً 
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إذاً     مع الضلع   من    وبالتالً ٌوجد تقابل بٌن الضلع    عقدة خارج   تصل بـ    العقدة 

 .        إٌزمورفٌزم مع   البٌان 

 تمرين 

     بحٌث   بٌاناً بسٌطاً مرتبته   إذا كان 
(  1)

2
 مترابط .  فإن  

 الحل 

  2            2  1 غٌر مترابط عندئذٍ له عدة مركبات   نفرض جدلاً أن 

1̃ نختار  2̃ بحٌث   1     2   3   4        

1 ومنه   2̃ مرتبة  2 و  1̃ مرتبة  1 و     2    

    ( 1̃)           1  1   

    ( 2̃)                   2  1 

           فرضلدٌنا من الو
(  1)

2
       1  1     (1) 

(  1)

2
       2  1  (2)  

 فنجد : (2)و  (1)بجمع كلاً من 

   1   1   2  2    1    2 

 بٌاناً مترابطاً   وهذا تناقض " إذاً 

 تمرين

 1    عندئذٍ   بٌان مترابط من المرتبة   إذا كان 

 الإثبات 

  2   مرتبة البٌان ، إذا كان   بالاستقراء الرٌاضً على 

بٌان   وبفرض أن  1    ولنثبت صحتها من أجل     نفرض صحة القضٌة من أجل 

فنحصل على البٌان   نحذف الرأس  ( ) من   ، ولنأخذ الرأس  1    مترابط من المرتبة 

 (    أضلاع  ) 1    ب الفرض الاستقرائً ومنه حس    مرتبته      

    حجمٌصبح   للبٌان   بإعادة الرأس و،  1     وإن   
                                     ̃    1   ̃    1    
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 𝐏𝐥𝐚𝐧𝐚𝐫 𝐆𝐫𝐚𝐩𝐡𝐬لبيانات المسطحة  ا  

  . أنه بٌان مسطح إذا أمكن رسمه فً مستوٍ بحٌث لا تتقاطع أضلاعه  نقول عن البٌان تعريف :

  أنه مستوي إذا تم رسمه فً المستوي  نقول عن 

  المعطى بالشكل التالً   لٌكن لدٌنا البٌان مثال :

 

 

 

 

 مسطح ؟  هل 

 كما فً الشكل : بٌان مسطح " لأننا استطعنا رسمه فً مستوي دون تقاطع لأضلاعه "  البٌان  إن نعم :

 

 

 

 

 
 فً البٌان المستوي " بحٌث لا توجد أضلاع فً المنطقة المختارة "وعندها تتشكل المناطق التالٌة 

 1   1  3  4  1       2   1  2  3  1 

 3   2  3  4                4   1  2  4  1 

  4 وفً مثالنا السابق هو واحدة فقط ) المساحة الخارجٌة ( فً كل بٌان ٌوجد منطقة خارجٌة ملاحظة :

عدد   حجمه و   مرتبته و   مستوي و على بٌان مترابط   )) صٌغة أوٌلر (( إذا كان نظرية :  

 2       : مناطقه عندئذٍ 

  البرهان 

 1   فإن  1  و  0  إذا كان   الاستقراء الرٌاضً على نستخدم 

 لأنها تمثل منطقة خارجٌة 1     ومنه
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       2  1  0  1  2 

نفرض صحة القضٌة من أجل كل البٌانات المترابطة المستوٌة ول 0  إذاً القضٌة صحٌحة من أجل 

ذات الحجم   ومرتبته   عدد مناطقه وبٌان مترابط ومستوي   بفرض و،  1    ذات الحجم 

    من أجل  2       لنثبت صحة القضٌة التالٌة      

نميز الحالتين : 

1    شجرة فإن   إذا كان الحالة الأولى :   1  و   1       

       (  1)    1  2 

  " فرضاً  مترابط وهو ٌحتوي على حلقات "  لٌست شجرة ومنه   الحالة الثانية :

ٌقع على حلقة ولٌس جسراً    وبالتالً  نفرض أنه ٌوجد حلقة على الأقل ولنأخذ ضلع منها ولٌكن 

  1       و 1      مرتبته وعدد أضلاعه  بٌان مترابط وإن     وبالتالً 

 2         حسب الفرض الاستقرائً ومنه 

  (  1)    1  2        2 

 وبالتالً تم المطلوب .

( أي ضلع ٌقع على منطقتٌن بحذفه نكون قد جمعنا المنطقتٌن ، كما فً المثال السابق نحذف 1 ملاحظة 

 2  1 نكون قد جمعنا المنطقتٌن  3 1   الضلع 

( ن ٌبقى مستوي ستوي أما بالإضافة لٌس بالضرورة لفً البٌان المستوي إذا حذف منه أضلاع ٌبقى م 2

لٌس مسطح من أجل أي      أنه مسطح أعظمً إذا تحقق ما ٌلً   نقول عن البٌان تعريف :  

 غٌر متصلٌن .    رأسٌن 

: ملاحظات بٌان مسطح أعظمً   وغٌر مسطح      إضافة ضلع بٌن رأسٌن غٌر متصلٌن ٌصبح  

 دائرٌة وواحدة منها خارجٌة حلقات المناطق هً 

 3مسطح أعظمً إذا وفقط إذا كانت كل منطقة من مناطقه حلقة ذات طول   

نظرية : 6  3  فإن  3  بحٌث  (   )مسطح أعظمً   إذا كان  

 البرهان 

إن عدد أضلاع المناطق و عدد مناطقه ،  بٌان مسطح أعظمً نرسمه على مستوي ولتكن   لٌكن لدٌنا 

 " 3" لأن كل منطقة من مناطقه حلقة ذات الطول    3ٌساوي 
  ٌ  د مرتٌن الضلع (ع  وكل ضلع ٌقع فً منطقتٌن ) اي 

3  2    
2 

3
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 2      مستوي فإن   بما ان 

       2      
2

3
  2 

   
 

3
 2    3  6 

  نتيجة :

 6  3  عندئذٍ  3  بحٌث  (   )مسطح   إذ كان 

 الإثبات 

 ٌتم المطلوب  6  3    أعظمً  (   ) مسطح  إذا كان 

،    وحجمه    مرتبته    أضلاع حتى نحصل على بٌان مسطح أعظمً   وفً خلاف ذلك نضٌف لــ 

 مسطح أعظمً   وبما أن      ( و أضلاع  ٌفض) لأننا ن     إن 

     3   6  3  6 

نظرية :  

 5 لــ تجاوزالأقل رأس درجته لا ٌطح ٌحوي على كل بٌان مس

  البرهان 

  6  إذا كان  +     2  1 *  ولٌكن   (   )بٌان مسطح   لٌكن لدٌنا 

6  أي   1  5              لأن   الأمر محققفإن  5 

  6               ، ونفرض جدلاً أن  7  بفرض

  6  3   بٌان مسطح حسب مبرهنة سابقة   من الفرض  لدٌنا

                   ∑         2  2(3  6)  6  12  (1) 

∑ولدٌنا من جهة اخرى              6   (2) 

 12  6  6تناقض نحصل على  (2) و (1)من 

 5إذا الفرض الجدلً خاطئ إذاً ٌوجد راس على الأقل درجته لا تساوي وبالتالً 
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  نظرية :

  بٌان غٌر مسطح    5  كل من البٌان

 البرهان 

 بالتالً و 5  لأن وذلك غٌر مسطح  5 لنثبت أن 

                                   
 (  1)

2
   

5(4 1)

2
 10  (1) 

6  3    :                  ولدٌنا  3(5)  6  9  (2)  

10نجد أن  (2)و  (1)ومنه من   9 
 

 انتهت المحاضرة

  تقى إسماعيلإعداد :
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 جبران جبراندكتور المادة:  ◄

 رسم البيان المسطحعنوان المحاضرة :         والأخيرة ()  سابعت: الالمحاضرة ◄

 .أو عدم تسطحه    محاضرتنا الأخيرة خوارزميت تحدد تسطح البيان سنكمل معاً زملائي في بسم الله وبالله المستعان ...
   بٌان غٌر مسطح  3 3  5 كل من البٌانٌن نظرية :

 البرهان 

 بالتالً و 5  لأن وذلك غٌر مسطح  5 لنثبت أن 

                                   
 (  1)

2
   

5(4 1)

2
 11  (1) 

6  3    :                  ولدٌنا  3(5)  6  9  (2)  

11نجد أن  (2)و  (1)ومنه من   9 
6  3ولدٌنا  9  و  6  غٌر مسطح لأن  3 3 لنثبت  3 6  6  12 

                                      9  12  3  6  
 مسطح أم لا . 3 3 وبالتالً لا ٌمكن اتخاذ قرار فٌما إذا كان 

 عدد مناطقه   مستوي ونفرض أن  3 3 نفرض أن 

      2 6  9    2   5 
 ومنه طول كل منطقة من مناطقه )) لا ٌحوي على حلقات فردٌة (( بٌان ثنائً التجزئة 3 3 بما أن 

 : مجموع أضلاع المناطق عندئذ    ، ولتكن  4أو ٌساوي  أكبر

  11  2  وإن   4   

  ومنه 
11

4
 4 5  11  غٌر مسطح . 3 3 وبالتالً إن البٌان   4 

لاحظة :م مسطح .  إذا وفقط إذا كان  خرٌطة   
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 المناطق على شكل عقد تمثل 

 

 

 

 
 

ٌتصل بــ  1 إذاً  5 و  1 بٌن  تجاوروٌوجد   3 تصل بـ ٌ 1 أي  3 و 1 ٌن ٌوجد تجاور ب نلاحظ :

 وبالخوارزمٌة نفسها بالنسبة لجمٌع المناطق . 5 

 البيان ومشتقه

    ب لمتص   راس الخوارزمٌة كل    طبقنا على اذا   انه مشتق من البٌان     عن بٌانقول ن

   (   ) لبٌان لٌكن لدٌنا امثال :

 

 

 

 

 

 

 تكون مسارات    المستقٌمات بٌن الرؤوس تمثل أضلاع أما فً البٌان المشتق   فً البٌان المباشر

 تعريف : 

( ) ف على ر  ع  ن    بٌان جزئً من   ولٌكن   لٌكن لدٌنا البٌان        :علاقة كما ٌلً ( )  

 نقول عن   وبحٌث لا ٌحوي رؤوس من   ونهاٌته الضلع   إذا وجد طرٌق بداٌته الضلع أي 
 :لأن  علاقة تكافؤ أنها هذه العلاقة

  علاقة انعكاسية :(1 

     ( )   ( )            

    ولا ٌوجد نقاط داخلٌة فٌه إذاً ٌوجد طرٌق   ونهاٌته   طرٌق بداٌته      حٌث 

𝐺   مشتقهو 𝐺 
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 علاقة تناظرية : (2 

       ( )   ( )               

 (  ولا ٌحوي رؤوس مشتركة مع   ونهاٌته   ) ٌوجد طرٌق بداٌته 
 .  ولا ٌحوي رؤوس مشتركة مع   ونهاٌته   ن ٌكتب طرٌق بداٌته أوكذلك ٌمكن 

 علاقة متعدية :(3 

         ( )   ( )                    

ولا   ونهاٌته   و ٌوجد طرٌق بداٌته   ولا ٌحوي رؤوس مشتركة مع   ونهاٌته   ٌوجد طرٌق بداٌته 

  ولا ٌحوي رؤوس مشتركة مع   ونهاٌته   وبالتالً ٌوجد طرٌق بداٌته   ٌوجد رؤوس مشتركة مع 
 ((  قطعة فً   ) )         علاقة تكافؤ نحصل على صفوف تكافؤ ، ندعو كل صف بـ   إذاً 

  تعرفنا فً المحاضرة السابقة على كٌفٌة تسطح البٌان )) من خلال التعرٌف (( تنويه :

 ولكن الطرٌقة كانت للبٌانات البسٌطة .

 سنتعرف الآن على خوارزمية تسطح البيان وهي الأعم والأشمل

(1 )) ٌفضل أن ٌكون حلقة ((   من   نأخذ بٌان جزئً  

 

 

(2 (( )) علاقة تكافؤ  فً   نحدد قطع  

       2   1 ولتكن                              

     (  )                          1                           3)

 تصاعدٌاً    نرتب لــ ، وفٌها  1 عدد المناطق التً ٌمكن رسم القطعة    حٌث 

 1   2               

  1     ⏟
    1

*   +   

 نفرض حالتين :

1  ( أ  ونقول أن البٌان غٌر مسطح . نتوقف 1 

1   ( ب    ونهاٌته رأس من    منبداٌته رأس  1 من القطعة ر نأخذ مسا1 

   ونرسم هذا المسار فً المنطقة المناسبة من مناطق 
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 مجددا   2وننتقل إلى الخطوة  حلقةال نخرج من،   أكبر من  1 وبالتالً نحصل على بٌان جزئً جدٌد 

  المعطى بالشكل :  لٌكن لدٌنا البٌان مثال :

 

 

 

 

 

 

 هل البٌان مسطح أم لا ؟

 الحل 

(1 )) وٌفضل أن ٌكون حلقة (((   نختار البٌان الجزئً  
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(2   فً   نحدد القطع  

 

 

 

 

 

(3  4 3 2 1  ، بحٌث  البٌان الجزئً  فً   نحدد عدد المناطق التً ٌمكن رسم القطع  

 ( 1)  2       ( 2)  2    ( 3)  2      ( 4)  2 

 نحدد موقع هذه الرؤوس بأي منطقة موجودة و 1   و   بٌن ننظر إلى الرؤوس المشتركة

 2  1 قتٌن وإن هذه الرؤوس موجودة فً المنط 5  2 هً   1   و  إن الرؤوس المشتركة بٌن 

(2 )  وبالتالً   2 

(4   ونهاٌته رأس من   )) مثلاً (( مسار بداٌته رأس من  1  مسار من نأخذ 

 

 

 فنجد : 1 نرسم هذا المسار مثلاً فً المنطقة 

 

 

 

 

   فً  1 قطع ال ددنح (2)بالعودة إلى الخطوة و
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 ( 1)  2       ( 2)  2    ( 3)  2 

 :ولٌكن  1  منونهاٌته  1  منمسار بداٌته  3 نختار فً 

 

 ونحصل على ما ٌلً :  1 للبٌان  2 فً المنطقة مسار  3  من نرسم

 

 

 

 

 

 )) وبنفس الخطوات نتابع ((  نلاحظ أنه فً كل حركة ٌكبر البٌان 

    من 2 قطع النحدد 

 

 

 

 

  وهً :

 ( 1)  2       ( 2)  2    ( 3)  2    ( 4)  2 

 ومنه نلاحظ أن البٌان المعطى هو بٌان مسطح 

 فً مستوي بحٌث لا تتقاطع أضلاعه   استطعنا رسم البٌان لأننا 

  غٌر مسطح  3 3  البٌان بٌن أن: (𝟐)مثال 

 

 

 

 

𝐹4 

𝑣4 
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 الحل 

-1 بٌان جزئً كما ٌلً :  نختار  

 

 

  

 

-2    من  نختار القطع  

 

 

 

 

 

 ( 1)  2   

 2  1 وهذه العقد تقع على المنطقتٌن  2  4  5  1 هً  1  و  المشتركة بٌن إن العقد 

-3 ولٌكن   ونهاٌته رأس من   بداٌته رأس من  1 نختار مسار من  

 

 

 :نحصل على ف  من  1 فً المنطقة  1 نرسم المسار
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    من 1 قطع النختار 

 

 

 

 ( 1)  1        ( 2)  1 

2 مسار ولٌكن رسمة  1 نختار من   نجد : 3 برسم هذا المسار فً المنطقة و 6  

 

 

 

 

 

   البٌان  من 2 قطع النختار 

 

 ( 1) غٌر  3 3 البٌان ومنه سٌصبح لدٌنا تقاطع بالأضلاع ((  )) لأنه إذا تم رسم هذا المسار 1 

 .مسطح 

تعريف : 

   البٌان ؤوسبكل ر فً اذا حوى على حلقة تمرأنه بٌان هاملتو  نقول عن  -1

   البٌان ؤوسرمر بجمٌع فً اذا هاملتوأنه    مسار نقول عن -2

 تمر بجمٌع الأضلاعبكل  تمر سلسلة ى اذا حوى علاولر أنه بٌان   نقول عن  -3

 ^_^ انتهت المقرر

 إسماعيلتقى إعداد : 


