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            حرب أبوفادي  المادة: دكتور ◄

 مجموعة قدرة  عنوان المحاضرة: ◄                                  السابعة :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 قدرة مجموعة ومبرهنات.

,𝐴لتكن  تعريف: 𝐵  مجموعتين اختياريتين, نقول ان قدرة المجموعة𝐴  تساوي قدرة المجموعة𝐵  اذا وجد تقابل بين

,𝐴المجموعتين  𝐵  أي ان: ~ونقول في هذه الحالة ان المجموعتين متكافئتين ونرمز لذلك بالرمز 

𝐴~𝐵 ⟺ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 ⟺ ∃𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 
,𝐴ينتج من هذا التعريف مباشرة انه اذا كانت المجموعتان  - 𝐵   منتهيتين    فإن𝐴~𝐵  وفقط عندما كانت عندما

كلتا المجموعتين تملكان العدد ذاته من العناصر وهذا يبين لنا ان قدرة المجموعة المنتهية هو مفهوم يعبر عن 

 كمية العناصر التي تتألف فيها المجموعة.

 اما قدرة المجموعة غير المنتهية فهو تعميم لمفهوم كمية العناصر التي تتألف منها المجموعة. -

 

 

 

 

 

∗𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑁اثبت ان   = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑍 

 الاثبات:

 ∗𝑁 و𝑍حسب التعريف لنثبت وجود تطبيق تقابل )غامر ومتباين( بين 
:𝑓لنعرف العلاقة:        𝑍 ⟶ 𝑁∗   بالشكل 

       𝑓(𝑛) = {
2𝑛 + 1                      ; 𝑛 ≥ 0

2|𝑛|                               ; 𝑛 < 0           
                𝑛 ∈ 𝑍 

= لتكن  {𝑨𝒊 ∶ 𝒊 ∈ 𝑰}  على المجموعة  ~اسرة من المجموعات ان العلاقة  

 هي علاقة تكافؤ ,وصفوف تكافؤ هذه العلاقة هي المجموعات متساوية القدرة.
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 𝑓        :تطبيق لان∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍  :نميز حالتين 

𝑥                                         الحالة الأولى:  = 𝑦 

2𝑥 + 1 = 2𝑦 + 1              𝑥, 𝑦 ≥ 0 
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

𝑥                                              الحالة الثانية:  = 𝑦 
−𝑥 = −𝑦 

2|𝑥| = 2|𝑦| 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

 تطبيق. 𝑓ومنه 

,𝑥∀والان لنثبت انه متباين:                               𝑦 ∈ 𝑍; 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 
 𝑓   في حالة متباين لان 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

2𝑥 + 1 = 2𝑦 + 1                   𝑥, 𝑦 ≥ 0 
2𝑥 = 2𝑦 

𝑥 = 𝑦 

,𝑥في حالة  𝑦 < 0 
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

2|𝑥| = 2|𝑦| 

𝑥 = 𝑦 

 متباين 𝑓ومنه 

𝑥في حالة  ≥ 𝑦و       0 < 0 
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

2𝑥 + 1 = 2|𝑦| 
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2𝑥 + 1 =  −2𝑦 

2𝑥 + 2𝑦 = −1 

𝑥 + 𝑦 = −
1

2
 

,𝑥ولكن  𝑦 ∈ 𝑍  ومنه هذا غير ممكن. مما سبق نجد ان𝑓 .متباين 

 اثبات انه غامر:
𝑥لنثبت انه أياً كان  ∈ 𝑁∗  فإنه يوجد𝑧 ∈ ℤ  بحيث𝑓(𝑧) = 𝑥 

 نميز حالتين:  
𝑥فردي عندئذٍ:  𝑥اذا كان  - − 𝑥زوجي ومنه  1 − 1/2  ∈ 𝑍 

𝑓  و  𝑥−1

2
= 2 

𝑥−1

2
+ 1 = 𝑥 

𝑥زوجي عندئذٍ:   𝑥اذا كان  - ∈ 𝑍  و
−𝑥

2
∈ 𝑍          ومنه𝑓 (

−𝑥

2
) = 2 |

−𝑥

2
| = 𝑥 

 غامر. 𝑓ومنه 

∗𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑁تقابل وبالتالي حسب التعريف  𝑓مما سبق نجد ان  = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑍 

 

 

 

 

 

 

 𝐴 الى𝐵اذا وجد تطبيق متباين من  𝐵اصغر او تساوي قدرة المجموعة  𝐴نقول ان قدرة المجموعة  تعريف:

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴   بمعنى اخر : ≤ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 ⟺ ∃𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 

 من خلال التعريف يمكننا صياغة شرط اخر لتساوي قدرتي مجموعتين او ذلك من خلال المبرهنة الاتية.

,𝒂ليكون  أيمتساويين  ℝاثبت ان قدرتا أي مجالين مغلقين من  𝒃, 𝒄, 𝒅 ∈ 𝑹  بحيث𝒂 ≠ 𝒃  و𝒄 ≠

𝒅 :ٍعندئذ 

𝒄𝒂𝒓𝒅 𝒂, 𝒃 = 𝒄𝒂𝒓𝒅 𝒄, 𝒅  

:𝒇مساعدة:   𝒂, 𝒃 ⟶  𝒄, 𝒅  

∀𝒙 ∈  𝒂, 𝒃 ; 𝒇(𝒙) =  
𝒙 − 𝒂

𝒃 − 𝒂
 𝒅 − 𝒄 + 𝒄 
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 برنشتاين(: -مبرهنة: ) كانتور

,𝐴لتكن  𝐵  مجموعتين اختياريتين اذا وجد تطبيق متباين من𝐴الى 𝐵  وتطبيق متباين اخر من𝐵الى 𝐴 

𝐴~𝐵عندئذٍ:  ⟺ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 

 

 

 انتهت المحاضرة 


