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 حرب أبوفادي  المادة: دكتور ◄

 الزمر نظرة   شنوان المحاضرة: ◄                   ادة  شررالح  :المحاضرة ◄

 الزمرة الجزئية. -1
 .𝑛زمرتا الجمع والضرب بالمقاس  -2
 الزمرة الدوارة. -3
 الزمرة الجزئية الناظمية وزمرة الخارج. -4
 التشاكلات الزمرية. -5
 الجداء والمجموع المباشر للزمر. -6
 زمرة. 𝑝−ال  -7
 الزمرة البسيطة. -8

 تعريف الزمرة الجزئية:

اذا كانت  𝐺انها زمرة جزئية من  𝐻, نقول عن 𝐺جزئية وغير خالية من   𝐻زمرة والمجموعة   𝐺لتكن 

𝐻  زمرة بالنسبة الى العملية المعرفة على𝐺 
 𝐺زمرة جزئية من  {𝑒}و  𝐺ينتج من التعريف مباشرة ان كلاً من 

 مبرهنة:

 الشروط التالية متكافئة:  𝐺مجموعة جزئية وغير خالية من  𝐻زمرة و  𝐺لتكن 

1- 𝐻  زمرة جزئية من𝐺 
,𝑎اياً كان  -2 𝑏 ∈ 𝐻  فإن𝑎. 𝑏 ∈ 𝐻 

𝑐اياً كان  ∈ 𝐻  فإن𝑐−1 ∈ 𝐻 
,𝑎اياً كان  -3 𝑏 ∈ 𝐻 فإن 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 

 البرهان:

 2 ⟸  حسب التعريف هي زمرة( 𝐻ينتج مباشرة من تعريف الزمرة ) كون  1

 3 ⟸ 2          ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 , 𝑎. 𝑏−1𝐻                
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∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 , 𝑎 ∈ 𝐻 
𝑏 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑏−1 ∈ 𝐻 

⟹ 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 

 1 ⟸ ,𝑎∀     التجميعي يجب اثبات ان : 3 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻 , 𝑎(𝑏. 𝑐) = (𝑎. 𝑏). 𝑐 
𝐻بما ان  ∈ 𝐺      فإن∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐻 ⊆ 𝐺 ⟹ 𝑎(𝑏. 𝑐) = (𝑎. 𝑏), 𝑐 

,𝑎∀لدينا فرضاً   𝑏 ∈ 𝐻 ; 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 
 𝐻  غير خالية يوجد𝑥 ∈ 𝐻 3لدينا حسب) ( 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 , 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 ,    𝑥 = 𝑎   , 𝑥 = 𝑏 

𝑒 = 𝑥. 𝑥−1 = 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻                      ∶ 𝑥 = 𝑎,    𝑥−1 = 𝑏−1 
𝑒 ∈ 𝐻 

∀𝑦 ∈ 𝐻 ; 𝑦−1 ∈ 𝐻 
,𝑎∀لدينا الفرض :                  𝑏 ∈ 𝐻    ,   𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 

𝑦−1 = 𝑒. 𝑦−1 = 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 

𝑎 = 𝑒. 𝑦 = 𝑏 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻  ; 𝑥. 𝑦 ∈ 𝐻 
𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 

𝑥. 𝑦 = 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝐻 

 𝐺زمرة جزئية من  𝐻من تحقق ماسبق نجد ان 

 أمثلة:

 زمرة تبديلية ان المجموعة: 𝐺لتكن  (1
𝐻 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐺 ∶ 𝑥2 = 𝑒} 

  𝐺زمرة جزئية من 

𝑒2ان بما  = 𝑒  ٍعندئذ𝑒 ∈ 𝐻  وبالتالي المجموعة𝐻  .ليكن غير خالية𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 :ٍعندئذ 

(𝑥𝑦−1)2 = (𝑥𝑦−1)(𝑥𝑦−1) = 𝑥2(𝑦2)−1 = 𝑒𝑒−1 = 𝑒 
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𝑥𝑦−1وبالتالي  ∈ 𝐻 نة السابقة نجد ان المجموعة برهوحسب الم𝐻  هي زمرة جزئية من𝐺 
𝑛ليكن  (2 ≥  عدد صحيح عندئذٍ المجموعة: 1

𝑛𝑍 = {𝑛𝑚 ; 𝑚 ∈ 𝑍} 
,𝑍)جزئية من زمرة الاعداد الصحيحة  زمرة +) 

3𝑍 = {0,
+

−
3 ,

+
−

6, … . } 

7𝑍 = {0,
+
−

7,
+
−

14, … . } 

 مبرهنة:

 𝐺زمرة جزئية من  𝐻الشرط اللازم والكافي كي تكون  𝐺مجموعة جزئية منتهية من  𝐻زمرة  و  𝐺لتكن
 هو ان يتحقق:

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 ;  𝑎. 𝑏 ∈ 𝐻 
 البرهان:

 ونريد اثبات ان   𝐺زمرة جزئية من  𝐻لزوم الشرط 
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 , 𝑎. 𝑏 ∈ 𝐻 

 من المبرهنة السابقة. 2واضح حسب رقم 

 كفاية الشرط:  
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 ⟹  𝑎. 𝑏 ∈ 𝐻 

𝑎. يكفي لاثبات ذلك حسب مبرهنة سابقة ان نثبت انه اياً كان  𝐺زمرة جزئية من  𝐻ونريد اثبات ان  ∈
𝐻 فإن   𝑎−1 ∈ 𝐻 

𝑎لتكن  ∈ 𝐻  :نميز حالتين 

𝑎الحالة الأولى:  = 𝑒   :ٍعندئذ𝑎−1 = 𝑎 ∈ 𝐻 
𝑎الحالة الثانية :  ≠ 𝑒  لدينا حسب الفرض∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 ; 𝑎. 𝑏 ∈ 𝐻 

𝑎2ومنه:                                   = 𝑎. 𝑎 ∈ 𝐻 
𝑎3 = 𝑎. 𝑎2 ∈ 𝐻 
𝑎4 = 𝑎. 𝑎3 ∈ 𝐻 
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,𝑖منتهية ومنه يوجد  𝐻ولتكن  𝑗 ∈ 𝑁∗   بحيث𝑖 ≠ 𝑗      وان𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 
𝑎𝑖−𝑗لنفرض ان :             = 𝑒        𝑖 > 𝑗 

 𝑖 − 𝑗 > 𝑒بما ان فرضنا ان      0 ≠ 𝑎 
𝑎𝑖−𝑗 = 𝑒 ≠ 𝑎 

𝑖أي سيصبح    − 𝑗 > 1 
𝑖 − 𝑗 − 1 > 0 

𝑎𝑖−𝑗−1وبالتالي     ∈ 𝐻      (1) 

𝑎𝑖                                من جهة أخرى لدينا   = 𝑎𝑗 
𝑎𝑖−𝑗 = 𝑒 

𝑎. 𝑎𝑖−𝑗 . 𝑎−1 = 𝑒 
𝑎. 𝑎𝑖−𝑗−1 = 𝑒 

   𝑎𝑖−𝑗−1 = 𝑎−1     (2 ) 

𝑎−1نجد         2و 1من  = 𝑎𝑖−𝑗−1 ∈ 𝐻 
𝑎−1أي   ∈ 𝐻 

 𝐺زمرة جزئية من  𝐻وبالتالي نجد مما سبق ان 
 

 تمهيدية:

𝑎زمرة و   𝐺لتكن  ∈ 𝐺  وليكن𝑛, 𝑚 ∈ 𝑍  :ٍعندئذ 

1) 𝑒𝑛 = 𝑒 
2) 𝑎𝑛. 𝑎𝑚 = 𝑎𝑛.𝑚 
3) (𝑎𝑛)𝑚 =  𝑎𝑛.𝑚 

 

 انتهت المحاضرة 


