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 دكتور المادة: محمد الشيخ      ◄

 عنوان المحاضرة: خواص المتتاليات◄                          الثالثة عشرالمحاضرة : ◄

 مبرهنة :

 للمتتالية العقدية المتقاربة وحيدة.      

 الإثبات:

,′𝑎يتان مختلفتان نهامتقاربة ولها   {𝑥𝑛}لنفرض جدلا ً أن للمتتالية  𝑎 : ٍعندئئذ 
0 < |𝑎 − 𝑎′| = |𝑎 − 𝑧𝑛 + 𝑧𝑛 − 𝑎

′| ≤ |𝑎 − 𝑧𝑛| + |𝑧𝑛 − 𝑎
′| ⟼ 0 

𝑛لنأخذ نهاية الطرفين لما  → ∞ 

𝑎 − 𝑎′ = lim
𝑛→∞

(𝑎 − 𝑧𝑛) + lim
𝑛→∞

(𝑧𝑛 − 𝑎
′) = 0 + 0 = 0   ⇒   𝑎 = 𝑎′ 

 أي أن النهاية وحيدة.

𝑎حاطة:  حسب مبرهنة الإ = 𝑎′⟸ 0 < |𝑎 − 𝑎′| ≤ 0 

 وهذا تناقض بالتالي الفرض الجدلي خاطئ 

 النهاية وحيدة ⟸ 
 مبرهنة :

 وكانت هاتان المتتاليتان متقاربتان فإن :{𝑧𝑛}متتالية جزئية من متتالية {𝑤𝑛}اذا كانت 
lim
𝑛→∞

𝑧𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 

 نتيجة : 

 يتان جزئيتان من نهايتين مختلفتين فإن المتتالية الأصلية متاعدة .اذا تقاربت متتال

 1التحليل العقدي  
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 نتيجة :

 المتتالية المتأرجحة متباعدة 

 مثال :

{| z4𝑛|}         {𝑧𝑛}جزئية من    = {1} ↦ 1  
{| z4𝑛+2|}         {𝑧𝑛}جزئية من    = {−1} ↦ −1 ⟸  {𝑧𝑛} متباعدة 

  {𝐴𝑟𝑔 (𝑖𝑛)} حة بين القيم الأربعة التالية :متأرج 

{0 ,
𝜋

2
 , 𝜋 , −

𝜋

2
 , 0 ,

𝜋

2
 , 𝜋 , −

𝜋

2
, 0 , …… } 

 خواص نهاية متتالية 

مجموع متتاليتين متقاربتين متتالية متقاربة ونهايتها تساوي مجموع النهايتين العكس غير صحيح  -

 ة متقاربة وهما غير متقاربتين (في الحالة العامة )قد توجد متتاليتين المجموع لهما متتالي

جداء متتاليتين متقاربتين متتالية متقاربة من جداء النهايتين والعكس غير صحيح في الحالة العامة  -

 تقارب (    ⟺)تقاربها كالمتتالية حقيقية 
. 𝑛}مثال : 

1

𝑛
} = {1} ⟶  ( متقاربة)1

 الجداء متقاربةجداء متتاليتين احداهما متقاربة والأخرى متباعدة لكن حاصل 
حاصل قسمة متتاليتين متقاربتين )شرط أن تكون نهاية المقام غير معدوم (هي متتالية متقاربة  -

 ونهايتها تساوي نهاية البسط على نهاية لمقام
𝑛 + 1 → ∞

𝑛2 + 1 → ∞
→ 0 

 الا أن حاصل قسمتهما تسعى للصفر أي متقاربة .

 المتتالية الهندسية العقدية 

ي حد من حدودها ينتج عن سابقه بضربه بثابت عقدي نسمي هذا الثابت أساس المتتالية هي متتالية عقدية أ

 الهندسية .

,𝑛≥0  𝑎{𝑏 𝑎𝑛}أي أن حدها العام يأخذ الشكل التالي :  𝑏 ثابتان عقديان 

𝑎أساس المتتالية العقدية  𝑎 :حيث :  ≠ 0 
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        : 𝑏الحد الأول للمتتالية الهندسية 𝑏 ≠ 0 

 نميز حالتين :رس تقارب هذه المتتالية ولند 

    |𝑎| =  عندئذ تصبح حدود المتتالية )تعني النقاط التي تقع على الدائرة الواحدة (   1

𝑏 , 𝑏 , 𝑏 ……… . . , 𝑏,. 

|𝑧𝑛| = |𝑏1
𝑛| = |𝑏| → |𝑏| 

 𝑏اذا المتتالية متقاربة من حدها الأول 

    𝑎 ≠ 1           ,|𝑎| =  تتالية متباعدة عندئذ تكون الم 1

𝑎)وهذة يعني     < 𝑎 أو 1 >  ( أما 1

 الاثبات :

 𝑤0لنفرض جدلاً أن المتتالية  متقاربة  من 

𝑧𝑛+1 = 𝑏𝑎
𝑛+1 = 𝑎(𝑏𝑎𝑛) = 𝑎𝑧𝑛 

 لنأخذ نهاية الطرفين
𝑧𝑛+1

𝑛→∞
→   𝑤0⟹ 𝑎. 𝑧𝑛

𝑛→∞
→   𝑎.𝑤0 

 قة :كما نلاحظ بأخذ نهاية الطرفين للعلا

𝑧𝑛+1 = 𝑎𝑧𝑛 
𝑎.𝑤0وأن  = 𝑤0  لأن النهاية وحيدة 

𝑎.𝑤0 − 𝑤0 = 0 ⟹ (𝑎 − 1)𝑤0 = 0 
 𝑎 − 1 ≠ 𝑤0        لان       0 = 0⟸ 

 حسب ما فرضنا 

|𝑧𝑛| = |𝑏𝑎
𝑛| = |𝑏||𝑎𝑛| = |𝑏|  → 𝑏 ≠ 0 

𝑤0  وهذا يناقض كون  = 𝑧𝑛}ومنه 0 = 𝑏𝑎
𝑛} متباعدة في هذه الحالة 

- |𝑎| < 1 

1 

 تذكرة :

∗ lim𝑎𝑛 = 0 

 ;  |𝑎| < 1 

∗ lim𝑎𝑛 = +∞ 
 ;  |𝑎| > 1 

2 
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|𝑧𝑛| = |𝑏𝑎
𝑛| = |𝑏|(|𝑎|)𝑛  → 0 ⇒ |𝑧𝑛| → 0 

 متقاربة . {𝑧𝑛}ومنه 

- |𝑎| > 1 
|𝑧𝑛| = |𝑏𝑎

𝑛| = |𝑏|(|𝑎|)𝑛  → ∞ ⇒ |𝑧𝑛| → ∞ 
 متباعدة . {𝑧𝑛}ومنه 

 تنويه :

𝑠𝑛اذا كان لدينا  = {𝑎
𝑛}ميز حاتين :متتالية هندسية حقيقية ن 

|𝑎|متقاربة من الصفر    < 1 ⟹ 𝑠𝑛⟶ 0 
|𝑎|متباعدة   > 1 ⟹ lim 𝑠𝑛 = ∞ 

    تلخيص لما سبق ◄

إذا كان أساس المتتالية الهندسية بالطويلة أصغر من الواحد فإن المتتالية الهندسية متقاربة وتسعى  -1

 إلى الصفر 
 ∞واحد فإن المتتالية الهندسية متباعدة وتسعى إلى إذا كان طويلة أساس المتتالية الهندسية أكبر من ال -2
إذا كان طويلة الأساس يساوي الواحد والأساس أيضاً يساوي الواحد فالمتتالية الهندسية متقاربة  -3

 (𝑏وتسعى إلى الحد الأول )
 إذا كان طويلة الأساس يساوي الواحد والأساس لا يساوي الواحد فإن المتتالية تكون متباعدة  -4

  :أمثلة 

 (
1

2
+ 

1

3
𝑖) متتالية هندسية أساسها

1

2
+ 

1

3
𝑖 

 |
1

2
+ 
1

3
𝑖| = √

1

4
+
1

9
= √

13

36
=
√13

6
< 1 

 متقاربة نهايتها تساوي الصفر  ⟸طويلة الأساس أصغر من الواحد 

 {𝑖𝑛}  متتالية هندسية إساسها|𝑖| = 1  , 𝑖   كما أن𝑖 ≠ 1 
 متباعدة  ⟸ 

 {(1 + 𝑖)𝑛} 1|تالية هندسية أساسها مت + 𝑖| = √2 > 1 
 ∞متباعدة ونهايتها  ⟸طويلة الأساس أكبر من الواحد 
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 {𝑧𝑖
𝑛}  متتالية هندسية عقدية أسهاسها 𝑖 ≠ |𝑖|أن طويلتها 1 ≠  فالمتتالية متباعدة 1

 {𝑖
𝑛

2𝑛
} ⟸ {(

𝑖

2
)
𝑛
هندسية عقدية أساسها {

𝑖

2
  

|
𝑖

2
| =

1

2
< 1 

 ية متقاربة من الصفر فالمتتال

{(𝑧𝑖)
𝑛} 

{(𝑧𝑖)
𝑛} = |𝑖𝑛||𝑧𝑛| = 𝑧𝑛

𝑛→∞
→   ∞ 

 حيث متتالية هندسية حقيقية أساسها أكبر من الواحد وبالتالي المتتالية متباعدة 

 خاصة :

1

𝑧𝑛
→ ∞      ⟸        𝑧𝑛 → 0 

1

𝑧𝑛
→ 0      ⟸        𝑧𝑛 → ∞ 

 {(
1+𝑖

3
)
𝑛
متتالية هندسية عقدية أساسها    {

1+𝑖

3
 

|
1 + 𝑖

3𝑧
| = √

1

9
+
1

9
=
√2

3
< 1 

 فهي متقاربة ونهايتها الصفر 

 المتتالية الكوشية :

 أنها كوشية إذا تحقق الشرط  {Ʒ𝑛}نقول عن المتتالية 

∀ε > 0 ;  ∃𝑁 > 0 ;  ∀ 𝑛,𝑚 > 𝑁 ; |𝑧𝑚 − 𝑧Ʒ𝑛| < 𝜀 
  انتهت المحاضرة


