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 دكتور المادة: جمال مللي ◄

 عنوان المحاضرة : الفضاءات المنظمة                   :الخامسة عشرالمحاضرة ◄

 تعريف تق ارب متتالية في الفضاءات المنظمة : 

∗𝑛𝜖𝑁{𝑥𝑛}تكون المتتالية  𝑋في فضاء منظم    = (𝑋, ||.  بحيث أن 𝑋من  𝑥متقاربة إذا وجد عنصر  (||

lim
𝑛→∞

||𝑥𝑛 − 𝑥|| = 0 

𝑥𝑛ونكتب عندئذ  → 𝑥  كما نسمي𝑥  نهاية المتتالية{𝑥𝑛} . 

 ملاحظة : 

إن تعريف التقارب في الفضاءات المنظمة يجب أن لا يتعارض مع تعريف التقارب في الفضاءات المترية 

 والسبب في ذلك هو أن كل فضاء منظم هو فضاء متري .

 نا اعتبار أن الفضاءات المنظمة هي حالة خاصة من الفضاءات المترية .يمكن

تعاملنا مع المتتاليات في الفضاءات المترية  ولم نتعامل مع المتسلسلات لأنه ليس بالضرورة أ،  -

يكون مفهوم الجمع معرف في الفضاءات المترية بينما الفضاءات المنظمة معرفة على الفضاءات 

 ية جبرية .المتجهية مزودة ببن

 المتسلسلات في الفضاءات المنظمة : 

 نعلم أن المتسلسلة هي المجموع الجبري لعناصر المتتالية 

,𝑥1ليكن لدينا المتتالية : 𝑥2, 𝑥3… . . 𝑥𝑛, …         (∗) 

∑فإن المتسلسلة الناتجة عن هذه المتتالية هي :  𝑥𝑛
∞
𝑛=1  

 . 𝑋هي عناصر الفضاء المتجهي 𝑥𝑛يث ح
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فإذا كان المجموع منته نستطيع إيجاده بسهولةوتكون عندها المتسلسلة متقاربة ، أما في حال كان المجموع 

 غير منته أو )غير موجود( هنا سنواجه مشكلة ولحلها نستخدم مفهوم تقارب المتسلسلة .

 ولدراسة تقارب المتسلسلة 

 حداً من حدود المتتالية . 𝑛أولاً : نبني متتالية جديدة  حدها العام مؤلف من مجموع أول 

∗𝑛𝜖𝑁{𝑠𝑛}تدعى متتالية المجاميع الجزئية ونرمز لها   حدودها كالتالي :  

𝑠1 = 𝑥1 

𝑠2 = 𝑥1 + 𝑥2 

𝑠𝑛 = 𝑥1 + 𝑥2 +⋯ . .+𝑥𝑛 

∑عندئذ تكون المتسلسلة  𝑥𝑛
∞
𝑛=1الية المجاميع الجزئية لهامتقاربة إذا وفقط إذا كانت متت{𝑠𝑛}𝑛𝜖𝑁∗ 

 متقاربة أي تحقق : 

||𝑠𝑛 − 𝑠|| → 0       ;       𝑛 → ∞ 

وتدعى مجموع هذهالمتسلسلة {𝑠}موجودة ومحدودة ونرمز لها ب  {𝑠𝑛}في هذه الحالة تكون نهاية 

∑ويتحقق لدينا :  𝑥𝑛
∞
𝑛=1 = lim

𝑛→∞
𝑠𝑛 = 𝑠 

 بعض خواص المتسلسلات :

 مجموع متسلسلتين متقاربتين هو متسلسلة متقاربة . -1

 مجموع متسلسلتين متباعدتين ليس بالضرورة أن يكون متسلسلة متباعدة . -2

 حذف عدد منته من عناصر المتسلسلة لا يؤثر على تقاربها أو تباعدها . -3

 متسلسلة بعدد حقيقي إيضاً لا يؤثر على تباعدها أو تقاربها .ضرب  -4

  التق ارب بالإطلاق :

∑لتكن لدينا المتسلسلة  𝑥𝑛   (1)
∞
𝑛=1  الحد وكانت فإذا استبدلنا كل حد من حدود المتسلسلة بالنظيم لهذا

 المتسلسلة الناتجة : 

∑||𝑥𝑛|| = ||𝑥1|| + ||𝑥2|| + ⋯ . . +||𝑥𝑛||+..     (2)

∞

𝑛=1
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 ( متقاربة بلإطلاق .1متقاربة ندعو المتسلسلة )

 ( ليست متقاربة فإننا نسمي هذا التقارب بالتقارب الشرطي .2( متقاربة و )1كانت المتسلسلة ) أما إذا

 امبرهنة هامة : 

 تاماً . 𝑋هو أن يكون  𝑋لشرط اللازم والكافي لتكون المتسلسلة متقاربة بلإطلاق في فضاء منظم

 ق اعدة شاودر :

فإننا  في الفضاءات المنظمة نتعامل مع فضاءات شعاعية معرف عليها دالة النظيم أي مزودة ببنية جبرية

 نستطيع توظيف هذا والاستفادة من التقارب كبنية طبولوجية بتعريف شاودر .

 كالتالي :

 (𝑎𝑛)متتالية وحيدةمن الأعداد  𝑥𝜖𝑋حيث أنه يوجد لكل عنصر  (𝑒𝑛)متتالية  𝑋إذا حوى فضاء منظم 

 : حيث أن )) هذه المتتالية تنتمي للحقل المعرف عليه الفضاء المتجهي (( حيث تحقق

𝑥 −∑ 𝑎𝑛𝑒𝑛  = ||𝑥 − (𝑎1𝑒1 +⋯… .+𝑎𝑛𝑒𝑛)|| → 0
𝑛 → ∞

𝑛

𝑛=1
 

∑وتدعى عندئذ المتسلسلة  𝑋تدعى قاعدة شاودر للفضاء  (𝑒𝑛)فإن 𝑎𝑛𝑒𝑛
𝑛
𝑛=1  التي مجموعها𝑥  بمنشور

𝑥  بالنسبة ل(𝑒𝑛)  : ونكتب𝑥 = ∑ 𝑎𝑛𝑒𝑛
𝑛
𝑛=1  

 : الأمثلة

,(0,1)}القاعدة القانونية  𝑅2في الفضاء  – 1 𝑥∀تمثل قاعدة شاودرحيث  {(1,0) = (𝛼, 𝛽)𝜖𝑅2 

 تحقق : 𝑥فإن 

||𝑥 − (𝛼1𝑒1 +⋯… .+𝛼𝑛𝑒𝑛)|| → 0 

ℓالفضاء  – 2
𝑝

( 1يساوي ) 𝑛أي أن المتتالية التي حدها ذو الترتيب  (𝑒𝑛)يمتلك قاعدة لشاودر هي  

 وكل حدودها الأخرى أصفاراً كالتالي : 

𝑒1 = (1,0,0,0, … ) 

𝑒2 = (0,1,0,0, … . ) 
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 𝑒3 = (0,0,1,0, . . ) 

ℓهي عناصر من  (𝑒𝑛)حيث
𝑝

  

 : الإتمام في الفضاء المنظممبرهنة  

𝑋ليكن  = (𝑋, ||. على  𝑋من  𝐴وتطبيق ايزومتري  ⋏𝑋فضاءاً منظماً عندئذ هناك فضاء لباناخ  (||

  ⋏𝑋كثيف في  ⋏𝑋من  𝑊فضاء جزئي 

أي  ~𝑋وحيد إذا غضضنا النظر عن الفضاءات الإيزومترية معه ) بمعنى أنه إذا كان  ⋏𝑋إن الفضاء 

 ايزومتريان (  ~𝑋و  ⋏𝑋فإن الفضاءين  𝑥إيزومترياً مع  𝑤ثيفاً فضاء لباناخ يحوي فضاء ك

 تمهيدية التراكيب الخطية :

,𝑥1}فضاء منظم ، ولتكن المجموعة  𝑋ليكن لدينا  𝑥2, … . , 𝑥𝑛}  جملة من الأشعة )منتهية( المستقلة

 " 𝑋الفضاء  بعد خطياً "بغض النظر عن

بالتالي هذه المجموعة تولد فضاء جزئي منتهي الأبعاد كل عنصر منه يكتب على شكل تركيب خطي 

 بدلالة هذه المجموعة 

𝑐   0جدعندئذ يو  بحيث : 𝑋مستقل عن <

(∗)     ‖∝1 𝑥1 +⋯ . .+∝𝑛 𝑥𝑛‖ ≥ 𝑐∑|∝𝑖|

𝑛

𝑖=1

 

,1∝بحيث أياً كانت الأعداد              … , ∝n   

  البرهان :

  1∝|لنفرض أن| + |∝2| + ⋯ . . +|∝n| = S  ًواضح تماما 

𝑆إذا كان  = =𝑖∝فإن كلاً من  0 𝑖ذلك أياً كان  0 = 1,2, … , 𝑛  

 . cمحققة أياً كان  (∗)بالتالي 

 بفرض أن∑ |∝𝑖|
𝑛
𝑖=1 = 𝑆 ≠ 0 

𝛽𝑖إذا فرضنا أن  =
∝𝑖

𝑆
∑فإن    |𝛽𝑖|

𝑛
𝑖=1 = ∑

|∝𝑖|

𝑆

𝑛
𝑖=1 = 1 

𝑆وبما أنه   𝑆على  (∗)إذا قسمنا طرفي  >  يمكننا إدخاله للنظيم ويكافئ لدينا  0
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‖
∝1
𝑠
𝑥1 + ……… +

∝𝑛
𝑠
𝑥𝑛‖ ≥ 𝑐∑

|∝𝑖|

𝑠

𝑛

𝑖=1

 

‖𝛽1𝑥1 + ………+ 𝛽𝑛𝑥𝑛‖ ≥ 𝑐∑|𝛽𝑖|

𝑛

𝑖=1

 

   (∗∗). .     ‖𝛽1𝑥1 + ……+ 𝛽𝑛𝑥𝑛‖ ≥ 𝑐 

غير صحيحة   (∗∗)لنفرض مؤقتاً أن ، محققة  (∗∗)بحيث تكون  cيكفي البرهان على وجود عدد موجب 

 أي أن :

∀𝑐 ;    ‖𝛽1𝑥1 +⋯ . .+𝛽𝑛𝑥𝑛‖ < 𝑐  

 :بحيث  ymهذا يقتضي وجود متتالية من العناصر 

𝑦𝑚 = ‖𝛽1
𝑚𝑥1 +⋯ . . +𝛽𝑛

𝑚𝑥𝑛‖ < 𝑐    ;  (∑|𝛽𝑖| = 1

𝑛

𝑖=1

) 

‖ym‖بحيث أن 
𝑚→∞
→   0 

 موجودة ؟ ) ممكن أن تكون المتتالية ثابتة (  ym المتتالية لماذا -

‖ym‖بحيث  ymيوجد متتالية  cبالتالي مهما 
m⟶∞
→     0 ‖ym‖ و  =

‖β1
mx1, …… , βn

mxn‖ < c 

cنختار  = 1 m⁄  نجد عنصر أي : mكل  من أجل  

𝛽1من أجل 
1𝑥1 + 𝛽2

1𝑥2 + ……+ 𝛽𝑛
1𝑥𝑛 يوجد  𝑚 = 1 

𝛽1من أجل 
2𝑥1 + 𝛽2

2𝑥2 + ……+ 𝛽𝑛
2𝑥𝑛 يوجد 𝑚 = 2 

0وبالتالي وجدت متتالية بحيث  ≤ ‖ym‖ < c =
1

m
 

‖ym‖عندما  → c ومنه0 → m فإن 0 → ∞ 

𝛽𝑖| ولما كان 
𝑚| ≤ ∑ومنه 1 |𝛽𝑖

𝑚|𝑛
𝑖=1 =  المتتالية:فإن  iوأياً كانت  mأياكًانت   1

(𝐵𝑖
𝑚) = (𝐵𝑖

1, 𝐵𝑖
2, …… . ) 

 نتجت عن ما يلي :
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𝑦1 = 𝛽1
1𝑥1 + 𝛽2

1𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑖
1𝑥𝑖 +⋯ . . +𝛽𝑛

1𝑥𝑛 

𝑦2 = 𝛽1
2𝑥1 + 𝛽2

2𝑥2 + …+ 𝛽𝑖
2𝑥𝑖 +⋯ . . +𝛽𝑛

2𝑥𝑛 

. 

. 

𝑦𝑚 = 𝛽1
𝑚𝑥1 + 𝛽2

𝑚𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑖
𝑚𝑥𝑖 +⋯ . . +𝛽𝑛

𝑚𝑥𝑛 

βi)عند النظر لمتتالية الأعمدة من أجل الأعداد  iلدى تثبيت تكون المتتالية محدودة 
m) 

𝛽𝑖)اي أن 
𝑚) = ( 𝛽𝑖

(1)
, 𝛽𝑖
(2)
, 𝛽𝑖
(3)
, … . . , 𝛽𝑖

(𝑚)
, … .   ℝالمتتالية العددية من  (

تراس ( شكل عنصر من عناصرها يحقق المحدودية وبالتالي المتتالية محدودة حسب مبرهنة )بولزانو فير

 يهافكل متتالية محدودة تحوي متتالية جزئية متقاربة 

 تراس تنصشانو فيرزمبرهنة بول

 محدودة وغير منتهية تملك نقطة جمع واحدة على الأقل . ℝعلى  أن كل مجموعة غير فارغة من  

 :بتطبيق هذه المبرهنة على المتتاليات 

 بالتالي المتتالية لدينا محدودة وغير منتهية من العناصر فهي تملك نقطة وتجمع واحدة على الاقل 

متتالية عامود يتحقق هذا الشرط وبالتالي تملك نقطة تجمع يقابلها متتالية جزئية تتقارب إلى هذه في كل 

 النقطة أي لكل عامود هناك متتالية جزئية متقاربة .

 تكون متقاربة : ymهدفنا الحصول على متتالية جزئية من 

𝛽1)المتتالية في العامود الأول  
𝑚) = ( 𝛽1

(1)
, 𝛽1
(2)
, 𝛽1
(3)
, … . . , 𝛽1

(𝑚)
, … . نو حسب مبرهنة بولزا (

 نهاية هذه الجزئية  𝛽1اس تحوي متتالية جزئية متقاربة وليكن رتشفير

مع مقابلاتها في العمود الثاني بالتالي تتشكل متتالية  المتقاربة نأخذ العناصر المقابلة لهذه المتتالية الجزئية

. نهاية هذه الجزئية 𝛽2بفرض أن من العمود الثاني محدودة وغير منتهية وبالتالي تملك جزئية متقاربة 

المتتالية في العمود الثاني اذا اخذنا ما يقابلها من المتتالية في العمود الأول ستكون المتتالية الجزئية من 

 ي متقاربة .همتتالية متقاربة ف
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شكل متتالية نأخذ العناصر المقابلة للمتتالية الجزئية في العمود الثاني مع ما يقابلها في العمود الثالث ستت

  تملك جزئية متقاربة تراسشمحدودة غير منتهية حسب مبرهنة فاير

nوبأخذ ما يقابلها مع المتتاليات الأعمدة من العمود الأول حتى  nنتابع هذا العمل حتى العمود  − هي   1

 ي متقاربة .همتتالية جزئية من متقاربة ف

ymرمز لها بـ لن ymبالتالي يتشكل لدينا متتالية جزئية متقاربة من 
بحيث أن كل عامود يتقارب من   ′

𝛽𝑖
′(𝑚)

→ 𝛽𝑖 

𝑦𝑚أي 
′ = 𝛽1

′(𝑚)
𝑥1, 𝛽2

′(𝑚)
𝑥2 +⋯ .+𝛽𝑛

′(𝑚)
𝑥𝑛 → 𝑦 = 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑛𝑥𝑛 

∑حيث  |βi| = 1
n
i=1  وهذا يعني أنه لا يمكن ان تكون الأعدادβi  أصفار كلها بما أن{𝑥1, …… , 𝑥𝑛} 

yمستقلة خطياً فإن  ≠ ymومن جهة أخرى  0
′ ⟶ y  

ym‖أن  قتضيي
′ ‖ ⟶ ‖y‖  استناداً إلى استمرار النظيم ولما كان(‖𝑦𝑚‖ ⟶ ymفرضاً و   0

جزئية  ′

ym‖فلا بد أن يكون   ymمن 
′ ‖ ⟶ 0  

‖y‖ضي تهذا يق = yولكن هذا يناقض كون   0 ≠  وبالتالي قد أثبتنا صحة التمهيدية  0

وعمل على شرحها ))أعطى الدكتور هذه التمهيدية و أقر بأن غير مطلوبة بالامتحان لكن ضروري فهمها 

)) 

 انتهت المحاضرة 

  رولاالشيخإعداد: بسمة نصر الله ، تقى إسماعيل 

 


