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   العاشرةالمحاضرة : ◄

 أستاذ العملي: محمد الخطيب     ◄  

 :1تمرين 

 بين أن موضوعات دالة المسافة الثالثة و الرابعة تستنتجان من الموضوعة الثانية و من المتراجحة  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 

,𝑥الحل : لدينا من المتراجحة المفروضة من أجل كل  𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  : فإنه يكون 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

𝑧خذ  = 𝑦 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑦)⏟    
=0

= 𝑑(𝑦, 𝑥) 

,𝑑(𝑦و بشكل مماثل نجد أن  𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  و بالتالي𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)  و هي الموضوعة(

 الثالثة( 

 من المتراجحة المفروضة : الآن 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑧, 𝑦) =⏟
الموضوعة الثالثة

𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 و هي متراجحة المثلث ) الموضوعة الرابعة(

 بين أن الموضوعة الأولى بأن المسافة دوماً موجبة تستنتج من الموضوعتين الثانية والرابعة :2تمرين 

,𝑥الحل : أياً كان  𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  فحسب الموضوعة الرابعة 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

𝑥لنأخذ  = 𝑦  : 

 1التحليل التابعي
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𝑑(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑥) 

0و بالتالي :  ≤ 2𝑑(𝑥, 𝑧)  و بالتاليd(x, z) ≥ 0 

1حيث ℓ𝑝دون أن تكون منتمية إلى أي فضاء  0أوجد متتالية متقاربة من تمرين :  ≤ 𝑝 ≤

∞ . 

𝑥لنأخذ المتتالية الحل :  = (𝜀𝑖)  𝑖 ∈ 𝑁  : حيث 

1

1
,
1

2
.
1

2
,
1

2
,
1

2⏟      
22 𝑡𝑖𝑚𝑒

,  
1

3
,
1

3
, …… ,

1

3⏟        
33

 , …… . ,
1

𝑛
,
1

𝑛
, … . . ,

1

𝑛⏟      
𝑛𝑛 𝑡𝑖𝑚𝑒

,   … 

𝑥من الواضح أن محدودة وأن  → 𝑛عندما  0 → 1ليكن  ∞ ≤ 𝑝 ≤ ∞. 

 حيث : 𝑝نرفع الحدود للقوة 

1
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1

1𝑝
+
22

2𝑝
+ 
33

3𝑝
+
𝑛𝑛

𝑛𝑝
+⋯ .= ∑

𝑛𝑛

𝑛𝑝
 

∞

𝑛=1

 

متسلسلة حدها العام 
𝑛𝑛

𝑛𝑝
 → 1لأي  ∞ ≤ 𝑝 ≤ ∑ومنه المتسلسلة  ∞ |𝜉𝑖|

𝑝∞
𝑖=1  متباعدة لأي

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  . 

𝑥وبالتالي فإن  ∉ ℓ𝑝   1لاي ≤ 𝑝 ≤ 𝑥لكن   ∞ ∈ ℓ∞  1لأي ≤ 𝑝 ≤ ∞ . 

,𝑋)ليكن تمرين : 𝑑) فضاء متري ولتكن∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝑋  وإن𝑥 𝜖 𝑋 :حيث 

𝐷𝑥 = ൛𝑑൫𝑥, 𝑏ത൯, 𝑏ത ∈ 𝐵ൟ ⊆ 𝑅 

𝑓: (𝑥, 𝑑) → (𝑅, |. |) 

𝑥 → 𝑓(𝑥) = 𝐷(𝑥, 𝐵) = inf 𝑑൫𝑥, 𝑏ത൯   ; 𝑏ത ∈ 𝐵  
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 𝑥أثبت أن هذا التطبيق مستمر بانتظام على 

 :  الحل

(𝑋, 𝑑) ;   𝐵 ≠ ∅ 

∀ 𝑥 ⊆ 𝑋 ;𝑀𝑥 = {𝑑(𝑥, 𝑏
`0 ; 𝑏` ⊆ 𝐵} ⊆ 𝑅 

𝐷(𝑥, 𝐵) = inf𝑀𝑥 = inf 𝑑൫𝑥, 𝑏
`൯;   𝑏` ∈ 𝐵 

𝑓: (𝑥, 𝑑) → (𝑅, |. |) 

𝑥 ↦ 𝑓𝐵(𝑥) = inf 𝑑൫𝑥, 𝑏
`൯ = 𝐷(𝑥, 𝑏) 

 انتظام يجب أن يتحقق : لإثبات أن التطبيق مستمر ب

∀ε > 0 ; ∃𝛿 = 𝛿(𝜀);  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ < 𝛿  ⟹ ห𝐷(𝑥, 𝐵) − 𝐷൫𝑦, 𝐵൯ห < 𝜀 

 لنثبت أنها مستمرة بانتظام :

ห𝐷(𝑥, 𝐵) − 𝐷൫𝑦, 𝐵൯ห < 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ 

,𝑥وليكن  𝑦  من𝑋  لأي𝑏 ∈ 𝐵 : فإن 

𝐷(𝑥, 𝐵) = inf 𝑑൫𝑥, 𝑏ത൯ ≤ 𝑑൫𝑥, 𝑏ത൯ ≤ 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ + 𝑑൫𝑦, 𝑏ത൯ 

𝑏തلأي  ∈ 𝐵 : 

𝐷(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ + 𝑑൫𝑦, 𝑏ത൯ 

 ومنه فإن : 

𝐷(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ + 𝑖𝑛𝑓𝑑൫𝑦, 𝑏ത൯ = 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐷(𝑦, 𝐵) 

⟹𝐷(𝑥, 𝐵) − 𝐷(𝑦, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) …… (1) 

,𝑦وبالمبادلة بين  𝑥   : وإعادة المناقشة نحصل على 

𝐷(𝑦, 𝐵) − 𝐷(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) …… (2) 

,𝐷(𝑥|نجد أن :  2و  1من  𝐵) − 𝐷(𝑦, 𝐵)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)  
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,𝐷(𝑥|وبالتالي 𝐵) − 𝐷(𝑦, 𝐵)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) < δ = ε 

 فإن التطبيق مستمر بانتظام 

 تمرين :

,𝑋)إذا كان  𝑑) أن المساواة :  أي فضاء متري , فأثبت 

σ൫𝑥, 𝑦൯ =
𝑑൫𝑥, 𝑦൯

1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
 

 . σمحدود بخصوص المترك  𝑋, وأن  𝑋 تحدد متركاً أخر على

 الحل : 

,𝑥أيا كان  𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 : فإن 

1) d൫x, y൯ ≥ 0 , 1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ ≥ 1 > 0 ⟹
𝑑൫𝑥, 𝑦൯

1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
≥ 0 ⟹ σ(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

2) σ൫x, y൯ = 0 ⇔
𝑑൫𝑥, 𝑦൯

1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
= 0 ⟺ d൫x, y൯ = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦  

σ(x, y) =
𝑑൫𝑥, 𝑦൯

1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
=

𝑑൫𝑦, 𝑥൯

1 + 𝑑൫𝑦, 𝑥൯
= σ(y, x)خاصة التناظر"  

σ(x, y) =
𝑑൫𝑥, 𝑦൯

1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
= 1 −

1

1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
≤ 1 −

1

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑൫𝑧, 𝑦൯
 

=
𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑൫𝑧, 𝑦൯

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑൫𝑧, 𝑦൯
=

𝑑(𝑥, 𝑧)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑൫𝑧, 𝑦൯
+

𝑑൫𝑧, 𝑦൯

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑൫𝑧, 𝑦൯
 

≤
𝑑(𝑥, 𝑧)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧)
+

𝑑൫𝑧, 𝑦൯

1 + 𝑑൫𝑧, 𝑦൯
= 𝜎(𝑥, 𝑧) + 𝜎(𝑧, 𝑦) 

,𝑥لأي  𝑦  من𝑋  : فإن 
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0 ≤ 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ < 1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
 𝑑(𝑥,𝑦)≠0+1) بالتقسيم
ሳልልልልልልልልልልልልሰ 0 ≤

𝑑൫𝑥, 𝑦൯

1 + 𝑑൫𝑥, 𝑦൯
< 1 

⟹ 0 ≤ σ(x, y) < 1 

𝛿(𝑋)ومنه = 𝑠𝑢𝑝𝜎൫𝑥, 𝑦൯ = 1 <  . σرك محدودة بخصوص المت 𝑋وبالتالي  ∞

 

 انتهت المحاضرة

 بسمة نصرالله-تقى إسماعيل –إعداد: رولا الشيخ 

 

 


