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1 

 

        يحيى قطيش المادة: دكتور ◄

  الجداءات عنوان المحاضرة: ◄                                  الأولى عملي :المحاضرة ◄

 أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة  تمارين عن بحث الجداءات : أهلاً بكم  العلمي :المحتوى 

 احسب قيمة الجداء :

∏(1+ 𝑥2
𝑛
)

∞

𝑛=0

 ∶ |𝑥| < 1 

 بداية لنشكل متتالية المجاميع الجزئية و التي حدها العام  :

𝑝𝑛 =∏(1 + 𝑥2
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

= (1 + 𝑥)(1 + 𝑥2)(1 + 𝑥4)(1 + 𝑥8)… (1 + 𝑥2
𝑛
) 

1)لمقدار و الآن و بهدف تبسيط الحد العام من أجل التمكن من حساب نهايته بسهولة لنضرب الطرفين با −

𝑥) ≠ 0 

      (1 − 𝑥)𝑝𝑛 = (1 − 𝑥)(1 + 𝑥)⏟          
(1−𝑥2)

(1 + 𝑥2)(1 + 𝑥4)(1 + 𝑥8)… (1 + 𝑥2
𝑛
) 

     (1 − 𝑥)𝑝𝑛 = (1 − 𝑥
2)(1 + 𝑥2)⏟          
(1−𝑥4)

(1 + 𝑥4)… (1 + 𝑥2
𝑛
) 

     (1 − 𝑥)𝑝𝑛 = (1 − 𝑥
4)(1 + 𝑥4)(1 + 𝑥8)… (1 + 𝑥2

𝑛
) 

                        = (1 − 𝑥2
𝑛
)(1 + 𝑥2

𝑛
) = 12 − (𝑥2

𝑛
)
2
= 1 − 𝑥2.2

𝑛
= 1 − 𝑥2

𝑛+1
 

                ⟹  𝑝𝑛 =
(1 − 𝑥2

𝑛+1
)

1 − 𝑥
 

limو بملاحظة أن  pnبأخذ نهاية 
n→∞

x2
n+1

= |x|لأن  0 <  نستنج أن : 1

          lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 =
1

1 − 𝑥
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pأي أن الجداء متقارب وقيمته:  =
1

1−x
 

 تمرين 

∏.cos (
𝜃

2𝑛
)

∞

𝑛=1

   ∶ 𝜃 ≠ 0 

 لنشكل متتالية الجداءات الجزئية : 

𝑝𝑛 =∏.cos (
𝜃

2𝑘
)

𝑛

𝑘=1

 

= cos (
𝜃

2
) + cos (

𝜃

22
) + ⋯+ cos (

𝜃

2𝑛
) 

2نضرب و نقسم بـ  sin (
𝜃

2𝑛
)  : 

𝑝𝑛 =
cos (

𝜃
2
) cos (

𝜃
22
)… cos (

𝜃
2𝑛−1

) . 𝟐 cos (
𝜃
2𝑛
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝜽
𝟐𝒏
)

2 sin (
𝜃
2𝑛
)

 

2و لكن نعلم أن  cos(𝑎) sin(𝑎) = sin(2𝑎)  

𝟐و بالتالي المقدار  cos (
𝜃

2𝑛
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝜽

𝟐𝒏
sinالموجود في نهاية البسط يكتب بالشكل  ( (2

𝜃

2𝑛
) = sin (

𝜃

2𝑛−1
) 

 ليظهر القانون مرة أخرى (  2و في نفس الوقت سنضرب و نقسم على ( نعوض الآن : 

𝑝𝑛 =
cos (

𝜃
2
) cos (

𝜃
22
)…2 cos (

𝜃
2𝑛−1

) . 𝐬𝐢𝐧 (
𝜽
𝟐𝒏−𝟏

)

2 .2 sin (
𝜃
2𝑛
)

 

 ظهر في البسط القانون مرة أخرى  و بالتالي : مرة أخرى 

2 cos (
𝜃

2𝑛−1
) . 𝐬𝐢𝐧 (

𝜽

𝟐𝒏−𝟏
) = 𝒔𝒊𝒏 (𝟐

𝜽

𝟐𝒏−𝟏
) = 𝒔𝒊𝒏 (

𝜽

𝟐𝒏−𝟐
) 

 نعوض :
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𝑝𝑛 =

cos (
𝜃
2
) cos (

𝜃
22
)… sin (

𝜃

2𝑛−2
)

22 . sin (
𝜃
2𝑛
)

 

 : و هكذا حتى نصل 

𝑝𝑛 =
sin (𝜃)

2𝑛 sin (
𝜃
2𝑛
)
 

 : 𝜃الآن لإظهار نهاية شهيرة , سنضرب و نقسم بـ 

𝑝𝑛 =
1

𝜃

𝜃 sin(𝜃)

2𝑛 sin (
𝜃
2𝑛
)
=
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜃
 

𝜃

2𝑛

sin (
𝜃

2𝑛
)

 

 بأخذ النهاية نجد أن :

𝑙𝑖𝑚𝑝𝑛 =
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜃
 

 لأن : 

lim
𝑛→∞

𝜃

2𝑛

sin (
𝜃

2𝑛
)

= lim
𝑡→0

𝑡

sin(𝑡)
= 1 

و بالتالي الجداء متقارب و قيمته 
𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜃
𝜃) علماً أن    ≠ 0 ( 

 تمرين : 

 احسب قيمة الجداء 

∏
𝑒
1
𝑛

1 +
1
𝑛

∞

𝑛=1

 

 ات الحزئية : متتالية الجداءنشكل 
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𝑝𝑛 =
𝑒1

1 + 1
.
𝑒
1
2

1 +
1
2

.
𝑒
1
3

1 +
1
3

… .
𝑒
1
𝑛

1 +
1
𝑛

 

=
𝑒1+

1
2
+
1
3
+⋯+

1
𝑛 

2
1
.
3
2
.
4
3
… .

𝑛
𝑛 − 1

𝑛 + 1
𝑛

 

 نختصر )حيث في المقام الكلي جداء كسور بسط كل واحد منها يساوي مقام الكسر التالي ( 

pn =
𝑒1+

1
2
+
1
3
+⋯+

1
𝑛

𝑛 + 1
 

 معلومة حلوة كتير ^_^ : 

1وجد السيد أولر بعد جهد جهيد أن ال المتتالية التي حدها العام :  +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
− ln (𝑛)  تسعى لعدد

 ) عدد أولر ( أي أن : cجميل جداً سمي 

lim (1 +
1

2
+⋯+

1

𝑛
− 𝑙𝑛(𝑛)) = 𝑐 

زائد باقي صغير جداً نرمز  c خذن الحد العام دون نهاية ) يعني لم نسع إلى اللانهاية ( فيكون الناتج و بالتالي إذا أ

γn) نقصد بصغير جداً أن  𝛾𝑛له  → 0  ) 

 إذن الآن يمكن أن نكتب : 

1 +
1

2
+⋯+

1

𝑛
− ln(𝑛) = 𝑐 + 𝛾𝑛 

𝑜𝑟   1 +
1

2
+⋯+

1

𝑛
= ln(𝑛) + 𝑐 + 𝛾𝑛 

 نعوض : 

pn =
𝑒1+

1
2+
1
3+⋯+

1
𝑛

𝑛 + 1
=
𝑒ln(𝑛)+𝑐+𝛾𝑛

𝑛 + 1 
=
𝑒ln(𝑛). 𝑒𝑐 . 𝑒𝛾𝑛

𝑛 + 1
 

𝑒lnو لكن  𝑛 = 𝑛  : إذن 

𝑝𝑛 =
𝑛𝑒𝑐𝑒𝛾𝑛

𝑛 + 1
 

limبأخذ النهايات و بملاحظة أن  (
𝑛

𝑛+1
) = lim(𝑒𝛾𝑛)و  1 = 𝑒0 =  نجد أن :  1
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𝑙𝑖𝑚𝑝𝑛 = 𝑒
𝑐 . 1 = 𝑒𝑐 

 𝑒𝑐فالجداء متقارب وقيمته 

 معلومة أحلى ^_^ : 

c ≃ 0.4672 

 أوجد قيمة الجداء::تمرين 

∏
2𝑛 + 1

2𝑛 + 3
.
2𝑛 + 7

2𝑛 + 5

∞

𝑛=1

 

 نشكل متتالية الجداءات الجزئية :

𝑝𝑛 =∏
2𝑘 + 1

2𝑘 + 3
.
2𝑘 + 7

2𝑘 + 5

𝑛

𝑘=1

=∏
2𝑘 + 1

2𝑘 + 3
.

𝑛

𝑘=1

∏.
2𝑘 + 7

2𝑘 + 5

𝑛

𝑘=1

 

= (
3

5
.
5

7
.
7

9
……

2𝑛 − 1

2𝑛 + 1
.
2𝑛 + 1

2𝑛 + 3
) . (

9

7
.
11

9
.
13

11
… .
2𝑛 + 5

2𝑛 + 3
.
2𝑛 + 7

2𝑛 + 5
)

= (
3

2𝑛 + 3
) (
2𝑛 + 7

7
) 

⟹ lim
𝑛⟶∞

𝑝𝑛 =
3

7
 

 

إذن متقارب وقيمته 
3

7
 

 انتهت المحاضرة 

 شوربةنا ر –إعداد : نذير تيناوي 


