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 يحيى قطيشدكتور المادة:  ◄

              الثانية المحاضرة : ◄

 عنوان المحاضرة:  ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  المحتوى العلمي :

 مبرهنتان -1
 نتائج  -2
 مثال -3

 غير منتظم مع التبرير !: بين فيما إذا كان تقارب المتتالية التالية منتظماً أم تمرين   

{𝑓𝑛(𝑥)}   ∶ 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
   ∶ 𝑥 ∈ [0,1] 

 الحل :

 بداية نلاحظ أن : 

lim
𝑛→∞ 

𝑓𝑛(𝑥) = 0 

 تعطى تفصيلاً بالشكل : 𝑓𝑛(𝑥)كما أننا نلاحظ أن التوابع 

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
=

𝑥

1 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2𝑥2 + 2𝑛𝑥
=

𝑥

(1 − 𝑛𝑥)2 + 2𝑛𝑥

=
1

2𝑛

2𝑛𝑥

(1 − 𝑛𝑥)2 + 2𝑛𝑥
≤

1

2𝑛
 
2𝑛𝑥

2𝑛𝑥
=

1

2𝑛
 

𝑠𝑢𝑝𝑓𝑛(𝑥)عندها يكون  =
1

2𝑛
 : 

sup
𝑥∈𝐼

𝑓𝑛(𝑥) =
1

2𝑛
⇒ lim

𝑛→∞

1

2𝑛
= 0 

  فالتقارب منتظم 

نحذف مقدار من 

 المقام فيكبر الكسر



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0991921144                 Facebook_Page : IOM               F.B Group : Syria Math 2nd year  
 

2 

𝑔(𝑥)بدراسة تغيرات التابع  طريقة ثانية : = sup|𝑓𝑛(𝑥) − 0| = 𝑠𝑢𝑝
𝑥

1+𝑛2𝑥2   و بملاحظة أن

 مشتقه : 

1 − 𝑛2𝑥2

(1 + 𝑛2𝑥2)2
 

±و الذي ينعدم عند
1

n
) ضمن مجالنا نقبل  

1

n
 (  فنحصل على جدول تغيرات :  

0                                                    
1

𝑛
                                                1 𝑥 

0                  + + + + +                0     - - - - - - - - - - - 𝑔′(𝑥) 

0                   ↗    ↗    ↗                   
1

2𝑛
         ↘      ↘     ↘              

1

1+𝑛2 𝑔(𝑥) 

ابع هي فأكبر قيمة يبلغها الت
1

2𝑛
 إذاً :  

sup|𝑓𝑛(𝑥) − 0| =
1

2n
→ 0 

 فالتقارب منتظم.

 تمرين : 

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
          ;   𝐼 = [0,1] 

 تابع النهاية:       

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
= 0 

 رجة المقام.لأن درجة البسط أصغر من د        

lim
𝑛→∞

sup|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = lim
𝑛→∞

sup |
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
|     ;    𝑥 ∈ [0,1] 

𝑥عندما        =
1

𝑛
يبلغ نهاية عظمى وقيمته عند هذه النقطة هي  𝑓𝑛(𝑥)نلاحظ أن  

1

2
 

 إذاً:      

lim
𝑛→∞

sup |
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
| = lim

𝑛→∞

1

2
=

1

2
≠ 0     ;     𝑥 ∈ [0,1] 
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 ذلك أن : 

𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
=

𝑛𝑥

1 − 2𝑛𝑥 + 𝑛2𝑥2 + 2𝑛𝑥
=

1

2
  

2𝑛𝑥

(1 − 𝑛𝑥)2 + 2𝑛𝑥
≤

1

2
  

2𝑛𝑥

2𝑛𝑥
=

1

2
 

  و يمكن الحل بطريقة دراسة التغيرات كما مر في المثال السابق : فتجد أن جدول التغيرات :

 

0                                                    
1

𝑛
                                                1 𝑥 

0                  + + + + +                0     - - - - - - - - - - - 𝑔′(𝑥) 

0                   ↗    ↗    ↗                   
1

2
         ↘      ↘     ↘              

𝑛

1+𝑛2 𝑔(𝑥) 

 وبالتالي:  

sup|𝑓𝑛(𝑥) − 0| =
1

2
→

1

2
≠ 0 

 فالتقارب غير منتظم 

 تمرين : 

𝑓𝑛(𝑥) =
1

1 + 𝑥2𝑛
 ∶   𝐼 = [0,1] 

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑓𝑛(𝑥) = {
1     0 ≤ 𝑥 < 1

1

2
     𝑥 = 1

 

 ر مستمر و المتتالية ذات حدود مستمرة فالتقارب غير منتظم .نلاحظ أن تابع النهاية غي

 تمرين : 

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛

1 + 𝑥𝑛
     𝐼 = [0, ∞[ 

𝑓(𝑥) = lim𝑓𝑛(𝑥) = {

0   0 ≤ 𝑥 < 1
1

2
     𝑥 = 1

1     𝑥 > 1

 

ً أ  تابع النهاية غير مستمر و المتتالية ذات حدود مستمرة فالتقارب غير منتظم هنا  يضا
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 تمرين : 

𝑓𝑛(𝑥) =
arctan(𝑥𝑛)

𝑛
   𝑥 ∈ 𝑅 

𝑙𝑖𝑚𝑓𝑛(𝑥) = 0 = 𝑓(𝑥)      ( نهاية شهيرة) 

|𝑓𝑛(𝑥) − 0| = |
arctan(𝑥𝑛)

𝑛
− 0| ≤

𝜋

2𝑛
 

sup|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
𝜋

2𝑛
→ 0 

 منتظمفالتقارب 

 : تمرين 

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

√𝑛
    𝑥 ∈ 𝑅 

𝑙𝑖𝑚𝑓𝑛(𝑥) = 0 

|𝑓𝑛(𝑥) − 0| = |
𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

√𝑛
− 0| = |

𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥

√𝑛
| ≤

1

√𝑛
 

sup|𝑓𝑛(𝑥) − 0| ≤
1

√𝑛
→ 0 

 منتظم فالتقارب  

𝑓𝑛(𝑥): تمرين  = 𝑥2 +
sin (𝑥+

𝜋

2
)

𝑛
 

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥2 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑥2| = |
sin (𝑥 +

𝜋
2

)

𝑛
| ≤

1

𝑛
→ 0    ⇒ sup|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| → 0 

 منتظمفالتقارب 

−
𝜋

2
≤ 𝑎𝑟𝑡𝑎𝑛(𝑡) ≤

𝜋

2
 

 𝑛قسيم على خذ القيمة المطلقة و التأبالتالي بو 

0 ≤
|arctan(𝑥𝑛)|

𝑛
≤

𝜋
2
𝑛

 


