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 جمال ملليدكتور المادة:  ◄

                              السادسة عشر    : المحاضرة ◄

 قاعدة هامل : 

ሺ𝑒𝑖ሻ𝑖∈𝐼لتكن الأسرة  ⊆ 𝑋 إذا تحقق : نقول إنها قاعدة هامل 

 :∀𝑥 ∈ 𝑋 ; ∃مجموعة أدلة منتهية 𝐽 ⊆ 𝐼  

 يكتب على شكل تركيب خطي منتهي :

𝑥منتهي  مجموع = σ 𝛼𝑖  𝑒𝑖𝑖∈𝐽 

 قاعدة شاودر :

,ሺ𝑋الفضاء المنظم  ليكن ||. ||ሻ  سرة و الأሼ𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛, … ሽ , ذا إسرة قاعدة شاودر نسمي هذه الأ

𝑥ي أجل أنه من أتحقق  ∈ 𝑋 نه يوجد إف𝛼1, 𝛼2,  : بحيث  …

ቮอ𝑥 − ෍ 𝛼𝑖𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

อቮ → 0 

 )) كل قاعدة هامل هي قاعدة شاودر ((

 تمارين : 

 المحدد بالمساواة : 𝑑التمرين الأول : بين أن مجموعة كل الأعداد الحقيقية المزودة بالمترك 

𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = หarctan 𝑥 − arctan 𝑦 ห 

 متريا غير تام .تشكل فضاء 

 الحل :

   1التحليل التابعي

كون الفضاء فضاء لا يتطلب أن ي

 منظم .

عدودة الليس بالضرورة أن تكون 

 دائما موجودة 
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𝑋 = 𝑅 

𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = หarctan 𝑥 − arctan 𝑦 ห 

𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = ห𝑓ሺ𝑥ሻ − 𝑓ሺ𝑦ሻ ห 

𝑓ሺ𝑥ሻهذا التابع  = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥  مستمر على كل𝑅 

𝑥عندما   → limفإن :   ∞−
 𝑥→−∞

𝑓ሺ𝑥ሻ =  −
𝜋

2
 

 (مسافة  dن أيترك للطالب برهان )

 المتتالية ف لنعر

𝑥𝑛 = ൬tan ൬
𝜋

2
−

1

𝑛
൰൰

𝑛∈𝑁

 

∀ 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑁 ; 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ = ฬ𝑎𝑐𝑡𝑎𝑛ሺtan ൬
𝜋

2
−

1

𝑛
൰ − arctan ൬tan ൬

𝜋

2
−

1

𝑚
൰൰ฬ

= ฬ൬
𝜋

2
−

1

𝑛
൰ − ൬

𝜋

2
−

1

𝑚
൰ฬ = ฬ

1

𝑛
−

1

𝑚
ฬ → 0 

 :  كوشية 𝑥𝑛وبالتالي 

∀𝑥 ∈ 𝑅 ; −
𝜋

2
< arctan 𝑥 <

𝜋

2
 

∋ 𝑥:  نفرض مؤقتا وجود 𝑅   : بحيث𝑥𝑛 → 𝑥 

 هذا يكافئ
ሳልልልሰ 𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ → 0 

𝑑ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ = |
𝜋

2
−

1

𝑛
− arctan 𝑥 |    ومنه تعريفا 

|
𝜋

2
−

1

𝑛
− arctan 𝑥 | ≥ |

𝜋

2
− arctan 𝑥 | −

1

𝑛
> 0 

 𝑅وهذا الحد بقي أكبر من الصفر . وهذا يناقض الفرض المؤقت وبالتالي هذا يبين عدم تمام فضاء 

  المزود بهذا المترك
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,ሺ𝑅اثبت أن  𝑑ሻ . فضاء متري غير تام 

𝑇 ∶ ሺ𝑅, 𝑑ሻ → ሺ ሿ −
𝜋

2
 ,

𝜋

2
ሾ , |. |ሻ  

𝑥 → 𝑇𝑥: arctan 𝑥 

 غامر هو  و   التابع متزايد فإنه متباين  ن هذاأ ممن المعلوو 

,𝑥ليكن : 𝑦 ∈ 𝑅 ; 𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = หarctan 𝑥 − arctan 𝑦 ห = ห𝑇𝑥 − 𝑇𝑦ห 

 التمام محفوظ بالايزومتريات 

 تام أيضا (( خرلاتام فا خر و مع الآ ا  وكان أحدهما ايزومتريأي فضائين متريين ))

 ))التمام ليس له أي علاقة بالتبلوجيا المولدة ((

 على ذلك :مثال 

𝜏|.|       ሺ𝑅 , |. |ሻ 

𝜏𝑑    ሺ𝑅 , 𝑑ሻ   

 الأول هو فضاء متري تام 

 ي فضاء متري غير تام نالثا

|.|𝜏وبالتالي نجد أن  = 𝜏𝑑 

,𝑑ሺ𝑚مجموعة كل الأعداد الصحيحة الموجبة و  𝑋 لتكن   التمرين الثاني : 𝑛ሻ = |𝑚−1 − 𝑛−1| 

,ሺ𝑋أثبت أن  𝑑ሻفضاء غير تام ؟؟ 

 : خذ ألن , 𝑋مترك على 𝑑من الواضح أن 

𝑇 ∶ ሺ𝑋, 𝑑ሻ → ሺ𝐴, 𝑑1ሻ 

𝑥 → 𝑇𝑥 =
1

𝑥
 

𝑑1൫𝑥, 𝑦 ൯ = ห𝑥 − 𝑦ห 
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𝑑൫𝑥, 𝑦൯ = ቤ
1

𝑥
−

1

𝑦
ቤ , 𝐴 = ൜1,

1

2
,
1

3
, … . ൠ 

,ሺ𝐴إن 𝑑1ሻ وሺ𝑋, 𝑑ሻ ايزومتريان وሺ𝐴, 𝑑1ሻ  غير تام وبالتالي فإنሺ𝑋, 𝑑ሻ غير تام 

,𝑐ሾ𝑎من 𝑌أثبت أن الفضاء الجزئي :  التمرين الثالث 𝑏ሿ المؤلف من كل الدوال𝑥 ∈ 𝑐ሾ𝑎, 𝑏ሿ المحققة

𝑥ሺ𝑎ሻللشرط  = 𝑥ሺ𝑏ሻ هو فضاء تام 

 مغلقة  𝑌حسب مبرهنة سابقة يكفي إثبات أن 

𝑐ሾ𝑎, 𝑏ሿ ⊇  𝑌 ≔ ሼ𝑥 ∈ 𝑐ሾ𝑎, 𝑏ሿ; 𝑥ሺ𝑎ሻ = 𝑥ሺ𝑏ሻሽ 

,ሺ 𝑐ሾ𝑎 و 𝑏ሿ , 𝑑 ሻ  فضاء متري تام 

𝑦لنثبت أن  = 𝑦ത  : مغلقة 

𝑦 ⊆ 𝑦ത هذا محقق 

𝑥لنبرهن أن   𝑥متقاربة من 𝑌متتالية من عناصر𝑥𝑛لتكن  ∈ 𝑌 : ليتم المطلوب 

ሺ𝑥𝑛ሻ𝑛∈𝑁 ⊆ 𝑌 ; 𝑥𝑛 → 𝑥 

𝑥  منظمحتما هو دالة مستمرة والمترك هو مترك 

∀ 𝑛 ∈ 𝑁 ; 𝑥𝑛ሺ𝑎ሻ = 𝑥𝑛ሺ𝑏ሻ ; 𝑥𝑛 → 𝑥  

 نأخذ النهايات : 

𝑥ሺ𝑎ሻ = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛ሺ𝑎ሻ = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛ሺ𝑏ሻ = 𝑥ሺ𝑏ሻ 

ومنه
ሳሰ 𝑥 ∈ 𝑌 ⟹ 𝑌مغلق 

 متباين وغامر ؟  ,I هل كل ايزومتر

∶ 𝑇: مثال النأخذ  ሺ𝑋, 𝑑𝑥ሻ → ൫𝑌 , 𝑑𝑦൯ 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ; 𝑥 ≠ 𝑦   نفرض مؤقتا 

𝑇𝑥 = 𝑇𝑦 
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⟹ 𝑑𝑥൫𝑥, 𝑦൯ > 0 

⟹ 𝑑𝑦൫𝑇𝑥  , 𝑇𝑦 ൯ = 0 

 متباينذن هو إ ,ن الايزومتر يحافظ على المسافات ستحيل لأموهذا 

 كل تطبيق ايزومتري هو متباين ولكن ليس بالضرورة أن يكون غامر .بالتالي 

 التمرين الرابع :

,𝑋1إذا كان  𝑋2 وكانايزومتريان𝑋1  تام , فإثبت أن𝑋2 تام 

,𝑋1سنأخذ بدل  :الحل 𝑋2 ⟹ 𝑋 , 𝑌 

,ሺ𝑋ليكن 𝑑𝑥ሻ و൫𝑌 , 𝑑𝑦൯ فضائين ايزومتريان نفرض أن൫𝑌 , 𝑑𝑦൯  تام 

𝑇 ∶ ሺ𝑥, 𝑑𝑥ሻ → ൫𝑦 , 𝑑𝑦൯ 

𝑥 ⟼ 𝑇𝑥 

 من عناصر 𝑥𝑛نأخذ متتالية 

ሺ𝑥𝑛ሻ ⊆ 𝑋 ;  ∀𝜀 > 0 ; ∃ 𝑁ሺ𝜀ሻ ∈ 𝑁; ∀ 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁ሺ𝜀ሻ 

𝑑𝑦൫𝑇𝑥𝑛
, 𝑇𝑥𝑚

൯ = 𝑑𝑥ሺ𝑥𝑛, 𝑥𝑚ሻ < 𝜀 

൫𝑇𝑥𝑛
൯ ⊆ 𝑦 متقاربة 

∃ 𝑦 ∈ 𝑌 ; 𝑇𝑥𝑛
→ 𝑦 

∃! 𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑇𝑥 = 𝑦 

∃ 𝑁2ሺ𝜀ሻ ;  𝜀 ∈ 𝑁 ; ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁2ሺ𝜀ሻ: 𝑑𝑦൫𝑇𝑥𝑛
 , 𝑇𝑥൯ < 𝜀 

𝑥𝑛 ومنه  → 𝑥 

𝑑𝑥ሺ𝑥𝑛, 𝑥ሻ < 𝜀 

 انتهت المحاضرة


