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 حرب أبوفادي  المادة: دكتور ◄

 نظرية الزمر عنوان المحاضرة: ◄                         ةعاشرال  :المحاضرة ◄

,𝑎عدداً أولياً و   𝑃 كنلي 𝑏 ∈ 𝑍  اذا كان𝑃  يقسم الجداء𝑎. 𝑏  عندئذٍ إما𝑃  يقسم𝑎  أو𝑃  يقسم𝑏 

 البرهان:

.𝑎يقسم الجداء  𝑃لنفرض ان  𝑏  أي يوجد𝑚 ∈ 𝑍  بحيث𝑃𝑚 = 𝑎. 𝑏 
,𝑔𝑐𝑑(𝑎ومنه  𝑎لا يقسم  𝑃ولنفرض ان  𝑃) = ,𝑠يوجد  𝑔𝑐𝑑وحسب تعريف ال  1 𝑡 ∈ 𝑍  بحيث 

𝑎𝑠 + 𝑝𝑡 = 1 
𝑎𝑏𝑠 + 𝑝𝑏𝑡 = 𝑏 

𝑝𝑚𝑠 + 𝑝𝑏𝑡 = 𝑏 

𝑝 (𝑚𝑠 + 𝑏𝑡)⏟      
𝑟

= 𝑏 

𝑝𝑟 = 𝑏 

𝑟أي يوجد  ∈ 𝑍  بحيث𝑝𝑟 = 𝑏    ومنه فإن𝑃  قاسم ل𝑏. 

,𝑎1عدداً اولياً و  𝑃ليكن  𝑎2, …… . 𝑎𝑛 ∈ 𝑍  اذا كان𝑃  يقسم الجداء𝑎1, 𝑎2, …… . 𝑎𝑛  فإن𝑃  يقسم احد المضاريب
𝑎𝑖  1حيث ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 . على الأقل 

 حد هو اما عدد اولي او جداء منته لاعداد أولية وهذا الجداء وحيد.كل عدد صحيح اكبر من الوا

 مليون منزلة 11وكان مؤلف من  9002اكبر عدد اولي اكتشف في عام 
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 group the ory نظرية الزمر

 : قانون التشكيل الداخلي: تعريف

.مجموعة غير خالية نسمي كل تطبيق       𝐺لتكن  ∶ 𝐺 × 𝐺 ⟶ 𝐺 

(𝑎, 𝑏) ⟶ 𝑎. 𝑏 

 𝐺قانون تشكيل داخلي على المجموعة 

 :تعريف الزمرة

.)نقول عن المجموعة غير الخالية المزودة بقانون تشكيل داخلي   انها زمرة اذا حققت الشروط التالية: (

.)التجميعي: القانون  -1 ,𝑎,𝑏∀تجميعي أي  ( 𝑐 ∈ 𝐺 ; (𝑎.𝑏). 𝑐 = 𝑎. (𝑏. 𝑐) 
 يحقق:  𝑒عنصر  𝐺الحيادي: يوجد في  -2

∀𝑎 ∈ 𝐺 ;𝑎. 𝑒 = 𝑒.𝑎 = 𝑎 

𝑎المقلوب: يوجد لكل عنصر  -3 ∈ 𝐺  عنصر𝑏 ∈ 𝐺  يحقق𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 = 𝑒 

 𝑎−1ونرمز له بالرمز  𝑎مقلوب العنصر  𝑏نسمي 

,𝐺)نقول عن الزمرة  :تعريف الزمرة التبديلية . 𝑎.𝑏∀انها تبديلية اذا حققت الشرط  ( ∈ 𝐺 ;𝑎.𝑏 = 𝑏.𝑎 

 معية والضربية:جدول لتمييز الزمرة الج

 الضربية الجمعية الزمرة

                    . +                        قانون التشكيل

              𝑜𝑟  𝑒    1                 0                         المحايد

 𝑎−1هو   𝑎مقلوب  𝑎−هو       𝑎نظير       المقلوب \النظير

𝑎   شكل العناصر + 𝑏                                     𝑎. 𝑏 
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.𝑛 المضاعف/ القوة 𝑎                                        𝑎𝑛 

,𝐺)لتكن  . 𝑛زمرة و  ( ∈ 𝑍  , 𝑎 ∈ 𝐺 :ٍعندئذ 

𝑎𝑛 = {𝑎. 𝑎 … . . 𝑎⏟
𝑛مرة
                  𝑛 > 0 1                       𝑛 = 0 𝑎−1. 𝑎−1… . 𝑎−1⏟

𝑛مرة
        𝑛 < 0  

 :أمثلة

● (𝑍,  تشكل زمرة تبديلية. (+

● (𝑁,+) .لاتشكل زمرة 

● (𝑍, −)  

● (𝑀𝑧(𝑧),+) .تشكل زمرة تبديلية 

𝑀𝑧(𝑧) = {(𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 ); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑍}  

● (𝑀𝑧(𝑧), .  وظيفة. (

,𝐺)لتكن  .  :زمرة عندئذٍ  (

 المحايد وحيد. (1
 مقلوب أي عنصر وحيد. (2
,𝑎,𝑏∀قانون  الاختصار محقق:                     (3 𝑐 ∈ 𝐺 ;𝑎. 𝑏 = 𝑎. 𝑐⟹ 𝑏 = 𝑐  
𝑎أياً كان  (4 ∈ 𝐺  فإن(𝑎−1)−1 = 𝑎 .برهن 
.𝑎1أياً كان  (5 𝑎2… . 𝑎𝑛 ∈ 𝐺   فإن   )برهن لاجل𝑛 = 2) 

(𝑎1. 𝑎2… . 𝑎𝑛)
−1 = 𝑎𝑛

−1. 𝑎𝑛−1
−1 … . . 𝑎1

−1 

 البرهان:

, 𝑒1لنفرض وجود محايدين  (1 𝑒2 :ٍعندئذ 

𝑒1     محايد                                𝑒1. 𝑒2 = 𝑒2 

𝑒2       محايد                                  𝑒1. 𝑒2 = 𝑒1         

𝑒1 = 𝑒2 ⟸ 
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,𝑏1بين لنفرض وجود مقلو  (2 𝑏2   للعنصر𝑎 : ٍعندئذ 
𝑏1. 𝑎 = 𝑎. 𝑏1 = 𝑒                ,       𝑏2. 𝑎 =  𝑎. 𝑏2 = 𝑒 

 ومنه 

𝑏1 = 𝑏1. 𝑒. = 𝑏1( 𝑎. 𝑏2) = (𝑏1. 𝑎). 𝑏2⏟      
  الخاصة التجميعية محققة

= 𝑒. 𝑏2 = 𝑏2 

 ومنه لمقلوب يكون وحيد 

 قانون الاختصار (3
∀𝑎,𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺;𝑎.𝑏 = 𝑎. 𝑐 

𝑎−1. 𝑎. 𝑏 = 𝑎−1. 𝑎. 𝑐 

𝑒. 𝑏 = 𝑒. 𝑐 

𝑏 = 𝑐 

𝑒. 𝑏 = 𝑒. 𝑐 

 عندئذ : 𝑎 𝜖 𝐺ليكن  (4

𝑎−1⏟
عنصر

. (𝑎−1)−1⏟    
مقلوبه

= 𝑒 

  𝑎نضرب الطرفين ب 

(𝑎−1)−1 = 𝑎 

 يتم اثباته من خلال الاستقراء :  (5

𝑛نثبته من أجل  = 2   

  𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺 برهن أن     ولن(𝑎. 𝑏)−1 = 𝑏−1. 𝑎−1 

,𝑎وبما أن  𝑏 𝜖 𝐺   فإن𝑎. 𝑏 𝜖 𝐺   : ومنه لكل عنصر مقلوب أي(𝑎. 𝑏)−1 𝜖 𝐺 . ويحقق أي عنصر 

.𝑎)مع المقلوب له يعطي المحايد أي أن :  𝑏). (𝑎. 𝑏)−1 = 𝑒 . 

𝑎(𝑏. (𝑎. 𝑏)−1) = 𝑒     . 

 من اليسار 𝑎−1نضرب بـ 

𝑏. (𝑎. 𝑏)−1 = 𝑎−1     . 

 من اليسار 𝑏−1نضرب بـ 

(𝑎. 𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1 
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𝑛لنفرض أن  = 𝑘   : محققة∀ 𝑘 𝜖 𝑁∗ 

(𝑎1. 𝑎2. 𝑎3…… . . 𝑎𝑘)
−1 = 𝑎𝑘

−1. 𝑎𝑘−1
−1… . . 𝑎2

−1. 𝑎1
−1 (∗) 

𝑘 لنثبت صحة العلاقة من أجل  + 1 𝜖 𝑁∗ 

(𝑎1. 𝑎2. 𝑎3…… . . 𝑎𝑘+1)
−1 = 𝑎𝑘+1

−1. 𝑎𝑘
−1… . . 𝑎2

−1. 𝑎1
−1 (∗∗) 

.𝑎1)بفرض أن  𝑎2. 𝑎3…… . . 𝑎𝑘) = 𝑏   

 نجد : (∗∗)بالتعويض في 

(𝑏. 𝑎𝑘+1)
−1 = 𝑎𝑘+1

−1. 𝑏−1 = 𝑎𝑘+1
−1. (𝑎1. 𝑎2. 𝑎3…… . . 𝑎𝑘)

−1 

 محققة ومنه يكون : (∗)  نلاحظ أن العلاقة 

= 𝑎𝑘+1
−1. 𝑎𝑘

−1… . . 𝑎2
−1. 𝑎1

−1 

.𝑎1)وبالتالي :   𝑎2. 𝑎3…… . . 𝑎𝑘+1)
−1 = 𝑎𝑘+1

−1. 𝑎𝑘
−1… . . 𝑎2

−1. 𝑎1
 محققة .  1−

 

 

 

 

 

 المحاضرةانتهت 


