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 جمال ملليدكتور المادة:  ◄

 التاسعة عشر: المحاضرة ◄

 مبرهنة التمام :-

لابد أن يكون تاماً وبوجه خاص فإن كل  𝑋من فضاء منظم  Y كل فضاء جزئي منتهي البعد

 فضاء منظم منتهي البعد تام .

 البرهان :

 تاماً يجب أن يكون كل متتالية كوشي فيه متقاربة Yحتى يكون الفضاء 

 (𝑦)ولنرمز لنهايتها ب  Yولنثبت تقاربها في  Yمتتالية ما لكوشي في (ym)تكن لدينا ل 

,𝑒1}موّلد بالقاعدة   Yأي أن الفضاء  dim y = nولنفرض أن  … , 𝑒𝑛 }  وبالتالي كل عنصر

 سيكتب على شكل تركيب خطي وبشكل وحيد كالتالي : 𝑌من الفضاء الجزئي  (ym)من 

𝑦𝑚 =∝1
(𝑚)  𝑒1 +⋯ .+∝𝑛

(𝑚)  𝑒𝑛  

𝑦𝑚 =∑ ∝𝑖
(𝑚)  𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1
 

 متتالية كوشي فإنها تحقق ما يلي : (ym)ولما كانت 

∀ε > 0 , ∃𝑁 ∈ ℕ∗;𝑚, 𝑟 ≥ 𝑁; ‖𝑦𝑚 − 𝑦𝑟‖  < 𝜀 

⇒ ‖∑(∝𝑖
𝑚−∝𝑖

𝑟)𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ < 𝜀 

 لدينا : وحسب تمهيدية التراكيب الخطية يكون

𝜀 > ‖𝑦𝑚 − 𝑦𝑟‖ = ‖∑(∝𝑖
𝑚−∝𝑖

𝑟)𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≥ 𝑐∑|∝𝑖
𝑚−∝𝑖

𝑟|

𝑛

𝑖=1

  

,𝑚وعندما   𝑖)ثابت موجب( فإننا نجد من أجل كل  cوبالقسمة على  𝑛 > 𝑁 : 

|∝𝑖
𝑚−∝𝑖

𝑟| ≤∑|∝𝑖
𝑚−∝𝑖

𝑟|

𝑛

𝑖=1

 <
𝜀

𝑐
 

 1التحليل التابعي  
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ير موجبة أصغر من )حيث إن مجموع مقاد
𝜀

𝑐
فإن كل من هذه المقادير سيكون حتماً أصغر أو  

يساوي 
𝜀

𝑐
 

 أي أنه تحقق لدينا :

∀𝜀 > 0 , ∃𝑁 ∈ ℕ∗ ; 𝑚, 𝑟 ≥ 𝑁 ; |∝𝑖
(𝑚)−∝𝑖

(𝑟)| <
𝜀

𝑐
 

𝑖∝أي أن  
𝑚   متتاليات كوشية في فضاءات تامةℝ وℂ  متقاربة من∝𝑖 : 

∝𝑖
(𝑚)

𝑚→∞
→   ∝𝑖   

 Yكما هو موضح كالتالي , بأخذ عنصر من 

𝑦1 =∝1
(1) 𝑒1 +∝2

(1) 𝑒2 +⋯ . . + ∝𝑛
(1) 𝑒𝑛 

 

𝑦2 =∝1
(2) 𝑒1 +∝2

(2) 𝑒2 +⋯ . . + ∝𝑛
(2) 𝑒𝑛 

. 

. 

. 

𝑦𝑟 =∝1
(𝑟) 𝑒1 +∝2

(𝑟) 𝑒2 +⋯ . . + ∝𝑛
(𝑟) 𝑒𝑛 

. 

. 

𝑦𝑚 =∝1
(𝑚)

𝑒1 +∝2
(𝑚)

𝑒2 +⋯ . . + ∝𝑛
(𝑚)

𝑒𝑛 

نلاحظ أن كل عمود هو عبارة عن متتالية كوشية متقاربة ومنه نستطيع أن نكتب عنصر يمثل 

 هذه النهايات )نهايات المتتاليات الكوشيات(

𝑦 =∝1 𝑒1 +⋯ .+∝𝑛 𝑒𝑛  

𝑦نلاحظ أن  ∈ 𝑌  لأنه موّلد بالجملة{𝑒1, … , 𝑒𝑛}  

 أي my يلعب دور نهاية للمتتالية  yوإن  

‖𝑦𝑚 − 𝑦‖ = ‖∑(∝𝑖
𝑚−∝𝑖

𝑟)𝑒𝑖

𝑛

𝑖=1

‖ ≤∑|∝𝑖
𝑚−∝𝑖

𝑟|

𝑛

𝑖=1

‖𝑒𝑖‖ 

 

𝑖∝ولما كان 
𝑚→∝𝑖   كوشيات متقاربة( فإن الطرف الأيمن من المساوة يسعى إلى الصفر(

𝑦𝑚‖  وبالتالي فإن  − 𝑦‖ → 0 
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𝑦𝑚أي بالاعتماد على التعريف نجد أن  → 𝑦 

 تام Y( ومنه yونهايتها ) y( متقاربة في  myوهذا يبين أن )

 ولنثبت الطرف الثاني من المبرهنة أنه بوجه خاص

𝑋)كل فضاء جزء من نفسه أي   ⊆ 𝑋) وبالاعتماد على الشطر الأول من المبرهنة فإنX 

 ماً تا 𝑋هي البعد أي أن تجزئي من

 تم المطلوب .

 مبرهنة الانغلاق :

ً  𝑋من فضاء منظّم  𝑌كل فضاء جزئي منتهي البعد   لابدّ أن يكون مغلقا

 البرهان :

,𝑋)ليكن لدينا  ‖. يجب علينا  𝑋فضاء جزئي منتهي البعد من  𝑌فضاء منظم وليكن لدينا  (‖

𝑌ت أن ولإثبات ذلك يكفي أن نثب Xلابدّ أن يكون مغلقاً في  𝑌إثبات أن  = 𝑌̅ ,  انطلاقاً من

𝑌 فإن 𝑌كونها أصغر مجموعة مغلقة تحوي  تعريف اللصاقة  ⊆ 𝑌̅ 

𝑦والآن لنثبت الاحتواء الثاني , لنأخذ عنصر اختياري من اللصاقة  ∈  𝑌̅  عندئذٍ حسب مبرهنة

𝑌 (𝑦𝑛اللصاقة يكون لدينا متتالية من عناصر  ∈ 𝑌)  

هو الفضاء الكلي فإن أي متتالية متقاربة فيه ستكون النهاية تنتمي  𝑋, وكون  𝑦تتقارب من 

𝑦إلى هذا الفضاء أي  ∈ 𝑋    وكونY  فضاء جزئي منتهي البعد فيX  فهو تام بخصوص

وحسب تعريف  𝑦فيه ستكون متقاربة من  𝑦𝑛أي أن المتتالية  Xالطبولوجيا المعرفة على 

𝑦أي  Yقارب يتم في التقارب وكون النهاية وحيدة وإن الت ∈ 𝑌   ومنه𝑌̅ ⊆ 𝑌  من الاحتوائين

𝑌السابقين نجد أن  = 𝑌̅  ومنه𝑌 . فضاء جزئي مغلق 
 

 طريقة ثانية للإثبات :
يتم البرهان على حسب مبرهنة بالاستفادة من أحد الاتجاهين للمبرهنة والتي تنص على )) الشرط اللازم 

مغلقة 𝑀فضاء تام هو أن يكون المجموعة 𝑋متري تام  من فضاء𝑀والكافي كي يكون الفضاء الجزئي 

 كان في أحد الاتجاهان 𝑋في 

𝑀  (𝐼) م⟸تام𝑀 غلق 

𝑀مغلق⟸ 𝑀تام 

∀ 𝑀 ⊆ (𝑋, 𝑑)  و𝑋 تام و𝑀 ∈ 𝑋 

 فهو سيخدم مبرهنتنا كونه منتهي البعد فإنه تام وكونه تام فإنه مغلق وبذلك يتم المطلوب 𝐼نستفيد من الاتجاه 
 ه النظر إلى أنه ليس لزاما على الفضاءات الجزئية غير منتهية البعد أن تكون مغلقة يجدر التوجي
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 مثال :

𝑋ليكن  = 𝑐[0,1]   و𝑌 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 (𝑥0 , 𝑥 , … .  كل حيث ب  (

  𝑦 = 𝑝(𝑥) ∈ 𝑌  ـو ينتمي ل حدودر كثيهو 𝑋 = 𝑐[0,1] 

 ح بالفضاءات المنظمة كل شيء يصح بالفضاءات المترية يص

 نقصد المترك المألوف دوما .نذكر نوع المترك فإننا عندما لا 

max|𝑥(𝑡)هو 𝑐[0,1] على في مثالنا المترك المألوف − 𝑦(𝑡)|  وبخصوص المترك المألوف فإنه

 فإن تام  الفضاء المنظمتام وبذلك نعمم أنه ينطبق على 

 :(مثال معاك) ولو نظرنا

𝑥1 = 1 

𝑥2 = 1 +
𝑡

1!
  

𝑥3 = 1 +
𝑡

1!
+
𝑡2

2!
 

𝑥𝑛 = 1 +
𝑡

1!
+
𝑡2

2!
+ ⋯ .+

𝑡𝑛

𝑛!
 

 نها كثيرات حدودذلك لأ  𝑐[0,1] الجزئي من 𝑌هذه المتتالية موجودة في 

 : ن أبملاحظة  و

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

∑
𝑡𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

= ∑
𝑡𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑒𝑡 ∉ 𝑌 

𝑥متقاربة من عنصر  𝑌التالي وجدنا متتالية من عناصر بو  = 𝑒𝑡 ـو هذا العنصر لا ينتمي ل 𝑌  

ً بالتالي هو ليس مغلقو    . ا

رةانتهت المحاض  

 إعداد: رولا الشيخ و تقى إسماعيل و بسمة نصرالله


