
 𝟏𝟎صفحة 

يٌ.  (𝟏) ي هو فضاءٌ متر
 المحور الحقيقر

َّ
 أثبت أن

 الحل: 

 كان 
ً
:  ℝمن  𝑧و  𝑦و  𝑥أيّا

َّ
 فإِن

1) |𝑥 − 𝑦| ≥ 0    ⟹     𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ |𝑥 − 𝑦| = 0 ⟺  𝑥 − 𝑦 = 0 ⟺  𝑥 = 𝑦 

3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| = |−(𝑦 − 𝑥)| = |−1||𝑦 − 𝑥| = |𝑦 − 𝑥| = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

4) 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| = |(𝑥 − 𝑧) + (𝑧 − 𝑦)| ≤ |𝑥 − 𝑧| + |𝑧 − 𝑦| = 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 المساواة   (𝟐)
ُ
د
ِّ
,𝑑(𝑥هل تحد 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)2  على مجموعة الأعداد الحقيقيّة؟ 

ً
كا  متر

 الحل: 

 .
ٌ
قة

ّ
لاثة الأولى محق

ّ
وط الث

ّ
 الشّ

َّ
 نلاحظ أن

 لكن: 

𝑑(0,4) = (0 − 4)2 = (−4)2 = 16 

𝑑(0,2) = (0 − 2)2 = (−2)2 = 4 

𝑑(2,4) = (2 − 4)2 = (−2)2 = 4 

 أي: 

𝑑(0,4) = 16 > 8 = 4 + 4 = 𝑑(0,2) + 𝑑(2,4) 

ث 
ّ
اجحة المثل  على مجموعة الأعداد الحقيقيّة. متر

ً
كا  متر

ُ
د
ِّ
، ومنه المساواة السّابقة لا تحد

ً
قةٍ دوما

ّ
ُ محق  غتر

(𝟑)   
َّ
ن أن ,𝑑(𝑥بيرّ 𝑦) = √|𝑥 − 𝑦|  .على مجموعة الأعداد الحقيقيّة 

ً
كا  متر

ُ
د
ِّ
 تحد

 الحل: 

 كان 
ً
:  ℝمن  𝑧و  𝑦و  𝑥أيّا

َّ
 فإِن

1) |𝑥 − 𝑦| ≥ 0    ⟹     √|𝑥 − 𝑦| ≥ 0    ⟹     𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 



2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ √|𝑥 − 𝑦| = 0 ⟺ |𝑥 − 𝑦| = 0 ⟺  𝑥 − 𝑦 = 0 ⟺  𝑥 = 𝑦 

3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = √|𝑥 − 𝑦| = √|𝑦 − 𝑥| = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

4) |𝑥 − 𝑦| ≤ |𝑥 − 𝑧| + |𝑧 − 𝑦| + 2√|𝑥 − 𝑧|√|𝑧 − 𝑦| = (√|𝑥 − 𝑧| + √|𝑧 − 𝑦|)
2

 

⟹⏞

ن  رفير
ّ
بجذر الط

√|𝑥 − 𝑦| ≤ √|𝑥 − 𝑧| + √|𝑧 − 𝑦|   ⟹  𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

ك  (𝟖)  يمكن تعريف متر
ُ
ه
َّ
ن أن ,𝒞[𝑎على الفضاء  𝑑بيرّ 𝑏]  :بالمساواة 

𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 الحل: 

ر: 
ّ
 تذك

 كلُّ دالةٍ مستمرةٍ قابلة للمكاملة. 

∫إذا كان  𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= ,𝑎]مستمرة على  𝑓و  0 𝑏]  و𝑓 ≥ ,𝑎]على  0 𝑏]  

َّ
𝑓فإن ≡ 0   (∗) . 

 كان 
ً
,𝒞[𝑎من  𝑧و  𝑦و  𝑥أيّا 𝑏]  :

َّ
 فإِن

1) ∀ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶  |𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)| ≥ 0 ⟹ ∫|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

≥ 0 ⟹  𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ ∫|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 0 ⟺⏞
(∗)

 ∀ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶  |𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)| = 0 ⟺  

∀ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶  𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡) = 0 ⟺ ∀ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶  𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡)  ⟺ 𝑥 = 𝑦 

3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = ∫|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= ∫|𝑦(𝑡) − 𝑥(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 𝑑(𝑦, 𝑥) 

4) ∀ 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ∶  |𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)| ≤ |𝑥(𝑡) − 𝑧(𝑡)| + |𝑧(𝑡) − 𝑦(𝑡)|   ⟹ 



∫|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

≤ ∫|𝑥(𝑡) − 𝑧(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

+ ∫|𝑧(𝑡) − 𝑦(𝑡)|𝑑𝑡

𝑏

𝑎

  ⟹ 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 𝟏𝟏صفحة 

 )م (𝟏𝟒)
َّ
ن أن ك تستنتجان من )م4( و )م3بيرّ اجحة: 2( من موضوعات المتر  ( ومن المتر

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑧, 𝑦)   (∗) 

 الحل: 

𝑧خذ  = 𝑦  ي
ن
 : (∗)ف

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥) + 𝑑(𝑦, 𝑦)=⏞

م2

𝑑(𝑦, 𝑥) + 0     ⟹      𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥)   (1) 

:  (∗)من 
َّ
 إن

𝑑(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑦) + 𝑑(𝑧, 𝑥)   (∗∗) 

𝑧خذ  = 𝑥  ي
ن
 : (∗∗)ف

𝑑(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑥, 𝑥)=⏞

م2

𝑑(𝑥, 𝑦) + 0     ⟹      𝑑(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)   (2) 

  (2)و  (1)من 
َّ
,𝑑(𝑥نجد أن 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) (. 3)م 

:  (∗)من 
َّ
 إن

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑧, 𝑦)=⏞

م3

𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

 (. 4وهي )م

ك أكتر من الصّفر أو يساويه تنتج من )م (𝟏𝟓)
 كون المتر

َّ
ن أن  (. 4)م –( 2بيرّ

 الحل: 

 كان 
ً
: 4، من )م𝕏من  𝑧و  𝑦و  𝑥أيّا

َّ
 ( إِن



𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

𝑥بأخذ  = 𝑦  :اجحة السّابقة ي المتر
ن
 ف

0=⏞

م2

𝑑(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑥)=⏞

م3

2𝑑(𝑥, 𝑧) 

,𝑑(𝑥ومنه  𝑧) ≥ 0 . 

 𝟐𝟎صفحة 

 المسافة  (𝟏𝟎)
ُ
ف ,𝐷(𝑥تعرَّ 𝐵)  قطة

ّ
ن الن ي  𝐵والمجموعة غتر الخالية  𝑥بير

ن
,𝕏)ف 𝑑)  :بالمساواة 

𝐷(𝑥, 𝐵) = inf
𝑏̅∈𝐵
𝑑(𝑥, 𝑏̅) 

 كان العنصران 
ً
 أيّا

ُ
ه
َّ
ن أن :  𝕏من  𝑦و  𝑥بيرّ

َّ
 فإِن

|𝐷(𝑥, 𝐵) − 𝐷(𝑦, 𝐵)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 الحل: 

𝑏، لأيِّ 𝕏من  𝑦و  𝑥ليكن  ∈ 𝐵  :
َّ
 فإِن

𝐷(𝑥, 𝐵) = inf
𝑏̅∈𝐵
𝑑(𝑥, 𝑏̅) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑏) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑏) 

𝑏لذا، لأيِّ  ∈ 𝐵  :
َّ
 فإِن

𝐷(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑏) 

 ومنه: 

𝐷(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + inf
𝑏̅∈𝐵
𝑑(𝑦, 𝑏̅) = 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝐷(𝑦, 𝐵) 

 :
َّ
ي أن

ي بدورها تقتضن
 التر

𝐷(𝑥, 𝐵) − 𝐷(𝑦, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)   (1) 

ن   وإعادة المناقشة السّابقة نحصل على:  𝑦و  𝑥بالمبادلة بير

𝐷(𝑦, 𝐵) − 𝐷(𝑥, 𝐵) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦)   (2) 

:  (2)و  (1)من 
َّ
 نجد أن



|𝐷(𝑥, 𝐵) − 𝐷(𝑦, 𝐵)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

 𝟐𝟏صفحة 

,𝕏)إذا كان  (𝟏𝟏) 𝑑)  :المساواة 
َّ
ي، فأثبت أن  أيَّ فضاءٍ متر

𝜚(𝑥, 𝑦) =
𝑑(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
 

 آخر على 
ً
كا  متر

ُ
د
ِّ
 𝕏تحد

َّ
ك  𝕏، وأن ي المتر

ن
 ف
ٌ
 . 𝜚محدودة

 الحل: 

 كان 
ً
:  𝕏من  𝑧و  𝑦و  𝑥أيّا

َّ
 فإِن

1) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 , 1 + 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 1 > 0 ⟹ 
𝑑(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
≥ 0 ⟹  𝜚(𝑥, 𝑦) ≥ 0 

2) 𝜚(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺  
𝑑(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
= 0 ⟺  𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺  𝑥 = 𝑦 

3) 𝜚(𝑥, 𝑦) =
𝑑(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
=

𝑑(𝑦, 𝑥)

1 + 𝑑(𝑦, 𝑥)
= 𝜚(𝑦, 𝑥) 

4) 𝜚(𝑥, 𝑦) =
𝑑(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
= 1 −

1

1 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
≤ 1 −

1

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)
 

=
𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)
=

𝑑(𝑥, 𝑧)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)
+

𝑑(𝑧, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦)
 

≤
𝑑(𝑥, 𝑧)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑧)
+

𝑑(𝑧, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑧, 𝑦)
= 𝜚(𝑥, 𝑧) + 𝜚(𝑧, 𝑦) 

:  𝕏من  𝑦و  𝑥لأيِّ 
َّ
 فإِن

0 ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) < 1 + 𝑑(𝑥, 𝑦) ⟹⏟
قسيم على

ّ
بالت

1+𝑑(𝑥,𝑦)≠0

0 ≤
𝑑(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑑(𝑥, 𝑦)
< 1   ⟹    0 ≤ 𝜚(𝑥, 𝑦) < 1 

𝛿(𝕏)ومنه  = sup
𝑥,𝑦∈𝕏

𝜚(𝑥, 𝑦) = 1 < الىي  ∞+
ّ
ك  𝕏وبالت ي المتر

ن
 ف
ٌ
 . 𝜚محدودة



 𝟑𝟎صفحة 

ِ خاليةٍ  (𝟒)  مجموعةٍ غتر
ي كي تكون كلُّ

ن
زم والكاف

ّ
ط اللّ

ّ
 الشّ

َّ
ن أن ي  𝐴بيرّ ,𝕏)من فضاء متر 𝑑)  هو أن 

ً
مفتوحة

 لكراتٍ مفتوحةٍ. 
ً
 تكون إجتماعا

 الحل: 

 
َّ
  𝐴لنفرض أن

َّ
هن أن ، لنتر

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 لكراتٍ مفتوحةٍ.  𝐴مجموعة

ٌ
 إجتماع

 
َّ
 لأيِّ  𝐴بما أن

ٌ
 مفتوحة

ٌ
𝑎مجموعة ∈ 𝐴  

ٌ
 مفتوحة

ٌ
;𝐵(𝑎توجد كرة 𝑟)  لأجل(𝑟 >  مناسب( بحيث:  0

𝐵(𝑎; 𝑟) ⊆ 𝐴 

 ومنه: 

𝐴 =⋃{𝑎}

𝑎∈𝐴

⊆⋃𝐵(𝑎; 𝑟)

𝑎∈𝐴

⊆ 𝐴     ⟹      𝐴 =⋃𝐵(𝑎; 𝑟)

𝑎∈𝐴

 

الىي 
ّ
 لكراتٍ مفتوحةٍ.  𝐴بالت

ٌ
 إجتماع

 
َّ
  𝐴لنفرض أن

َّ
هن أن  لكراتٍ مفتوحةٍ، لنتر

ٌ
.  𝐴إجتماع

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 مجموعة

 
َّ
  𝐴بما أن

َّ
 لكراتٍ مفتوحةٍ فإِن

ٌ
𝐴إجتماع = ⋃ 𝐵(𝑎𝑖; 𝑟𝑖)𝑖∈𝐼 . 

𝑥لتكن  ∈ 𝐴  عندئذٍ يوجد𝑖0 ∈ 𝐼  
َّ
𝑥)واحد على الأقل( بحيث أن ∈ 𝐵(𝑎𝑖0; 𝑟𝑖0) ولكن ،𝐵(𝑎𝑖0; 𝑟𝑖0) 

 تحوي 
ٌ
 مفتوحة

ٌ
 مفتو 𝑥مجموعة

ٌ
 ، فتوجد كرة

ٌ
;𝐵(𝑥حة 𝜀)  مركزها𝑥  ونصف قطرها𝜀 > 0  :

َّ
 بحيث أن

𝑥 ∈ 𝐵(𝑥; 𝜀) ⊆ 𝐵(𝑎𝑖0; 𝑟𝑖0) ⊆ 𝐴 

 من  𝑥ولمّا كانت 
ً
 كيفيّة

ً
 𝐴نقطة

َّ
.  𝐴، فإِن

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 مجموعة

 𝟑𝟐صفحة 

(𝟏𝟒)  
ُ
طبيق

ّ
ي كي يكون الت

ن
زم والكاف

ّ
ط اللّ

ّ
 الشّ

َّ
𝑇أثبت أن ∶ 𝕏 ⟶ 𝕐  العكسية 

ُ
 هو أن تكون الصّورة

ً
مستمرا

ي  ℳلكلِّ مجموعةٍ مغلقةٍ 
ن
ي  𝕐ف

ن
 ف

ً
 مغلقة

ً
 . 𝕏مجموعة

 الحل: 

طبيق 
ّ
 الت

َّ
𝑇لنفرض أن ∶ 𝕏 ⟶ 𝕐  ٍالصّورة العكسية لكلِّ مجموعةٍ مفتوحة 

َّ
ي  𝒪مستمرٌ، أي أن

ن
  𝕐ف

ٌ
مجموعة

ي 
ن
 ف

ٌ
 الصّورة العكسية لكلِّ مجموعةٍ مغلقةٍ 𝕏مفتوحة

َّ
هن أن ي  ℳ، ولنتر

ن
ي  𝕐ف

ن
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
 . 𝕏مجموعة



ي  ℳلتكن 
ن
 ف

ً
 مغلقة

ً
  𝕐مجموعة

َّ
ي  ℳ𝑐فإِن

ن
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
طبيق 𝕐مجموعة

ّ
 الت

َّ
  𝑇، وبما أن

َّ
مستمرٌ فإِن

𝑇−1(ℳ𝑐)  ي
ن
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 𝕏مجموعة

َّ
𝑇−1(ℳ𝑐)، ونعلم أن = (𝑇−1(ℳ))

𝑐
(𝑇−1(ℳ))، لذا 
𝑐

 

ي مجمو 
ن
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
الىي 𝕏عة

ّ
ي  𝑇−1(ℳ)، وبالت

ن
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
 . 𝕏مجموعة

 الصّورة العكسية لكلِّ مجموعةٍ مغلقةٍ 
َّ
ي  ℳلنفرض أن

ن
ي  𝕐ف

ن
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
طبيق            𝕏مجموعة

ّ
 الت

َّ
هن أن ، ولنتر

𝑇 ∶ 𝕏 ⟶ 𝕐  ٍالصّورة العكسية لكلِّ مجموعةٍ مفتوحة 
َّ
ي  𝒪مستمرٌ، أي أن

ن
ي  𝕐ف

ن
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
 . 𝕏مجموعة

ي  𝒪لتكن 
ن
 ف

ً
 مفتوحة

ً
  𝕐مجموعة

َّ
ي  𝒪𝑐فإن

ن
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
ي  𝑇−1(𝒪𝑐 )، ومنه 𝕐مجموعة

ن
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
، 𝕏مجموعة

 
َّ
𝑇−1(𝒪𝑐)ونعلم أن = (𝑇−1(𝒪))

𝑐
(𝑇−1(𝒪))، لذا 
𝑐

ي  
ن
 ف

ٌ
 مغلقة

ٌ
  𝑇−1(𝒪)، ومنه 𝕏مجموعة

ٌ
مجموعة

ي 
ن
 ف

ٌ
طبيق 𝕏مفتوحة

ّ
الىي الت

ّ
 مستمرٌ.  𝑇، وبالت

 𝟒𝟏صفحة 

𝑘∈ℕ(𝑥𝑛𝑘)متتالية لكوشّي ووجد لها متتالية جزئية  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)إذا كانت  (𝟐)
 المتتالية 𝑥متقاربة من  

َّ
ن أن ، فبيرّ

(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ  هاية
ّ
 لها الن

َّ
 وأن

ٌ
 نفسها.  𝑥متقاربة

 الحل: 

,𝕏)متتالية لكوشّي من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لتكن  𝑑) ولتكن ،(𝑥𝑛𝑘)𝑘∈ℕ
 𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)متتالية جزئية من  

𝜀، وليكن 𝑥متقاربة من  > 0 . 

 المتتالية 
َّ
𝑘∈ℕ(𝑥𝑛𝑘)بما أن

 من  
ٌ
𝒦يوجد  𝑥متقاربة ∈ ℕ   

َّ
𝑑(𝑥𝑛𝑘بحيث أن , 𝑥) <

𝜀

2
𝑘لأيِّ   ≥ 𝒦 . 

 
َّ
𝒩متتالية كوشّي يوجد  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)بما أن ∈ ℕ   

َّ
,𝑑(𝑥𝑛بحيث أن 𝑥𝑚) <

𝜀

2
𝑚,𝑛لأيِّ   ≥ 𝒩 . 

𝑘لنختر  ≥ 𝒦  
َّ
𝑛𝑘بحيث أن ≥ 𝒩 ِّعندئذٍ لأي ،𝑛 ≥ 𝒩  :

َّ
 فإن

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛𝑘) + 𝑑(𝑥𝑛𝑘 , 𝑥) <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀 

 . 𝑥متقاربة ونهايتها  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)ومنه المتتالية 

 𝟓𝟏صفحة 

ن بحيث يكون  𝑏و  𝑎ليكن  (𝟏) 𝑎عددين حقيقير < 𝑏 ة المفتوحة  الفتر
َّ
,𝑎[. أثبت أن 𝑏[  ُ ٌ غتر ي

هي فضاءٌ جزئ 

ة المغلقة ℝتامٍّ من   الفتر
َّ
ن أن ي حير

ن
,𝑎]، ف 𝑏]  .

ٌ
 تامّة



 الحل: 

𝑥𝑛)لنأخذ  = 𝑏 −
𝑏−𝑎

2𝑛
)
𝑛∈ℕ

ة   ,𝑎[متتالية من عناصر الفتر 𝑏[  متقاربة من]𝑎, 𝑏[ ∌ 𝑏 ة ,𝑎[، لذا الفتر 𝑏[ 

ام 
ّ
ي الت  من الفضاء المتر

ً
 مغلقة

ً
 جزئية

ً
هنة ℝليست مجموعة   (7.4.1)، فحسب المتر

َّ
,𝑎[إِن 𝑏[  ٌ ي

فضاءٌ جزئ 

ُ تامٍّ من   . ℝغتر

 
َّ
,𝑎]إِن 𝑏]  

َّ
 )لأن

ٌ
 مغلقة

ٌ
 جزئية

ٌ
,𝑎])مجموعة 𝑏])𝑐  ام

ّ
ي الت ( من الفضاء المتر

ٌ
 مفتوحة

ٌ
، فحسب ℝمجموعة

هنة    (7.4.1)المتر
َّ
,𝑎]إِن 𝑏]  تامٌّ من ٌ ي

 . ℝفضاءٌ جزئ 

 𝟓𝟐صفحة 

 من  ℳليكن  (𝟑)
ً
 من كلِّ المتتاليات  ∞ℓفضاءً جزئيا

ً
فا
َّ
𝑥مؤل = (𝜉𝑗)𝑗∈ℕ

ي حدود كلِّ منها أصفار باستثناء  
التر

ي 
ن
. أوجد متتالية لكوشّي ف ي  ℳعدد منتهٍ من هذه الحدود على الأكتر

ن
 ℳغتر متقاربةٍ ف

َّ
ن أن  ℳ، الأمر الذي يبيرّ

 . ُ تامٍّ  غتر

 الحل: 

𝑥𝑛)لتكن  = (𝜉𝑗
(𝑛)
)
𝑗∈ℕ
)
𝑛∈ℕ

 من عناصر  
ً
:  ℳمتتالية  كما يلىي

ً
فة  مُعرَّ

𝜉𝑗
(𝑛)
= {

1

𝑗
  ∶    𝑗 ≤ 𝑛

0  ∶    𝑗 > 𝑛

 

 أي: 

𝑥1 = (1,0,0, … ,0, … ) 

𝑥2 = (1,
1

2
, 0, … ,0, … ) 

𝑥3 = (1,
1

2
,
1

3
,… ,0,… ) 

……………………… 

𝑥𝑛 = (1,
1

2
,
1

3
,… ,

1

𝑛
, 0, … ) 



𝑚بفرض  > 𝑛  :
َّ
 فإِن

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = sup {|1 − 1|, |
1

2
−
1

2
| , . , |

1

𝑛
−
1

𝑛
| , |0 −

1

𝑛 + 1
| , . , |0 −

1

𝑚
| , |0 − 0|, …… } 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) =
1

𝑛 + 1
 

𝑛وإذا كان  > 𝑚  :
َّ
 فإِن

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) =
1

𝑚 + 1
 

 : ن ي الحالتير
ن
 ف

lim
𝑛,𝑚⟶+∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0 

ي  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لذا 
ن
، لكنها غتر متقاربة ف : ℳمتتالية لكوشّي

َّ
 ، لأن

𝑥𝑛 = (1,
1

2
,
1

3
,… ,

1

𝑛
, 0, … )

𝑛⟶+∞
→    𝑥 = (

1

𝑗
)
𝑗∈ℕ

= (1,
1

2
,
1

3
,… ,

1

𝑛
,
1

𝑛 + 1
,… ) ∉ ℳ 

ي 
ن
𝑥𝑛لدينا  ∞ℓف

𝑛⟶+∞
→    𝑥 لكن ،𝑥 ∉ ℳ الىي

ّ
 فضاء غتر تام.  ℳ، وبالت

 𝟖𝟐صفحة 

,𝕏)ليكن  (𝟑) ، لأيِّ  (‖⋅‖
ً
ما
َّ
ظ
َ
:  𝕏من  𝑦و  𝑥فضاءً مُن

َّ
 أثبت أن

|‖𝑥‖ − ‖𝑦‖| ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

 الحل: 

‖𝑥‖ = ‖𝑥 − 𝑦 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ + ‖𝑦‖    ⟹   ‖𝑥‖ − ‖𝑦‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖      (1) 

‖𝑦‖ = ‖𝑦 − 𝑥 + 𝑥‖ ≤ ‖𝑦 − 𝑥‖ + ‖𝑥‖    ⟹    ‖𝑦‖ − ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖      (2) 

:  (2)و  (1)من 
َّ
 نجد أن

|‖𝑥‖ − ‖𝑦‖| ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖ 

 



 𝟖𝟒صفحة 

 الكرة الواحدية المغلقة  (𝟏𝟏)
َّ
ن أن ;𝐵̅(0بيرّ 1) = {𝑥 ∈ 𝕏  ∶    ‖𝑥‖ ≤ مٍ  {1

َّ
ي فضاء منظ

ن
.  𝕏ف

ٌ
بة
َّ
 محد

 الحل: 

;𝐵̅(0من  𝑦و  𝑥ليكن  1)  
َّ
‖𝑥‖فإِن ≤ ‖𝑦‖و  1 ≤ 𝛼، وليكن 1 ∈ [0,1]  :

َّ
 فإِن

‖𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦‖ ≤ ‖𝛼𝑥‖ + ‖(1 − 𝛼)𝑦‖ = |𝛼|‖𝑥‖ + |1 − 𝛼|‖𝑦‖ ≤ 𝛼 + 1 − 𝛼 = 1 

 
َّ
𝛼𝑥نلاحظ أن + (1 − 𝛼)𝑦 ∈ 𝐵̅(0; 𝛼لأيِّ  (1 ∈ الىي [0,1]

ّ
;𝐵̅(0، وبالت 1)  .

ٌ
بة
َّ
 محد

ٌ
 مجموعة

 𝟗𝟏صفحة 

 إذا كان  (𝟓)
ُ
ه
َّ
𝑥𝑛برهن أن

𝑛⟶+∞
→    𝑥  و𝑦𝑛

𝑛⟶+∞
→    𝑦  ِفإ 

َّ
𝑥𝑛ن + 𝑦𝑛

𝑛⟶+∞
→    𝑥 + 𝑦 . 

 إذا كان 
ُ
ه
َّ
𝛼𝑛أثبت أن

𝑛⟶+∞
→    𝛼  و𝑥𝑛

𝑛⟶+∞
→    𝑥  

َّ
𝛼𝑛𝑥𝑛فإِن

𝑛⟶+∞
→    𝛼𝑥 . 

 الحل: 

 
َّ
𝑥𝑛بما أن

𝑛⟶+∞
→    𝑥  و𝑦𝑛

𝑛⟶+∞
→    𝑦  ِفإ 

َّ
𝑥𝑛‖ن − 𝑥‖

𝑛⟶+∞
𝑦𝑛‖و  0    → − 𝑦‖

𝑛⟶+∞
 ، ومنه: 0    →

‖𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 − (𝑥 + 𝑦)‖ = ‖(𝑥𝑛 − 𝑥) + (𝑦𝑛 − 𝑦)‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ + ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖
𝑛⟶+∞
→    0 

الىي 
ّ
𝑥𝑛وبالت + 𝑦𝑛

𝑛⟶+∞
→    𝑥 + 𝑦 . 

 
َّ
𝛼𝑛بما أن

𝑛⟶+∞
→    𝛼  و𝑥𝑛

𝑛⟶+∞
→    𝑥  ِفإ 

َّ
𝛼𝑛|ن − 𝛼|

𝑛⟶+∞
𝑥𝑛‖و  0    → − 𝑥‖

𝑛⟶+∞
، والمتتالية 0    →

(𝛼𝑛)𝑛∈ℕ  كونها متقاربة(، أي يوجد( 
ٌ
𝑐محدودة > 0  

َّ
|𝛼𝑛|بحيث أن ≤ 𝑐  ِّلأي 𝑛 ∈ ℕومنه ، : 

‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑥‖ = ‖𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝛼𝑛𝑥 + 𝛼𝑛𝑥 − 𝛼𝑥‖ = ‖𝛼𝑛(𝑥𝑛 − 𝑥) + (𝛼𝑛 − 𝛼)𝑥‖ 

≤ ‖𝛼𝑛(𝑥𝑛 − 𝑥)‖ + ‖(𝛼𝑛 − 𝛼)𝑥‖ = |𝛼𝑛|‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥‖ 

≤ 𝑐‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ + |𝛼𝑛 − 𝛼|‖𝑥‖
𝑛⟶+∞
→    𝑐(0) + (0)‖𝑥‖ = 0 

الىي 
ّ
𝛼𝑛𝑥𝑛وبالت

𝑛⟶+∞
→    𝛼𝑥 . 

صاقة  (𝟔)
ّ
 الل

َّ
ي  𝕐̅أثبت أن

مٍ  𝕐للفضاء الجزئ 
َّ
ظ
َ
.  𝕏من فضاءٍ مُن ي

 فضاء متجهي جزئ 
ً
 هي أيضا

 الحل: 



قطة الملاصقة توجد متتاليتان 𝕐̅من  𝑦و  𝑥ليكن 
ّ
هنة الن  𝕐من عناصر  𝑛∈ℕ(𝑦𝑛)و  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)، حسب متر

 
َّ
𝑥𝑛بحيث أن

𝑛⟶+∞
→    𝑥  و𝑦𝑛

𝑛⟶+∞
→    𝑦  أي‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

𝑛⟶+∞
𝑦𝑛‖و  0    → − 𝑦‖

𝑛⟶+∞
 𝛽و  𝛼، وليكن 0    →

 ، فإِ 𝒦عددين من الحقل 
َّ
𝛼𝑥𝑛)ن + 𝛽𝑦𝑛)𝑛∈ℕ  من عناصر 

ٌ
 ، و: 𝕐متتالية

‖𝛼𝑥𝑛 + 𝛽𝑦𝑛 − (𝛼𝑥 + 𝛽𝑦)‖ = ‖(𝛼𝑥𝑛 − 𝛼𝑥) + (𝛽𝑦𝑛 − 𝛽𝑦)‖ = ‖𝛼(𝑥𝑛 − 𝑥) + 𝛽(𝑦𝑛 − 𝑦)‖ 

≤ ‖𝛼(𝑥𝑛 − 𝑥)‖ + ‖𝛽(𝑦𝑛 − 𝑦)‖ = |𝛼|‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ + |𝛽|‖𝑦𝑛 − 𝑦‖
𝑛⟶+∞
→    |𝛼|(0) + |𝛽|(0) = 0 

 المتتالية 
َّ
ن أن 𝛼𝑥𝑛)والذي يبيرّ + 𝛽𝑦𝑛)𝑛∈ℕ  من عناصر𝕐  من 

ٌ
𝛼𝑥متقاربة + 𝛽𝑦  الىي

ّ
𝛼𝑥وبالت + 𝛽𝑦 ∈ 𝕐̅ 

.  𝕐̅أي  ٌ  فضاءٌ متجهي

 تقارب المتسلسة  (7)
َّ
ن أن ‖𝑥1‖بيرّ + ‖𝑥2‖ ي تقارب المتسلسلة  ⋯+

𝑥1قد لا يقتضن + 𝑥2 +⋯ . 

 الحل: 

 من  ℳليكن 
ً
 من كلّ المتتاليات  ∞ℓفضاءً جزئيا

ً
فا
َّ
𝑥مؤل = (𝜉𝑗)𝑗∈ℕ

ي حدود كلّ منها أصفار باستثناء عدد  
التر

 .  منتهٍ من هذه الحدود على الأكتر

𝑥𝑛)لتكن  = (𝜉𝑗
(𝑛)
)
𝑗∈ℕ
)
𝑛∈ℕ

 من عناصر  
ً
:  ℳمتتالية  كما يلىي

ً
فة  معرَّ

𝜉𝑗
(𝑛)
= {

1

𝑗2
  ∶    𝑗 = 𝑛

0   ∶    𝑗 ≠ 𝑛

 

 أي: 

𝑥1 = (
1

12
, 0,0, … ,0, … ) 

𝑥2 = (0,
1

22
, 0, … ,0, … ) 

𝑥3 = (0,0,
1

32
, … ,0, … ) 

………………………… 

𝑥𝑛 = (0,0,0, … ,
1

𝑛2
, … ) 



 
َّ
‖𝑥𝑛‖نلاحظ أن =

1

𝑛2
𝑛لأيّ   ∈ ℕ :ومنه ، 

‖𝑥1‖ + ‖𝑥2‖ + ⋯+ ‖𝑥𝑛‖ + ⋯ =
1

12
+
1

22
+⋯+

1

𝑛2
+⋯ =∑

1

𝑛2

+∞

𝑛=1

 

 وهذه المتسلسلة متقاربة. 

𝑥1متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة  𝑛∈ℕ(𝑆𝑛)لتكن  + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛  ، أي: ⋯+

𝑆𝑛 = ∑𝑥𝑁

𝑛

𝑁=1

= (
1

12
,
1

22
,
1

32
, … ,

1

𝑛2
, 0, … ) 

 :
َّ
 نلاحظ أن

𝑆𝑛
𝑛⟶+∞
→    𝑆 = (

1

𝑗2
)
𝑗∈ℕ

= (
1

12
,
1

22
,
1

32
, … ,

1

𝑛2
,

1

(𝑛 + 1)2
, … ) 

𝑆لكن  ∉ ℳ ومنه المتسلسلة ،𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛  غتر تام(.  ℳغتر متقاربة. )السبب  ⋯+

(𝟖)  
ّ
 إذا اقتضن الت

َّ
ن أن مٍ تقارب هذه المتسلسلة، فبيرّ

َّ
ظ
َ
ي فضاءٍ مُن

ن
.  𝕏قارب المطلق لأيِّ متسلسلةٍ ف  فضاءٌ تامٌّ

 الحل: 

,𝕏)متتالية لكوشّي من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لتكن   ، عندئذٍ: (‖⋅‖

𝑘 لأيِّ  ∈ ℕ  يوجد𝒩𝑘 ∈ ℕ  
َّ
𝑥𝑚‖بحيث أن − 𝑥𝑛‖ <

1

2𝑘
𝑚,𝑛 لأيِّ   ≥ 𝒩𝑘 . 

 المتتالية 
َّ
، و  𝑘∈ℕ(𝒩𝑘)إن

ٌ
ايدة ن 𝑘∈ℕ(𝑥𝒩𝑘)متر

 من المتتالية  
ٌ
 جزئية

ٌ
 . 𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)متتالية

 من المتتالية 
ً
ف، إنطلاقا 𝑘∈ℕ(𝑥𝒩𝑘)لنعرِّ

: 𝑘∈ℕ(𝑦𝑘)، المتتالية  الىي
ّ
حو الت

ّ
 على الن

𝑦1 = 𝑥𝒩1   ,   𝑦2 = 𝑥𝒩2 − 𝑥𝒩1   ,   𝑦3 = 𝑥𝒩3 − 𝑥𝒩2   ,   …   ,   𝑦𝑘 = 𝑥𝒩𝑘 − 𝑥𝒩𝑘−1  ,   …… 

 :
َّ
 نلاحظ أن

𝒩2,𝒩1 ≥ 𝒩1      ⟹      ‖𝑦2‖ = ‖𝑥𝒩2 − 𝑥𝒩1‖ <
1

2
 

𝒩3,𝒩2 ≥ 𝒩2      ⟹      ‖𝑦3‖ = ‖𝑥𝒩3 − 𝑥𝒩2‖ <
1

22
 



……………………………………………………… .. 

𝒩𝑘 ,𝒩𝑘−1 ≥ 𝒩𝑘−1      ⟹      ‖𝑦𝑘‖ = ‖𝑥𝒩𝑘 − 𝑥𝒩𝑘−1‖ <
1

2𝑘−1
 

 :
َّ
 وأن

∑‖𝑦𝑛‖

+∞

𝑛=1

= ‖𝑦1‖ +∑‖𝑦𝑛‖

+∞

𝑛=2

< ‖𝑦1‖ +∑
1

2𝑛−1

+∞

𝑛=2

< +∞ 

 المتسلسلة 
َّ
ن أن ∑هذا يبيرّ 𝑦𝑛

+∞
𝑛=1  الىي المتتالية

ّ
 بالإطلاق، ومنه متقاربة )حسب الفرض(، وبالت

ٌ
متقاربة

(𝑥𝒩𝑘)𝑘∈ℕ
 متقاربة.  

 
َّ
𝑘∈ℕ(𝑥𝒩𝑘)وبما أن

 من متتاليةٍ لكوشّي  
ٌ
 جزئية

ٌ
 المتتالية 𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)متتالية

َّ
.  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)، فإِن

ٌ
 متقاربة

 
َّ
,𝕏)متتالية لكوشّي كيفيّة من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)وبما أن  الفضاء ، (‖⋅‖

َّ
,𝕏)نستنتج أن ‖⋅‖)  .  تامٌّ

(𝟗)  .
ٌ
ي فضاء باناخ متقاربة

ن
 كلَّ متسلسلةٍ متقاربةٍ بالإطلاق ف

َّ
 أثبت أن

 الحل: 

,𝕏)ليكن  ∑فضاء باناخ، ولتكن  (‖⋅‖ 𝑥𝑛
+∞
𝑛=1  .بالإطلاق 

ً
 متقاربة

ً
 متسلسلة

 
َّ
,𝕏)بما أن ي  (‖⋅‖

( يكقن
ٌ
م فيه كلُّ متتاليةٍ لكوشّي متقاربة

َّ
ظ
َ
 متتالية المجاميع فضاء باناخ )أي فضاء مُن

َّ
إثبات أن

𝑆𝑛)الجزئية  = ∑ 𝑥𝑘
𝑛
𝑘=1 )𝑛∈ℕ  .  هي متتالية لكوشّي

 المتسلسة 
َّ
∑بما أن 𝑥𝑛

+∞
𝑛=1  ِّبالإطلاق لأي 

ٌ
𝜀 متقاربة > 𝒩يوجد  0 ∈ ℕ  

َّ
∑بحيث أن ‖𝑥𝑛‖

+∞
𝑛=𝒩+1 < 𝜀 . 

𝑚لأجل  > 𝑛 > 𝒩  ِفإ :
َّ
 ن

‖𝑆𝑚 − 𝑆𝑛‖ = ‖ ∑ 𝑥𝑘

𝑚

𝑘=𝑛+1

‖ ≤ ∑ ‖𝑥𝑘‖

𝑚

𝑘=𝑛+1

≤ ∑ ‖𝑥𝑘‖

+∞

𝑘=𝑛+1

≤ ∑ ‖𝑥𝑘‖

+∞

𝑘=𝒩+1

< 𝜀 

 
َّ
ن أن الىي المتسلسلة  𝑛∈ℕ(𝑆𝑛)هذا يبيرّ

ّ
، وبالت

ٌ
ي فضاءٍ تامٍّ فهي متقاربة

ن
∑متتالية لكوشّي ف 𝑥𝑛

+∞
𝑛=1  .متقاربة 

 𝟗𝟖صفحة 

ظائم المتكافئة على فضاءٍ متجه  (𝟒)
ّ
 الن

َّ
ن أن  تبولوجيا واحدة على  𝕏بيرّ

ُ
د
ِّ
 . 𝕏تول

 الحل: 



ن على فضاءٍ متجه  0‖⋅‖و  ‖⋅‖ليكن  ن متكافئير 𝑥 بحيث لأيِّ  𝑏و  𝑎، عندئذٍ يوجد ثابتان موجبان 𝕏نظيمير ∈

𝕏  ِفإ :
َّ
 ن

𝑎‖𝑥‖0 ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝑏‖𝑥‖0 

ن  ظيمير
ّ
 الن

َّ
بولوجيا على  0‖⋅‖و  ‖⋅‖لبيان أن

ّ
دان نفس الت

ِّ
ي  𝕏يول

ن
 المجموعات المفتوحة ف

َّ
يجب بيان أن

(𝕏, ,𝕏)و  (‖⋅‖  هي ذاتها.  (0‖⋅‖

 ليكن

𝑇: (𝕏, ‖⋅‖) ⟶ (𝕏, ‖⋅‖0)               𝑥 ⟼ 𝑇𝑥 = 𝑥 

 من  𝑥0لتكن 
ً
 كيفيّة

ً
 . 𝕏نقطة

𝜀لأيِّ  > 𝛿لنختر  0 = 𝑎𝜀 > ق  𝕏من  𝑥، عندئذٍ لأيِّ 0
ّ
𝑥‖تحق − 𝑥0‖ < 𝛿  :

َّ
 فإِن

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑥0‖0 = ‖𝑥 − 𝑥0‖0 ≤
1

𝑎
‖𝑥 − 𝑥0‖ <

1

𝑎
𝛿 =

𝑎𝜀

𝑎
= 𝜀 

 من  𝑥0، ولمّا كانت 𝑥0مستمرٌ عند  𝑇أي 
ً
 كيفيّة

ً
  𝕏نقطة

َّ
 . 𝕏مستمرٌ على  𝑇فإِن

ℳإذا كانت  ⊆ 𝕏  ي
ن
 ف

ً
 مفتوحة

ً
,𝕏)مجموعة ‖⋅‖0)  

َّ
𝑇−1(ℳ)فإِن = ℳ  ي

ن
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
,𝕏)مجموعة ‖⋅‖) . 

 ليكن

𝑆: (𝕏, ‖⋅‖0) ⟶ (𝕏, ‖⋅‖)               𝑥 ⟼ 𝑆𝑥 = 𝑥  

 من  𝑥0لتكن 
ً
 كيفيّة

ً
 . 𝕏نقطة

𝜀لأيِّ  > 𝛿لنختر  0 =
𝜀

𝑏
> ق  𝕏من  𝑥، عندئذٍ لأيِّ 0

ّ
𝑥‖تحق − 𝑥0‖0 < 𝛿  :

َّ
 فإِن

‖𝑆𝑥 − 𝑆𝑥0‖ = ‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ 𝑏‖𝑥 − 𝑥0‖0 < 𝑏𝛿 =
𝑏𝜀

𝑏
= 𝜀 

 من  𝑥0، ولمّا كانت 𝑥0مستمرٌ عند  𝑆أي 
ً
 كيفيّة

ً
  𝕏نقطة

َّ
 . 𝕏مستمرٌ على  𝑆فإِن

ℳإذا كانت  ⊆ 𝕏  ي
ن
 ف

ً
 مفتوحة

ً
,𝕏)مجموعة ‖⋅‖)  

َّ
𝑆−1(ℳ)فإِن = ℳ  ي

ن
 ف

ٌ
 مفتوحة

ٌ
,𝕏)مجموعة ‖⋅‖0) . 

ن على 0‖⋅‖و  ‖⋅‖إذا كان  (𝟓) ن متكافئير ي الفضاءين 𝕏 نظيمير
ن
 متتاليات كوشّي واحدة ف

َّ
ن أن ,𝕏)، فبيرّ و  (‖⋅‖

(𝕏, ‖⋅‖0) . 



 الحل: 

,𝕏)متتالية لكوشّي من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لتكن   ، عندئذٍ: (‖⋅‖

𝜀لأيِّ  > 𝒩1يوجد يوجد  0 ∈ ℕ  
َّ
𝑥𝑚‖بحيث أن − 𝑥𝑛‖ < 𝑎𝜀  ِّلأي 𝑚,𝑛 > 𝒩1 . 

 ومنه: 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖0 ≤
1

𝑎
‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ <

1

𝑎
𝑎𝜀 = 𝜀 

𝑚,𝑛لأيِّ  > 𝒩1 
َّ
ن أن ,𝕏)متتالية لكوشّي من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛). هذا يبيرّ ‖⋅‖0) . 

,𝕏)متتالية لكوشّي من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لتكن   ، عندئذٍ: (0‖⋅‖

𝜀لأيِّ  > 𝒩2يوجد يوجد  0 ∈ ℕ  
َّ
𝑥𝑚‖بحيث أن − 𝑥𝑛‖0 <

𝜀

𝑏
𝑚,𝑛 لأيِّ   > 𝒩2 . 

 ومنه: 

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ ≤ 𝑏‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖0 < 𝑏
𝜀

𝑏
= 𝜀 

𝑚,𝑛لأيِّ  > 𝒩2 
َّ
ن أن ,𝕏)متتالية لكوشّي من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛). هذا يبيرّ ‖⋅‖) . 

ظيمان  (𝟗)
ّ
:  𝕏على فضاء متجهي  0‖⋅‖و  ‖⋅‖إذا كان الن  صحّة ما يلىي

ن ، فبيرّ ن  متكافئير

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
𝑛⟶+∞
→    0        ⟺         ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖0

𝑛⟶+∞
→    0 

 الحل: 

𝑥𝑛‖إذا كانت  − 𝑥‖
𝑛⟶+∞
→    0  

َّ
0فإِن ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖0 ≤

1

𝑎
‖𝑥𝑛 − 𝑥‖

𝑛⟶+∞
 ، ومنه: 0    →

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖0
𝑛⟶+∞
→    0 

𝑥𝑛‖إذا كانت  − 𝑥‖0
𝑛⟶+∞
→    0  

َّ
0فإِن ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ ≤ 𝑏‖𝑥𝑛 − 𝑥‖0

𝑛⟶+∞
 ، ومنه: 0    →

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖
𝑛⟶+∞
→    0 

 

 



 𝟏𝟎𝟔صفحة 

، وكانت  𝕏إذا كان  (𝟗)
ً
ا اصَّ  مُتر

ً
يا ي  ℳفضاءً متر

ن
 ف

ً
 مغلقة

ً
 جزئية

ً
 𝕏مجموعة

َّ
ن أن .  ℳ، فبيرّ

ٌ
ة اصَّ  مُتر

 الحل: 

 : ن ن حالتير ّ  نمتر

 ℳ = 𝜙  
َّ
.  ℳفإِن

ٌ
ة اصَّ  مُتر

 ℳ ≠ 𝜙 : 

 من عناصر المجموعة  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لتكن 
ً
 ℳمتتالية

َّ
 من عناصر الفضاء  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)، فإِن

ٌ
اصّ،  𝕏متتالية المتر

  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)لذا تحوي المتتالية 
ً
 جزئية

ً
𝑘∈ℕ(𝑥𝑛𝑘)متتالية

 . 𝕏من  𝑥متقاربة من عنصر  

 
َّ
𝑘∈ℕ(𝑥𝑛𝑘)إِن

 من عناصر المجموعة  
ٌ
𝑘∈ℕ(𝑥𝑛𝑘))كون  ℳمتتالية

 𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)متتالية جزئية من  
ٌ
( متقاربة

𝑥من  ∈ 𝕏 المجموعة 
َّ
(، نجد  ℳ، وبما أن

ً
 )فرضا

ٌ
𝑥مغلقة ∈ ℳ . 

  ℳمن عناصر  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)أي تحوي المتتالية 
ً
 جزئية

ً
𝑘∈ℕ(𝑥𝑛𝑘)متتالية

ي  
ن
، ولمّا كانت ℳمتقاربة ف

(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ  من عناصر 
ً
 كيفيّة

ً
 المجموعة ℳمتتالية

َّ
.  ℳ، نستنتج أن

ٌ
ة اصَّ  مُتر

 


