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 حرب أبوفادي  المادة: دكتور ◄

 زمرة الدوارةال  عنوان المحاضرة: ◄                      ة عشررابعال  :المحاضرة ◄

 مبرهنة لاغرانج. -1
 الزمرة الدوارة. -2
 تعريف مرتبة عنصر في زمرة. -3
 مبرهنات. -4
 أمثلة وتمارين. -5

_______________________________________________________________ 

 مبرهنة لاغرانج:

 عندئذٍ: 𝐺زمرة جزئية من  𝐻زمرة منتهية و 𝐺لتكن 

(𝐺: 1) = (𝐺: 𝐻)(𝐻: 1) 
 البرهان:

,𝑎1𝐻لنفرض أن  𝑎2𝐻 , … 𝑎𝑛𝐻  جميع المرافقات اليسارية المختلفة للزمرة الجزئية𝐻  في𝐺  وبما

 ان المجموعة:

𝑀𝑙 = {𝑎𝑖𝐻 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 
𝐺فإن:    𝐺تشكل تجزئة للزمرة  = 𝑎1𝐻 ∪ 𝑎2𝐻 ∪ … ∪ 𝑎𝑛 𝐻   

:𝐺)ومنه:  1) = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎1𝐻 + 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎2𝐻 + ⋯ . . +𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎𝑛𝐻   
𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎1𝐻  وبما ان  = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻  )حسب المبرهنة السابقة( 

(𝐺: 1) = 𝑛. 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻 
 𝐻عدد عناصر  𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻و  𝐻عدد مرافقات  𝑛حيث 

(𝐺: 1) = (𝐺: 𝐻). (𝐻: 1) 

 الزمرة الدوارة:
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 تعريف:

𝑎انها دوارة اذا وجد  𝐺نقول عن الزمرة  ∈ 𝐺  بحيث𝐺 =< 𝑎 الزمرة وفي هذه الحالة نقول ان  <

𝐺 

 𝐺مولداً للزمرة  𝑎ونسمي العنصر  𝑎مولدة بالعنصر 

𝑎𝑛 ∈ 𝑍 ; 𝑛 ≤ 𝐺 ≤ 𝑎 

 تمهيدية:

𝑎زمرة و  𝐺لتكن  ∈ 𝐺  : ٍعندئذ𝐺 =< 𝑎 >= < 𝑎−1 > 

 أمثلة:

 1هي زمرة دوارة مولدة ب  𝑍زمرة الاعداد  (1
𝑍𝑛الزمرة  (2 = {0,1,2, … 𝑛 − 1} 

 1هي زمرة دوارة مولدة ب

1−حسب مبرهنة سابقة وبما ان:  ملاحظة: = 𝑛 − 1 

𝑍8مثلا في الزمرة  = {0,1, … 𝑍8فإن   {7, =< 1 > =< 7 > 
𝑈(10)في الزمرة  (3 = 𝑈(10)نلاحظ ان  {1,3,7,9} =< 3 > =< 7 > 

 ان: 
𝟕𝟎 = 𝟏 𝟑𝟎 = 𝟏 

𝟕𝟏 = 𝟕 31 = 3 

𝟕𝟐 = 𝟗 32 = 9 

𝟕𝟑 = 𝟕𝟐. 𝟕 = 𝟗. 𝟕 = 𝟑 33 = 7 

 𝑢(8)تمرين: أوجد مولدات الزمرة  (4

 الحل:

𝑈(8) = {1,3,5,7} 
50 = 1 
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51 = 5 
52 = 1 
53 = 5 

 

 

 

 مبرهنة:

 كل زمرة دوارة هي زمرة تبديلية.

 البرهان:

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 ∶ 𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 
 وظيفة...

 تعريف )مرتبة عنصر في زمرة(:

𝑔زمرة و  𝐺لتكن  ∈ 𝐺  نسمي اصغر عدد صحيح موجب𝑛  من اجل𝑔𝑛 = 𝑒  بمرتبة العنصر𝑔 
 𝑔ذو مرتبة منتهية ونقول عن العنصر  𝑔ونقول في هذه الحالة ان العنصر  𝑜(𝑔)ونرمز له بالرمز 

 انه ذو مرتبة غير منتهية.

𝑔𝑛اذا كان   ≠ 𝑒 , ∀𝑛 ∈ 𝑁∗  ونعبر عن ذلك𝑜(𝑔) = ∞ 

 مثال:

 7ولنحسب مرتبة العنصر  𝑈(15)لنأخذ الزمرة 
 الحل:

𝑈(15) = {1,2,4,7,8,11,13,14} 
71 = 7 
72 = 4 

73 = 72. 7 = 4.7 = 13 
74 = 13 .7 = 91 = 1 

 ليست دوارة في الحالة العامة. 𝑈(𝑛)الزمرة 
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𝑜(7)ومنه  = 4 
 بالحساب ان:كذلك نجد 

    𝑜(1) = 1                        𝑜(11) = 2 
        𝑜(8) = 4                           𝑜(4) = 2 

  𝑜(13) = 4                         𝑜(2) = 4 
𝑜(14) = 2 

𝑍10في الزمرة  = {0, … 9} 
𝑜(2)نجد ان  = 5 

 𝑍10عناصر الزمرة وبطريقة مشابهة نوجد مراتب 
2.2 = 2 ⊕ 2 = 4 

3.2 = 2⨁2⨁2 = 6 
4.2 = 2⨁2⨁2 ⊕ 2 = 8 

5.2 = 2⨁2⨁2 ⊕ 2 ⊕ 2 = 0 

 مبرهنات بدون برهان:

𝑎زمرة و  𝐺ليكن  (1 ∈ 𝐺  مرتبة𝑛 
𝑜(𝑎) = 𝑛 

 القضايا التالية صحيحة: عندئذٍ 

𝑠 حيث   𝑠أياً كان العدد صحيح  -1 ≥ 1, 𝑛 ≥ 𝑠  فإن𝑜(𝑎𝑠) = 𝑜(𝑎𝑛−𝑠) 
𝑘اذا وجد  -2 ∈ 𝑍  بحيث𝑎𝑘 = 𝑒  فإن𝑛  يقسم𝑘 
3-  ً 𝑜فإن   𝑛الذي يقسم  𝑡كان العدد صحيح  ايا (𝑎

𝑛

𝑡 ) = 𝑡 
𝐺اذا كانت  -4 =< 𝑎 𝑜(𝑎)فإن  < = 𝑜(𝐺: 1) = 𝑛 

𝐺ليكن  =< 𝑎  عندئذٍ الشروط التالية متكافئة: 𝑎مولدة بالعنصر  𝑛زمرة دوارة منتهية مرتبتها  <

1- 𝐺 =< 𝑎𝑘 𝑘حيث  < ∈ 𝑍 
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2- 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = ,𝑛أي ان العنصرين  1 𝑘 .اولين فيما بينهما 

𝑘كل عنصر  𝑍(𝑛)في الزمرة  ∈ 𝑍𝑛  يكون مولداً للزمرة𝑍𝑛 عندما وفقط عندما 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1 

 مثال:

 وجدنا سابقاً أن: 𝑍8في الزمرة 

𝑍8 =< 1 > =< 7 > 
𝑍8وحسب النتيجة السابقة      =< 5 > =< 3 > 

 (:3مبرهنة )

𝐺لتكن  =< 𝑎  إذاً القضايا التالية صحيحة: 𝑎زمرة دوارة مولدة من العنصر  <

 تكون دوارة. 𝐺أي زمرة جزئية من  -1
𝑘وكانت   𝑛منتهية ومرتبتها  𝐺اذا كانت  -2 ∈ 𝑍  يقسم𝑛  فإنه توجد في𝐺  زمرة جزئية واحدة فقط

>وهي  𝑘مرتبتها  𝑎𝑛/𝑘 > 

 ( :4مبرهنة )

 كل زمرة منتهية مرتبتها عدد اولي تكون دوارة.

 (:5مبرهنة)

 القضايا التالية صحيحة: 𝑛زمرة منتهية مرتبتها  𝐺لتكن 

𝑎أياً كان  -1 ∈ 𝐺  فإن𝑎𝑛 = 𝑒 
𝑎أياً كان  -2 ∈ 𝐺  فإن𝑜(𝑎)  تقسم𝑛 

 

 انتهت المحاضرة 

 , أبرار الخالدالأخضرإعداد: وئام النمر, ولاء 


