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  محمد الشيخ دكتور المادة: ◄

 والمتسلسلات العقدية عنوان المحاضرة : السادسة عشر :المحاضرة ◄

 ةبرهنم

 متقاربة إذا وفقط إذا تحقق الشرط :𝑧𝑛∑تكون متسلسلة عقدية 

∀ 𝜀 > 0 ;  ∃𝑁𝜀 > 0: ∀ 𝑚 > 𝑛 ≥ 𝑁 ⟹ |𝑧𝑛+1 +⋯+ 𝑧𝑚| < 𝜀 

 الأثبات   

 عندئذ 𝑧𝑛∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝑆𝑛}متسلسلة عقدية متقاربة ولتكن  𝑧𝑛∑بفرض أن 

{𝑆𝑛}كوشية ⟺ {𝑆𝑛} متقاربة ⟺ ⏞⟺𝑧𝑛∑ متقاربة
تعريفا  

 

∀𝜀 > 0; ∃(𝜀) > 0 ; ∀ 𝑚 > 𝑛 > 𝑁; |𝑆𝑚 − 𝑆𝑛| < 𝜀 
⟹ |𝑧𝑛 + 𝑧𝑛+1 +⋯+ 𝑧𝑚| < 𝜀 

 :ضيحو ت

𝑆𝑚 = 𝑧𝑛0 + 𝑧𝑛0+1 +⋯+ 𝑧𝑛 + 𝑧𝑛+1 +⋯+ 𝑧𝑚 
𝑆𝑛 = 𝑧𝑛0 + 𝑧𝑛0+1 +⋯+ 𝑧𝑛 

 بالطرح نجد

𝑆𝑚 − 𝑆𝑛 = 𝑧𝑛+1 +⋯+ 𝑧𝑚 
𝑥𝑛مساويا 𝑧𝑛أي  𝑧𝑛∑اذا كان الحد العام ل - + 𝑖 𝑦𝑛 فإننا نسمي المتسلسلة الحقيقة∑ 𝑥𝑛

∞
𝑛=0 لمتسلسلة

∑كما نسمي  𝑧𝑛∑الأجزاء الحقيقية ل  𝑦𝑛
∞
𝑛=0 متسلسلة الأجزاء التخيلية ل∑𝑧𝑛 

 

 1التحليل العقدي  
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 ةبرهنم

𝑥𝑛)∑تكون المتسلسلة العقدية  + 𝑖 𝑦𝑛)  متقاربة ومجموعها𝑆  إذا وفقط إذا كانت متسلسلنا الأجزاء

 بصياغة أخرى :الحقيقية والتخيلية لها متقاربة أي 

(

  
 
𝑅𝑒 𝑠 متقاربة و مجموعها ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

𝐼𝑚 𝑠 متقاربة و مجموعها ∑ 𝑦𝑛

∞

𝑛=0

 
)

  
 

 

 الأثبات 

 متتالية المجاميع الجزئية  {𝑆𝑚}لتكن 

∑ ل (𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛)
∞
𝑛=𝑛0  وليكن{𝛼𝑛}  لمتتالية المجاميع الجزئية ∑ 𝑥𝑛

∞
𝑛=𝑛0 

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية {𝛽𝑛}وليكن                                 𝑦𝑛
∞
𝑛=𝑛0   عندئذ 

𝑆𝑛 = (𝑥𝑛0 + 𝑖 𝑦𝑛0) + ⋯+ (𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛) 

= (𝑥𝑛0 +⋯+ 𝑥𝑛) + 𝑖 (𝑦𝑛0 +⋯+ 𝑦𝑛) 
= 𝛼𝑛 + 𝑖 𝛽𝑛 

 في المتتاليات تعرف متتالية عقدية متقاربة إذا وفقط إذا كانت الأجزاء العقدية والتخيلي لها متقاربة 

{𝑆𝑛} متقاربة  ⟺ ∑ متقاربة (𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛)
∞
𝑛=𝑛0 ⟸ ⟺⏞

حسب  مبرهنة

عقدية في المتتاليات تعرف متتالية   

,{𝛽𝑛} متقاربتان متقاربة إذا وفقط إذا كانت الأجزاء العقدية والتخيلي لها متقاربة ) {𝛼𝑛} ) 

 ⟺ ∑ 𝑦𝑛
∞
𝑛=𝑛0  , ∑ 𝑥𝑛

∞
𝑛=𝑛0  متقاربتان وفي حال التقارب 

∑فإن المجموع  (𝑥𝑛 + 𝑖 𝑦𝑛)
∞
𝑛=𝑛0 = 𝑆  

𝑆𝑛وهذا يكافئ أن  ⟶ 𝑆  يكافئ{
𝛼𝑛 → 𝑅𝑒 𝑠
𝛽𝑛 → 𝐼𝑚 𝑠

}وهذا سيكافئ  {
∑ 𝑥𝑛
∞
𝑛=𝑛0 = 𝑅𝑒 𝑠

∑ 𝑦𝑛
∞
𝑛=𝑛0 = 𝐼𝑚 𝑠

} 
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 تنويه : 

 الخاصية التجميعية في للمجموع المنتهي فقط فإذا كان المجموع غير منتهي لا نستخدم الخاصة التجميعية 

 والجمع الغير منتهي ليس بالضرورة أن يكون تبديلي 

 قدية :أمثلة لبيان دراسة تقارب متسلسلة ع

 ادرس تقارب المتسلسلات التالية :

∑(
1

𝑛
+ 𝑖

1

𝑛2
)

∞

𝑛=1

 

∑إن هذه المتسلسلة متباعدة لأن متسلسلة الأجزاء الحقيقية لها هي 
1

𝑛
∞
𝑛=1  واذا تباعدت احدى متباعدة

 المتسلسلتين فالمتسلسلة الأساسية متباعدة 

 

 

 

 

 

المتتالية التي حدها العام تنويه : 
1

𝑛
∑متقاربة وتسعى للصفر لكن المتسلسلة 
1

𝑛
∞
𝑛=𝑛0 التي حدها العام

1

𝑛
 متباعدة 

 ا أن لو سعى الحد العام إلى الصفر فليس بالضرورة أن تكون المتسلسلة متقاربة rكما نعلم ساب

∑سابقا من خلال المثال :وقد مر ذلك  ( ∞
𝑛=0 √𝑛 − √𝑛 + 1)𝑖 

 : تمرين

∑ادرس تقارب المتسلسلة وفي حال التقارب أوجد المجموع  (
1

2𝑛
+ 𝑖 

1

𝑛!
)∞

𝑛=0 

∑متسلسلة الأجزاء الحقيقية 
1

2𝑛
∞
𝑛=0 = ∑ (

1

2
)
𝑛

∞
𝑛=0  هندسية   

 تذكرة 

1- ∑
1

𝑛𝑝
∞
𝑛=𝑛0  

𝑃متباعدة إذا كانت  ≤ 𝑃ومتقاربة إذا كانت  1 > 1 

2- ∑
1

𝑛
∞
𝑛=𝑛0  

 متباعدة ولكن حدها العام متقاربة على الصفر 
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أساسها 
1

2
 فهي متقاربة ومجموعها  

𝑆1 =
1

1 −
1
2

= 2 

∑ومتسلسلة الأجزاء التخيلية لها 
1

𝑛!
∞
𝑛=0  إنها متقاربة 

 أن  منعل

ℯ𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ ⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ = ∑

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑥نعوض  = 1 

ℯ1 = 1 + 1 +
1

2!
+ ⋯+

1

𝑛!
+ ⋯ = ∑

1

𝑛!

∞

𝑛=0

 

∑فالمتسلسلة العقدية  (
1

2𝑛+1
+ 𝑖 

1

𝑛!
)∞

𝑛=0  1)متقاربة ومجموعها يساوي + 𝑖ℯ) 

 مبرهنة :

∑إذا كانت 𝑧𝑛
∞
𝑛=𝑛0, ∑ 𝑊𝑛

∞
𝑛=𝑛0  متسلسلتين متقاربتين فإن متسلسلة المجموع لهما        

∑ (𝑧𝑛 +𝑊𝑛)
∞
𝑛=𝑛0            متقاربة وفي حال التقارب فإن                                        

∑ (𝑧𝑛 +𝑊𝑛)
∞
𝑛=𝑛0 = ∑ 𝑧𝑛

∞
𝑛=𝑛0 + ∑𝑊𝑛 . 

 الإثبات :

∑ لمتتالية المجاميع الجزئية  {𝑆𝑛}لنفرض أن   𝑧𝑛
∞
𝑛=𝑛0 

 {𝑇𝑛}  لمتتالية المجاميع الجزئية ∑ 𝑊𝑛
∞
𝑛=𝑛0 

𝑣𝑛 = (𝑧𝑛0 + 𝑤𝑛0) + (𝑧𝑛0+1 + 𝑤𝑛0+1) + ⋯+ (𝑧𝑛 + 𝑤𝑛) 

= (𝑧𝑛0 + 𝑧𝑛0+1 + 𝑧𝑛0+2 +⋯+ 𝑧𝑛) + (𝑤𝑛0 + 𝑤𝑛0+1 + 𝑤𝑛0+2 +⋯+𝑤𝑛) 

𝑣𝑛 = 𝑆𝑛 + 𝑇𝑛  → 𝑆 + 𝑇 
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⇐∑ (𝑧𝑛 +𝑊𝑛)
∞
𝑛=𝑛0  متقاربة ومجموعها يساوي 𝑆 + 𝑇. 

∑ (𝑧𝑛 +𝑊𝑛)

∞

𝑛=𝑛0

= ∑ 𝑧𝑛

∞

𝑛=𝑛0

+ ∑ 𝑊𝑛

∞

𝑛=𝑛0

 

 والعكس في الحالة العامة غير صحيح :

 فقد تكون متسلسلة المجموع لمتسلسلتين متباعدتين متسلسلة متقاربة .

∑ :مثال (−1)𝑛∞
𝑛=0 ,∑ (−1)𝑛+1∞

𝑛=0  كلاهما متسلسلة متباعدة حدها العام لا يسعى إلى الصفر إلا أن

: 

∑(

∞

𝑛=0

(−1)𝑛 + (−1)𝑛+1) =∑ 0
∞

𝑛=0
= 0 

 وهي متسلسلة متقاربة .

 ثابت عقدي غير معدوم  λمتسلسلة عقدية ,  z𝑛∑لتكن مبرهنة :

∑ Ʒ
𝑛

 متقاربة . (λz𝑛)∑  ⇔ متقاربة  

(λz𝑛)∑وفي حال التقارب نستطيع أن نكتب  = λ∑ z𝑛 

 مثال :

∑(
1

𝑛2

∞

𝑛=1

+ 𝑖
𝑛

2𝑛3 + 3
)  

∑ة بإن هذه المتسلسلة متقاربة لأن متسلسلة الأجزاء الحقيية متقار (
1

𝑛2
∞
𝑛=1 𝑝متسلسلة ريمانية ( = 2 >

 فهي متقاربة 1

ومتسلسلة الأجزاء التخيلية 
𝑛

2𝑛3+3
متقاربة وهي متسلسلة حدها العام تابع كسري أي حاصل قسمة كثيري 

 1أكبر تماما من  2حدود حيث درجة المقام مطروح منها درجة البسط يساوي 

 انتهت المحاضرة 


