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 حرب أبوفادي  المادة: دكتور ◄

            عشر سادسةال  :المحاضرة ◄

 زمرة الجزئية الناظمية وزمرة الخارجال  عنوان المحاضرة: ◄         

 إذا تحقق الشرط: 𝐺انها ناظمية في  𝐻نقول عن الزمرة الجزئية  𝐺زمرة جزئية من  𝐻زمرة و  𝐺لتكن 

∀𝑎 ∈ 𝐺 ∶ 𝑎𝐻 = 𝐻𝑎 
>وينتج مباشرة من التعريف ان  𝑒 > . كل زمرة جزئية من زمرة  𝐺زمرة جزئية ناظمية على   𝐺و 

 تبديلية هي ناظمية.

 :تكون الشروط التالية متكافئة 𝐺زمرة جزئية من  𝐻زمرة و  𝐺لتكن  مبرهنة:

 . 𝐺ناظمية في  𝐻الزمرة  -1
𝑎أياً كان  -2 ∈ 𝐺  فإن𝑎𝐻𝑎−1 ⊆ 𝐻 
𝑎أياً كان  -3 ∈ 𝐺  فإن𝑎−1𝐻𝑎 ⊆ 𝐻 

 البرهان:

 2 ⟸ 1        ∀𝑎 ∈ 𝐺 ∶ 𝑎𝐻 = 𝐻𝑎 
𝑎𝐻𝑎−1 = 𝐻𝑒 

𝑎𝐻𝑎−1 = 𝐻 
𝑎𝐻𝑎−1 ⊆ 𝐻ومنه   

3 ⟸ 2         

𝑎𝐻𝑎−1 ⊆ 𝐻 , ∀𝑎 ∈ 𝐺 
𝑎−1وبما ان  ∈ 𝐺   

   𝑎−1𝐻(𝑎−1)−1 = 𝑎−1𝐻𝑎 ⊆ 𝐻 
1 ⟸ 3        ∀𝑎 ∈ 𝐺 ∶ 𝑎−1𝐻𝑎 ⊆ 𝐻 
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 أي يجب اثبات ان : 𝐺ناظمية على  𝐻ونريد اثبات ان 

𝑎𝐻 = 𝐻𝑎  , ∀𝑎 ∈ 𝐺 
𝑎−1𝐻𝑎 ⊆ 𝐻 … . (1 )          ∀𝑎 ∈ 𝐺 

𝐻 ⊆ 𝑎−1𝐻𝑎 … . . (2) 
𝐻نجد:  2و 1من  = 𝑎−1𝐻𝑎 

⇒ 𝑎𝐻 = 𝐻𝑎 ⇒ 𝐻ناظمية 

 زمرة القضايا الاتية صحيحة: 𝐺لتكن  مبرهنة:

 𝐺هو زمرة جزئية ناظمية في  𝐺تقاطع أي اسرة من الزمر الجزئية الناظمية في  -1
𝑍(𝐺)حيث:  𝐺ناظمية في  𝑍(𝐺)الزمرة  -2 = {𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐺 ; 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎}, ∀𝑥 ∈ 𝐺 

 𝐺ونسمي هذه الزمرة بمركز الزمرة 

,𝐻لتكن  -3 𝑘  زمرتين جزئيتين في𝐺  بحيث𝑘 ⊆ 𝐻  اذا كانت الزمرة𝐾  ناظمية في𝐺  فإن𝑘 
 𝐻ناظمية في 

:𝐺)و  𝐺زمرة جزئية في  𝐻اذا كانت  -4 𝐻) =  𝐺ناظمية في  𝐻عندئذٍ تكون  2
 الاثبات:

M𝑖}لتكن  -1  ; 𝑖 ∈ 𝐼} ة في اسرة من الزمر الجزئية الناظمي𝐺  ًوجدنا سابقا𝑀 =∩𝑖∈𝐼
𝑀𝑖  زمرة

𝑔∀لنبرهن ان  𝐺جزئية في  ∈ 𝐺 ; 𝑔𝑚𝑔−1 ⊆ 𝑀  اياً كان𝑥 ∈ 𝑔𝑚𝑔−1  فإنه يوجد𝑧 ∈ 𝑀  
𝑥بحيث  = 𝑔𝑧𝑔−1  فإن𝑥 ∈ 𝑀 ⇐ 𝑥 = 𝑧 ⇐ 𝑥 = 𝑧𝑔𝑔−1  فتكون𝑀 = ⋂ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼  ناظمية

 𝐺في 

 𝑥 ∈ 𝑎𝑍(𝐺)𝑎−1  المطلوب ان𝑥 ∈ 𝑍(𝐺) 
𝑥وبما ان  ∈ 𝑎𝑍(𝐺)𝑎−1  فإنه يوجد𝑦 ∈ 𝑍(𝐺) .محقق 

𝑥 = 𝑎𝑦𝑎−1 
𝑥 = 𝑦𝑎. 𝑎−1 = 𝑦 ∈ 𝑍(𝐺) 

𝑥ومنه :   ∈ 𝑍(𝐺)     𝑍(𝐺)  𝐺ناظمية في  ⇐
𝑘لدينا  - ⊆ 𝐻  و𝑘  ناظمية في𝐺  ونريد اثبات ان𝑘  ناظمية في𝐻  بما ان𝑘  ناظمية في𝐻 فإن:  

𝑎𝑘𝑎−1 ⊆ 𝑘 ∶ 𝑎 ∈ 𝐺 
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𝐻وبما ان  ∈ 𝐺  فإن𝑎𝑘𝑎−1 ⊆ 𝑘 ∶ 𝑎 ∈ H 
 𝐻ناظمية في  𝑘أي ان 

:𝐺)بما ان  - 𝐻) = :𝐻}وبالتالي لدينا مرافقتين مختلفتين فقط  2 𝑎𝐻}  :نميز حالتين𝑎 ∈ 𝐻 
𝑎𝐻 = 𝐻 = 𝐻𝑎 

𝐺 = 𝐻 ∪ 𝑎𝐻      , 𝑎 ∉ 𝐻 ⇒ 𝑎𝐻 = 𝐺\𝐻 

𝐺من جهة أخرى:  = 𝐻 ∪ 𝐻𝑎 
𝐻𝑎 = 𝐺\𝐻 … . (2) 

𝐻𝑎نجد  2و 1من  = 𝑎𝐻  أي𝐻 .ناظمية 

,𝐴زمرة و  𝐺لتكن  تعريف: 𝐵  مجموعات جزئية غير خالية في𝐺  نسمي المجموعة𝐴. 𝐵 = {𝑎. 𝑏 ∶

𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 
,𝐴جداء المجموعتين  𝐵  في𝐺 

  مبرهنة )دون برهان(:

,𝐴زمرة و  𝐺لتكن  𝐵  زمرة جزئية في𝐺 :القضايا الاتية متكافئة 

𝐴. 𝐵  زمرة جزئية في𝐺 . 

𝐴𝐵 =< 𝐴 ∪ 𝐵 > 
𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 

 برهان(:مبرهنة )دون 

,𝐴زمرة و  𝐺لتكن  𝐵  زمرة جزئية في𝐺  اذا كانت𝐵  ناظمية في𝐺 ئذٍ:دعن 

.𝐴الجداء  -1 𝐵  زمرة جزئية في𝐺 
2- 𝐴. 𝐵 = 𝐵. 𝐴 
3- 𝐴𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵) 

 نتهت المحاضرة ا

 , أبرار الخالدالأخضرإعداد: وئام النمر, ولاء 


