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 أحمد الغصيندكتور المادة:  ◄

  التوزيعات الاحتماليةعنوان المحاضرة:                                 السادسة     المحاضرة : ◄      

   :المحتوى العلمي 

 الفصل الثاني : التوزيعات الاحتمالية المنقطعة :

 .. توزيع برنولي : (1

 يتبع توزيع برنولي إذا كانت دالته الاحتمالية   𝑥متحولاً عشوائياً منقطعاً يقال أن    𝑥ليكن  تعريف :

𝑓(𝑥) =     { 
              𝑝        𝑖𝑓   𝑥 = 1 
𝑞 = 1 − 𝑝    𝑖𝑓  𝑥 = 0 

 

, 0  )تأخذ قيمتين الصفر والواحد    𝑥التعريف أن نلاحظ من هذا  معنى ذلك أن هذا التوزيع ينطبق  ( 1

 على التجارب الاحتمالية التي لها نتيجتين فقط 

𝑓(𝑥) = 𝑝𝑥  𝑞1−𝑥   ;   𝑥 = 0,1  

 ية : دالة التوزيع التراكم

𝐹(𝑋) = 𝑝(𝑋 ≤ 𝑥) = {

   0                          𝑖𝑓   𝑥 < 0
     𝑞                     𝑖𝑓   0 ≤ 𝑥 ≤ 1

  1                          𝑖𝑓  𝑥 > 1
  

 خصائص هذا التوزيع : 

 .. القيمة المتوسطة ) التوقع الرياضي ( لهذا التابع : 1

𝜇 = 𝐸(𝑋) =  ∑ 𝑥 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑥 𝑝𝑥𝑞1−𝑥 = 𝑝   

𝑥=0,1 

  

𝑥=0,1 

 

𝜇 = 𝑝 
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  .. التباين2

𝜎𝑥
2 = 𝐸(𝑥2) − 𝜇2                                ;  𝛼 = 𝐸(𝑥2) 

=  ∑ 𝑥2 𝑓(𝑥) =  ∑ 𝑥2 𝑝𝑥𝑞1−𝑥 = 𝑝

𝑥=0,1 𝑥=0,1 

 

𝜇 = 𝑝 

= 𝑝 − 𝑝2    

= 𝑝 (1 − 𝑝)   ⟹      𝜎𝑥
2 = 𝑝𝑞 

 :   𝑥 .. دالة توليد العزوم للمتحول3

𝐸(𝑒𝑥𝑡) = 𝑀𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑡𝑥𝑝𝑥𝑞1−𝑥 =  ∑ (𝑝. 𝑒𝑡)𝑥 . 𝑞1−𝑥 

𝑥=0,1𝑥=0,1

 

= 𝑞 + 𝑝 𝑒𝑡  

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) = 𝑞 + 𝑝𝑒𝑡   . دالة توليد العزوم 

 : .. دالة توليد الاحتمالات4

𝐺(𝑡) = 𝐸(𝑡𝑥) = ∑ 𝑡𝑥  𝑝𝑥𝑞1−𝑥  = ∑ (𝑡 . 𝑝)𝑥𝑞1−𝑥 

𝑥=0,1 

 

𝑥=0,1 

 

= 𝑞 + 𝑡𝑝       ;   |𝑡| ≤ 1 

 هذه يمكن أن نرى : 

∗ . .   𝑀(𝑡) = 𝑞 + 𝑝(1 +
𝑡

1!
 +  

𝑡2

2!
+ ⋯ ) 

= 1 + 𝑝 
𝑡

1!
+ 𝑝

𝑡2

2!
 + ⋯ + 𝑝

𝑡𝑟

𝑟!
  + ⋯  

𝐺(𝑡) = 𝐸(𝑡𝑥) = 𝑞 + 𝑡𝑝 دالة توليد الاحتمالات 
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|𝑡|على أن نكون   𝐺(𝑡)لهذا المتحول نقوم الآن بحساب  𝑟لحساب العزم من المرتبة   < ننشر هذه   1

 )*( الدالة منشورها 

`𝜇𝑟    هو :   𝑟إن العزم من المرتبة  =  𝛼𝑟 = 𝑝   

    𝑝أي أن جميع عزوم هذا التوزيع حول نقطة الأصل متساوية وتساوي 

 (.. توزيع ذي الحدين : 2

, 𝑝 متحولاً عشوائياً منقطعاً يقال أن هذا المتحول يتبع توزيع الحديين بوسيطين   𝑥ليكن  تعريف : 𝑛    إذا

 كانت دالته الاحتمالية لها من الشكل :   

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥
𝑛 𝑝𝑥  𝑞𝑛−𝑥   

𝑐𝑥حيث    
𝑛 =  

𝑛!

𝑥!( 𝑛−𝑥)!
𝑞توافيق ,       = 1 − 𝑝  , 𝑥 = 0 , 1,2, . . 𝑛       

0 ≤ 𝑝 ≤ 1 

 

إن هذه الدالة عبارة عن دالة احتمالية لأنها موجبة وسميت بهذا الاسم لأن كل حد من حدود ذي الحديين 

( 𝑝 + 𝑞)𝑛   يناظر احتمال احدى قيم المتحول العشوائي𝑥 

∑ 𝑓(𝑥) =  ∑ 𝑐𝑥
𝑛 𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥  = (𝑝 + 𝑞)𝑥 = 1

𝑛

𝑥=0

 

 مرة   𝑛يستخدم هذا التوزيع بالتجارب التي لها نتيجتين ولكن مكررة 

 دالة التوزيع التراكمية : 

𝐹(𝑋) = 𝑝( 𝑋 ≤ 𝑥) = ∑ 𝑓(𝑠) =  ∑ 𝑐𝑠
𝑛 𝑝𝑠𝑞𝑛−𝑠

𝑠=0

𝑠

𝑛=0

 

 صفات هذا التوزيع : 

 متوسط )التوقع الرياضي ( لهذا التوزيع :( 1
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𝜇 = 𝐸(𝑥) =   ∑ 𝑥 𝑓(𝑥) =  ∑ 𝑥 𝐶𝑥
𝑛 𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 = 𝑛𝑝

𝑛

𝑥=0

 

𝜇 = 𝐸(𝑥) = 𝑛𝑝 

 ــ استنتاج العلاقة مطلوب : 

∑ 𝑥  𝑐𝑥
𝑛  𝑝𝑥  𝑞𝑛−𝑥  =  ∑ 𝑥 

𝑛!

𝑥! ( 𝑛 − 𝑥)!

𝑛

𝑥=1

  𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥   

𝑛

𝑥=0

 

 

= 𝑛𝑝 ∑
(𝑛 − 1)!

(𝑥 − 1)! ( 𝑛 − 𝑥)! 
  𝑝𝑥−1  𝑞𝑛−𝑥  

𝑛

𝑥=1

 

𝑚بإجراء تغيير ووضع     = 𝑛 − 1   ,    𝑦 = 𝑥 −  نحصل على :     1

𝜇 = 𝑛𝑝 ∑ 𝑥  
𝑚!

𝑦! (𝑚 − 𝑦)!
  𝑝𝑦 𝑞𝑚−𝑥 = 𝑛𝑝(𝑞 + 𝑝)𝑚 = 𝑛𝑝 

𝑛

𝑥=1

 

 التباين : 2 ) 

𝐸(𝑥(𝑥 − 1)) =  ∑ 𝑥 (𝑥 − 1) 
𝑛!
 

𝑥! (𝑛 − 𝑥)!
 𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥   

𝑛

𝑥=0

 

= 𝑛 (𝑛 − 1)𝑝2   ∑   
(𝑛 − 2)!

(𝑥 − 2)! (𝑛 − 𝑥)!
  𝑝𝑥−2 𝑞𝑛−𝑥

𝑛

𝑥=2

 

𝑚  بإجراء التغيير  = 𝑛 − 2   , 𝑦 = 𝑥 − 2      

𝐸(𝑥2) − 𝐸(𝑥) = 𝑛 (𝑛 − 1)𝑝2 

𝐸(𝑥2)ومنه :  = 𝑛(𝑛 − 1)𝑝2 + 𝐸(𝑥)       

𝐸(𝑥2) = 𝑛 (𝑛 − 1)𝑝2 + 𝑛𝑝  
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 ⟹   𝜎𝑥
2 = 𝐸(𝑥2) −  𝜇2 = (𝑛(𝑛 − 1)𝑝2 + 𝑛𝑝) − (𝑛𝑝)2 = 𝑛𝑝𝑞 

 الانحراف المعياري       

𝜎𝑥 = √𝑛𝑝𝑞  

 التباين     

𝜎𝑥
2 = 𝑛𝑝𝑞 

 .. دالة توليد العزوم  3

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸(𝑒𝑡𝑥) =  ∑ 𝑒𝑡𝑥  𝐶𝑥
𝑛 𝑝𝑥 𝑞𝑛−𝑥   

𝑛

𝑥=0

 

= ∑  𝐶𝑥
𝑛 (𝑝𝑒𝑡)𝑥 𝑞𝑛−𝑥   

𝑛

𝑥=0

 

= ( 𝑞 + 𝑝𝑒𝑡 )𝑛  

𝑀𝑥(𝑡)            دالة توزيع العزوم  = (𝑞 + 𝑝𝑒𝑡)𝑛 

 من هذه الدالة يمكن أن نحصل على التوقع والتباين . 

 الدالة المولدة للاحتمالات :.. 4

𝐺(𝑡) = 𝐸(𝑡𝑥  ) =  ∑ 𝑡𝑥   𝐶𝑥
𝑛 𝑝𝑥  𝑞𝑛−𝑥  

𝑛

𝑥=0

 

=  ∑(1 + 𝑝)𝑥  𝑞𝑛−𝑥  = (𝑞 + 𝑡𝑝)𝑛

𝑛

𝑥=0

 

𝐺(𝑡) = 𝐸(𝑡𝑥) = (𝑞 + 𝑡𝑝)𝑛 

 وهي دالة المولدة للاحتمالات . 

 ختلفة للمتحول العشوائي والتباين فمثلاً : من هذه الدلة يمكن الحصول على العزوم الم

 𝐺`(𝑡) = 𝑛𝑝(𝑞 + 𝑝𝑡)𝑛−1                 ⟹        𝐺`(1) = 𝑛𝑝    
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𝐺``(𝑡) = 𝑛( 𝑛 − 1)𝑝2 ( 𝑞 + 𝑝𝑡)𝑛−2          ⟹ 𝐺``(1) = 𝑛(𝑛 − 1)𝑝2 

𝑉(𝑥) = 𝐺``(1) + 𝐺`(1) − [𝐺`(1)]2 

𝑉(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)𝑝2 + 𝑛𝑝 − 𝑛2𝑝2 = 𝑛𝑝𝑞   

قدرت شركة طيران احتمال وصول طائرتها التي تقوم من موسكو متجهة إلى دمشق   مثال : )وظيفة (

 طائرات لهذه الشركة من مطار موسكو متجهة إلى دمشق فأوجد :   4, فإذا قامت   0.8في ميعادها هو 

 .. التوزيع الاحتمالي لعدد الطائرات التي تصل في ميعادها . 1

 متوسط عدد الطائرات التي تصل في ميعادها وكذلك الانحراف المعياري ... 2

 .. التوزيع الاحتمالي ودالة التوزيع التراكمية في صورة جدول واستنتج منها : 3

 ــ احتمال وصول طائرة واحدة على الأقل في ميعادها . 

 طائرات على الأقل في ميعادها .   3ــ احتمال وصول 

 ائرتين على الأكثر في ميعادها . ــ احتمال وصول ط

 ــ متوسط التوزيع وكذلك الانحراف المعياري . 

 ــ التمثيل البياني لهذا التوزيع . 

 الحل : 

متغير يتبع توزيع ذي الحدين بمعالم     𝑥عدد الطائرات التي تصل في ميعادها . إذاً    𝑥بفرض أن ..( 1

𝑝 = 0.8   , 𝑛 =  وبناءً على ذلك فإن دالته الاحتمالية هي :  4

𝑓(𝑥) = 𝐶𝑥
4 (0.8)𝑥  (0.2)4−𝑥        ;   𝑥 = 0 ,1,2,3, … 

2 ).. 

𝜇𝑥 = 𝐸(𝑥) = 𝑛𝑝 = 4 ( 0.8) =  طائرة     3.2

𝜎𝑥 = √𝑛𝑝𝑞 = √4(0.8)(0.2)  =  √0.64  =   طائرة   0.8

 في الدالة الاحتمالية نجد أن :  𝑥..( بالتعويض عن قيم 3

𝑥2𝑓(𝑥) 𝑥𝑓(𝑥) 𝐹(𝑥) 𝑓(𝑥) 𝑥 
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0 0 0.0016 0.0016 0 

0.0256 0.0256 0.0272 0.0256 1 

0.6144 0.3072 0.1808 0.1536 2 

3.6864 1.2288 0.5904 0.4096 3 

6.5536 1.6384 1.000 0.4096 4 

 

𝑥توضيح كيف تم الحساب :                         = 0  

𝑓(𝑥) =  𝐶𝑥
4 (0.8 )𝑥  (0.2)4−𝑥   

𝑓(0) = 𝐶0
4(0.8)0 (0.2)4−0 =   

4!

0! (4 − 0)!
   (1). (0.0016)   

𝐹(0) = 𝑓(0) = 0.0016  

𝑥𝑓(0) = 0 𝑓(0) = 0 

𝑥2 𝑓(0) = 0 𝑓(0) = 0  

 ــ احتمال وصول طائرة واحدة على الأقل في ميعادها : 

𝑝(𝑥 ≥ 1) = 1 − 𝑝(𝑥 < 1) 

= 1 − 𝑝(𝑥 = 0) 

= 1 − 0.0016 = 0.9984 

 طائرات على الأقل في ميعادها .    3ــ احتمال وصول 

𝑝(𝑥 ≥ 3) = 𝑝(𝑥 = 3) + 𝑝(𝑥 = 4) 

= 0.4096 + 0.4096 = 0.8192 

 ــ  احتمال وصول طائرتين على الأكثر في ميعادها  

𝑝(𝑥 ≤ 2) = 𝐹(2) = 0.1808 

 ــ 
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𝜇𝑥 =  ∑ 𝑥𝑓(𝑥) = 3.2 

𝜎𝑥
2 = ∑ 𝑥2 𝑓(𝑥) −  𝜇𝑥

2 = 10.88 − 10.24 = 0.64 

𝜎𝑥ومنه       =  طائرة .  0.8

 ــ التمثيل البياني : 

   

 

 

 3.. توزيع بواسون 

 من الشكل :    إذا كانت دالة الاحتمالية  𝜆يقال عن المتحول العشوائي منقطع إنه يتبع بواسون بوسيط

𝑓(𝑥) =   
𝜆𝑥   𝑒−𝜆

𝑥!
  ; 𝑥 = 0,1,2, … . ∞ 

 إن هذه الدالة في الواقع هي دالة احتمالية موجبة . 

 مجموع هذه الدالة : 

  ∑ 𝑓(𝑥)

∞

𝑥=0

   = ∑
𝜆𝑥 𝑒−𝜆

𝑥!

∞

𝑥=0
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= 𝑒−𝜆   ∑
𝜆𝑥

𝑥!

∞

𝑥=0

 = 𝑒−𝜆 𝑒𝜆 = 1 

 لهذا التوزيع جداول خاصة فيه ..

 صفات هذا التوزيع : 

 لتوقع الرياضي ) المتوسط( :..ا1

𝜇 = 𝐸(𝑥) =  ∑   
𝑥 𝜆𝑥

𝑥!
  𝑒−𝜆

∞

𝑥=0

 

=  𝜆 ∑
𝜆𝑥 𝑒−𝜆

(𝑥 − 1)! = 𝜆
= 𝜆

∞

𝑥=1

 

𝜇المتوسط   = 𝐸(𝑥) = 𝜆  

لتباين والانحراف المعياري : ا ..2 

𝐸(𝑥(𝑥 − 1)) =  ∑ 𝑥(𝑥 − 1)
𝜆𝑥

𝑥!
  𝑒−𝜆

∞

𝑥=0

  = 𝜆2 

𝐸(𝑥2) − 𝐸(𝑥) =  𝜆2 

𝐸(𝑥2) = 𝜆2 + 𝐸(𝑥) 

𝐸(𝑥2) =  𝜆2 + 𝜆 

𝜎𝑥
2 = 𝐸(𝑥2) − ( 𝐸(𝑥))

2
 

= (𝜆2 + 𝜆) − 𝜆2 

 𝜎𝑥
2 =  𝜆 

𝜎𝑥 التباين 
2 = 𝑉(𝑥) =   𝜆 

𝜎𝑥الانحراف     =  √𝜆 
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  3.. دالة توزيع العزوم .

𝑀𝑥(𝑡) = 𝐸( 𝑒𝑡𝑥) =    ∑
(𝜆𝑒𝑡)𝑥  𝑒−𝜆

𝑥!

∞

𝑥=0

   

𝑀𝑥(𝑡) = 𝑒−𝜆 . 𝑒𝜆𝑒𝑡
 = 𝑒𝜆(𝑒𝑡−1) 

𝑀(𝑡) دالة توزيع العزوم      = 𝑒𝜆(𝑒𝑡−1)   

 4..الدالة المولدة للاحتمالات :   

𝐺(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑡−1)   

 

 فأوجد  0.6إذا كان متوسط عدد الزلازل السنوية في إحدى الدول هو مثال : وظيفة : 

 التوزيع الاحتمالي لعدد الزلازل ثم احسب : 

 ــ الاحتمالات المختلفة .1

 ــ دالة التوزيع التراكمية .2

 ــ احتمال وقوع أكثر من أربعة زلازل في السنة 3

 الحل :

 عدد الزلازل السنوية   𝑥نفرض أن ــ 1 

𝜆متوسط عدد الزلازل  = يتبع توزيع بواسون دالته الاحتمالية    𝑥وحيث الزلازل ظاهرة نادرة فإن  0.6

 من الشكل : 

𝑓(𝑥) =   𝑒0.6   
(0.6)𝑥

𝑥!
 

=  
(0.5488)(0.6)𝑥

𝑥!
      ; 𝑥 = 0,1,2, … 

 ــ وبناءً على ذلك فإن :  2
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𝐹(𝑥) 𝑓(𝑥) 

𝐹(0) = 0.5488 𝑓(0) = 0.5488 

𝐹(1) = 0.8781 𝑓(1) = 0.3293 

𝐹(2) = 0.9769  𝑓(2) = 0.0988 

𝐹(3) = 0.9966 𝑓(3) = 0.0197 

𝐹(4) = 0.9996 𝑓(4) = 0.0030 

 

  ــ3

𝑝 ( 𝑥 > 4) = 1 − 𝑝(𝑥 ≤ 4)  

= 1 − 𝐹(4) 

= 1 − 0.9996  

= 1 − 0.0004 

وهذا يعني وقوع أكثر من أربع زلازل هو احتمال صغير جداً , أي وقوع أكثر من أربع زلازل حادثة 

 نادرة . 

, إذا تم تكرار هذه   0.003يساوي   𝐴في سلسلة تجارب مستقلة , احتمال ظهور الحدث مثال: وظيفة : 

 سبع مرات ؟ ؟  𝑝(𝐴)مرة فما احتمال ظهور الحدث  1000التجربة 

 𝜆يتبع توزيع بواسون بوسيط  𝑥, وإن  𝐴عدد  مرات ظهور الحدث   𝑥نفرض أن  الحل :

𝑝حيث :     = 0.003  , 𝑛 = 1000     

𝜆 = 𝑛𝑝 = 3 < 5 

 دالة الاحتمالية :    

𝑓(𝑥) = 𝑒−3  
(3)𝑥

𝑥!
     ; 𝑥 = 0,1,2, … 

𝑝(𝑥 = 7) = 𝑓(7) =   
𝑒−3 37

7!
 = 0.0216 


