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 أحمد الغصيندكتور المادة:  ◄

             و السادسة عشر عشر الخامسةالمحاضرة : ◄

  الأشعة العشوائيةعنوان المحاضرة: ◄      

, ൫ 𝑿الصفات المميزة للشعاع  𝒀൯:  

𝜇 ــ التوقع الرياضي :1 = 𝐸(𝑋, 𝑌)     

𝐸(𝑋, . ) = 𝜇𝑥           , 𝐸(.   , 𝑌) = 𝜇𝑦 

,𝑥 )إذا كان  ريف :تع 𝑦)  متحول عشوائي ثنائياً منقطعاً وكانت دالته الاحتمالية المشتركة𝑓(𝑥, 𝑦)  

 :  𝑋فإن التوقع الرياضي للمتحول 

𝜇 = 𝐸(𝑋,   . ) =  ∑𝑥  𝑓( 𝑥, . )

𝑗=𝑖

 

 :   𝑌وذات الطريقة بالنسبة لـ 

𝜇 = 𝐸( .  , 𝑌 ) =  ∑𝑦 . 𝑓( .  , 𝑌)

𝑗

 

,𝑋)إذا كان  تعريف : 𝑌)  متحول عشوائي منقطع و دالته الاحتمالية𝑓(𝑥, 𝑦)       وكانت𝑔(𝑋, 𝑌) =

 دالة . 0

 فإن القيمة المتوقعة لهذه الدالة في حال كانت المتحولات العشوائية مستمرة : 

𝐸൫𝑔(𝑥, 𝑦)൯ =  ∫ ∫ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 

+∞

−∞

+∞

−∞

 

𝐸(𝑋) =  ∫ ∫ 𝑥 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦

∞

−∞

∞

−∞
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𝐸(𝑋) =  ∫ 𝑥 𝑑𝑥

∞

−∞

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 

∞

−∞

 

= ∫ 𝑥 𝑓(𝑥)𝑑𝑦 

∞

−∞

 

,𝑔(𝑥إذا كانت  ــ 2 𝑦) = 𝑦  : بنفس الطريقة 

𝐸(𝑌) =  ∫ 𝑦 𝑓(𝑦)𝑑𝑥 

∞

−∞

 

   ــ3

𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝜇𝑥)
2               ∗ 

𝑔(𝑥, 𝑦) = ൫𝑥 − 𝜇𝑦൯
2
            ∗∗ 

𝐸(𝑥 − 𝜇)2 = ∫ ∫(𝑥 − 𝜇𝑥)
2 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦 

∞

−∞

∞

−∞

 

= ∫(𝑥 − 𝜇𝑥)
2 𝑑𝑥 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 

∞

−∞⏟        
𝑓𝑥

∞

−∞

 

= 𝜎𝑥
2 = 𝑉(𝑋) 

 وبنفس الطريقة : 

𝐸(𝑦 − 𝜇𝑥)
2 = ∫(𝑦 − 𝜇)2 𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 

∞

−∞⏟        
𝑓𝑦

∞

−∞

 

= 𝜎𝑦
2 = 𝑉(𝑌) 
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 العزوم :

وجد للشعاع العشوائي عزوم في حالة وجود التوقعات الرياضية له , كما يوجد لهذه العزوم العادية , ن

𝑟 )عزم مشترك من المرتبة  + 𝑠) . وذلك لأن المتحولان غير مستقلة , 

 , بحيث :  𝛼𝑟𝑠نرمز للعزم المشترك بالرمز 

𝛼𝑟𝑠 = 𝐸( 𝑋
𝑟  , 𝑌𝑠) = ∫∫𝑋𝑟𝑌𝑠 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦  

 

𝛼1  1 = 𝐸(𝑋, 𝑌) = ∫∫𝑋𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦  

𝛼𝑟𝑠 = 

{
 
 

 
 ∑( 𝑋𝑖 − 𝜇𝑥)

𝑟  ൫ 𝑌𝑖 − 𝜇𝑦൯
𝑠
 𝑓(𝑥, 𝑦)                   منقطع

𝑖 ,𝑗 

∫ ∫(𝑋 − 𝜇𝑥)
𝑟  ൫𝑌 − 𝜇𝑦൯

𝑠
 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦             مستمر 

∞

−∞

∞

−∞

 

 إذا كانت : 

𝜇0  2 = 𝑉(𝑦)    , 𝜇2  0 = 𝑉(𝑋) 

𝜎𝑥+𝑦
2 = 𝐸൫𝑋 + 𝑌 − 𝐸(𝑋) − 𝐸(𝑌)൯

2
 

= 𝐸( ൫𝑋 − 𝐸(𝑋)൯ + (𝑌 − 𝐸(𝑌) )2 

= 𝑉(𝑋) + 𝑉(𝑌) + 2𝜇1  1    

 التغايير : 

,𝑐𝑜𝑟(𝑥يرمز له بالرمز     𝑦) 

𝑐𝑜𝑟(𝑥, 𝑦) = 𝐸 ( (𝑥 − 𝜇𝑥)൫𝑦 − 𝜇𝑦൯) 

𝑐𝑜𝑟 (𝑥, 𝑦) = 𝐸(𝑥, 𝑦) − 𝜇𝑥 𝜇𝑦  

𝑐𝑜𝑟( 𝛼𝑥 , 𝛽𝑦) =  𝛼𝛽 𝑐𝑜𝑟 (𝑥, 𝑦) 
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.𝑋من هذه العبارة يمكن استنتاج التوقع الرياضي : للجداء  𝑌 

 معامل الارتباط : 

,𝑥)للمتحولين  𝑦)   يرمز له بالرمز𝜌(𝑥, 𝑦) 

𝜌 = 𝑝(𝑥, 𝑦) =
𝑐𝑜𝑟(𝑥, 𝑦)

𝜎𝑥  𝜎𝑦
 

 يقيس درجة العلاقة بين المتحولين العشوائيين . 

, 𝑋إذا كان  𝑌   مستقلان , وإن معامل الارتباط𝜌 = 𝑝ولكن إذا كان  0 = ليس بالضرورة أن يكونا   0

 مستقلان . 

 

 مبرهنة :  

 1−و  1  محصور بين  𝜌برهن أن معامل الارتباط 

 البرهان : 

, 𝑢ليكن  𝑣  ة و متحولات عشوائية اختياري𝑡   متحول حقيقي ثم نحسب القيمة المتوقعة للمقدار

𝐸 (𝑡𝑢 − 𝑣)2   

𝐸(𝑡𝑢 − 𝑣 )2 = 𝑡2 . 𝐸(𝑢)2 − 2𝑡 𝐸( 𝑢. 𝑣) + 𝐸(𝑣2) ≥ 0 

[ 𝐸(𝑢. 𝑣)]2 

 

 

 انتهت المحاضرة الخامسة عشرة   ..
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 الدالة المولدة للعزوم للأشعة العشوائية بمركبتين :

,𝑋)ة للعزم للشعاع العشوائي إن الدالة المولد 𝑌)  أو للمتحولات الثنائية والتي يرمز لها بالرمز𝑀(𝑡, 𝑢) 

 تعرف بالشكل : 

𝑀(𝑡, 𝑢) = 𝐸 ( 𝑒𝑋𝑡+𝑌𝑢 )   

 ــ إذا كانت الأشعة الثنائية منقطعة فإن : 

𝑀(𝑡, 𝑢) = 𝐸( 𝑒𝑋𝑡+𝑌𝑢  ) =  ∑∑𝑒𝑡𝑋+𝑢𝑌 𝑓(𝑥, 𝑦)     

 لو كانت الأشعة العشوائية الثنائية مستمرة فإن : ــ بينما 

𝑀(𝑡, 𝑢) = 𝐸( 𝑒𝑋𝑡+𝑌𝑢  ) =  ∫∫𝑒𝑋𝑡+𝑌𝑢 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦    

 وهنا نلاحظ أن : 

𝑀𝑌(𝑢) = 𝐸(𝑒
𝑌𝑡) = 𝑀(𝑜, 𝑢)   

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸(𝑒
𝑋𝑡) = 𝑀(𝑡, 𝑜) 

, 𝑋يلزم ويكفي ليكون  𝑌   ون : مستقلان أن يك𝑀(𝑡, 𝑢) = 𝑀(𝑡)𝑀(𝑢)   

 وإذا كان العزم المختلط موجود وكانت دالة توليد العزوم قابلة للتفاضل فإن :

𝜇𝑁𝑆 =  
𝜕𝑟+𝑠𝑀(𝑡, 𝑢) 

𝜕𝑡𝑟  𝜕𝑢𝑠
|
𝑡=𝑢=0

 

 

 مثال : 

,𝑋)ليكن  𝑌)   : شعاع عشوائي له الكثافة الاحتمالية المشتركة 
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𝑓(𝑥, 𝑦) =  {
  𝑒−𝑦            ; 0 < 𝑥 < 𝑦 < ∞

     0              ;               غير ذلك    
 

 المطلوب : 

,𝑋)ــ عين الدالة المولدة للعزم للشعاع 1 𝑌) 

,  𝑀𝑌(𝑡)ـ أوجد      ـ2 𝑀𝑋(𝑡)  

   الحل :

 

𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) = 𝐸(𝑒
𝑡1𝑋+𝑡2𝑌) 

= ∫ ∫ 𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦 

+∞

−∞

+∞

−∞

 

= ∫ ∫𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦 𝑒−𝑦  𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦

0

+∞

0

 

= ∫ 𝑒−𝑦+𝑡2𝑦
∞

0

∫𝑒𝑡1𝑥   𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝑦

0

 

= ∫ 𝑒−𝑦+𝑡2𝑦  [
1

𝑡1
 𝑒𝑡1𝑥]

𝑦
0
  𝑑𝑦   

∞

0

 

= ∫ 𝑒−𝑦+𝑡2𝑦  

∞

0

 (
1

𝑡1
𝑒𝑡1𝑦 −

1

𝑡1
)𝑑𝑦 

=
1

𝑡1
 ∫[ 𝑒(𝑡1+𝑡2−1)𝑦
∞

0

− 𝑒(𝑡2−1)𝑦   ] 𝑑𝑦  
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=
1

𝑡1
 [

1

𝑡1 + 𝑡2 − 1
  𝑒(𝑡1+𝑡2−1)𝑦 −

1

𝑡2 − 1
 𝑒(𝑡2−1)𝑦 ]

∞
0
    

 ليكون التوقع موجوداً يجب أن يتحقق : 

𝑡2 − 1 < 0     , 𝑡1 + 𝑡2 − 1 < 0 

⟹𝑀𝑋,𝑌 (𝑡1, 𝑡2) =
1

𝑡1
(

−1

𝑡1 + 𝑡2 − 1
+

1

𝑡2 − 1
)  

=
1

(𝑡1 + 𝑡2 − 1)(𝑡2 − 1)
  

 إذاً : 

𝑀𝑋,𝑌(𝑡1, 𝑡2) =
1

(𝑡1 + 𝑡2 − 1)(𝑡2 − 1)
        ;

𝑡1 + 𝑡2 < 1
𝑡2 < 1

  

 

𝑡2عندما :   = 0 ,  𝑡1 < 𝑀𝑋(𝑡1)نجد :  1 = 𝑀𝑋,𝑌(𝑡, 0) =
1

(1−𝑡1)
 

𝑡1وعندما :   =  نجد أن :     0

𝑀𝑌(𝑡2) = 𝑀𝑋,𝑌(0, 𝑡2) =
1

(1 − 𝑡2)
2
     ; 𝑡2 < 1 

 المتوسط المشروط أو التوقع المشروط : 

𝑋بشرط :  𝑌رأينا أن دالة الكثافة الاحتمالية للمتحول  = 𝑥 

𝑓(𝑌|𝑥)    هي : =
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
 

𝑋بشرط   𝑌وبذلك يعرف التوقع المشروط أو المتوسط للمتحول  = 𝑥  : بالشكل 

𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥) =  ∫ 𝑌 𝑓(𝑌|𝑥)𝑑𝑦 

+∞

−∞
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= ∫
𝑌𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑋(𝑥)
 𝑑𝑦 

+∞

−∞

 

 فقط .  𝑥ويتضح هنا أن النتيجة هي دالة في المتحول 

 مبرهنة : 

𝐸 ( 𝑋 | 𝑌المتوسط المشروط  إذا كان  = 𝑦)   دالة خطية فيY   : 

𝐸(𝑋|𝑌) =  𝜇𝑥 + 𝜌
𝜎𝑥
𝜎𝑦
 (𝑌 − 𝜇𝑌) 

 𝑌على  𝑋ويدعى خط انحدار

 البرهان :

𝜑(𝑌)لنفرض أن  = 𝑎𝑌 + 𝑏   حيث𝑎 , 𝑏   مقادير ثابتة يطلب تعيينها 

𝐸(𝑋|𝑌) =  ∫
𝑥𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑦(𝑦)
  𝑑𝑦   = 𝑎𝑌 + 𝑏

+∞

−∞

 

 ومنه نجد : 

∫ 𝑥𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 = (𝑎𝑌 + 𝑏)𝑓𝑦(𝑌)

∞

−∞

    … (𝐼) 

 فنحصل على :   𝑌بالنسبة لـ  (I)نكامل طرفي المعادلة 

𝜇𝑋 = 𝑎𝜇𝑌 + 𝑏    … ( 𝐼𝐼) 

 أيضا فإننا نحصل على :  𝑌وقمنا بتكامل طرفيها بالنسبة لـ  𝑌بـ   (𝐼)إذا ضربنا طرفي المعادلة 

𝐸 (𝑋𝑌) = 𝑎 𝐸(𝑌2) + 𝑏𝜇𝑦 

, 𝑋ومن تعريف تغايير المتحولين  𝑌    : نجد أن 

𝑐𝑜𝑟(𝑋, 𝑌) = 𝐸 (𝑋𝑌) − 𝜇𝑥𝜇𝑦 
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⟹  𝜌𝜎𝑥𝜎𝑦 + 𝜇𝑥 + 𝜇𝑦 = 𝐸(𝑋. 𝑌) 

 إذا :

 𝜌𝜎𝑥𝜎𝑦 + 𝜇𝑥𝜇𝑦 = 𝑎 ൫ 𝜎𝑦
2 + 𝜇𝑦

2൯ + 𝑏𝜇𝑦        … 𝐼𝐼𝐼 

,𝑎   بالنسبة لـ  𝐼𝐼𝐼و    𝐼𝐼جملة المعادلات  بحل 𝑏   : نحصل على 

𝑏 =  𝜇𝑥 −  𝜌 
𝜎𝑥
𝜎𝑦
 𝜇𝑦     , 𝑎 =  𝜌 −

𝜎𝑥
𝜎𝑦

 

 وبتعويض الثوابت بما يساويها يتم المطلوب ..

 :  2مثال 

,𝑋)إذا كانت دالة كثافة المشتركة للمتحولين  𝑌)  : هي 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝜆𝑦 𝑐−2𝜆

𝑥! (𝑦 − 𝑥)!
             ;  

𝑥 = 0,1,2, … 𝑦
𝑦 = 0,1,2, … . .

 

 𝜆  .. مقدار ثابت 

𝑓(𝑌|𝑋)    , 𝑓(𝑋|𝑌)  

𝑝( 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 1)   𝑝( 𝑋 = 𝑌) 

,𝑝(𝑋معامل الارتباط  𝑌)  

,𝑐𝑜𝑟(𝑋التغايير  𝑌) 

 :  𝑥وذلك نوجد الدوال الهاشمية لــ 

𝑓𝑥(𝑋) =  ∑
𝜆 𝑒−2𝜆

𝑥! (𝑦 − 𝑥)!

∞

𝑦=𝑥

 

=
𝑒−2𝜆

𝑥!
 ∑

𝜆𝑦

(𝑦 − 𝑥)!

∞

𝑦=𝑥

 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0991921144                 Facebook_Page : IOM               F.B Group : Syria Math 2nd year  
 

10 

=
𝑒−2𝜆

𝑥!
 𝜆𝑥  ∑

𝜆𝑦−𝑥

(𝑦 − 𝑥)!

∞

𝑦=𝑥

 

=
𝑒−2𝜆 𝜆𝑥 𝑒𝜆

𝑥!
 

𝑓𝑥(𝑋) =
𝑒−𝜆  𝜆𝑥

𝑥!
            ; 𝑥 = 0,1,2, … 

  𝜆ع بواسون بوسيط أي أن دالة الهامشية تتبع توزي

𝑓𝑦(𝑌) =  ∑
𝜆𝑦  𝑒−2𝜆

𝑥! (𝑦 − 𝑥)!

𝑦

𝑥=0

 

=
𝑒−2𝜆 𝜆𝑦

𝑌!
  ∑

𝑋!

𝑋! (𝑦 − 𝑥)!

𝑦

𝑥=0

 

=
𝑒−2𝜆 𝜆𝑦

𝑦!
 ∑

𝑦!

𝑥! (𝑦 − 𝑥)! 

𝑦

𝑥=0

 

 حيث : 

=
𝑒−2𝜆 𝜆𝑦

𝑦!
 (
𝑦
𝑥
) ;   ∑

𝑦!

𝑥! (𝑦 − 𝑥)!
= (

𝑦
𝑥
) 

∑ 

𝑦

𝑥=0

(
𝑦
𝑥
) = (

𝑦
0
) + (

𝑦
1
) + (

𝑦
2
) +⋯+     

  1نضرب بــ 

(1 + 1)𝑦 = 2𝑦 

=
𝑒−2𝜆 𝜆𝑦

𝑦!
 2𝑦 = 𝑒−2𝜆

(2𝜆)𝑦

𝑦!
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 تتبع توزيع بواسون .  𝑦إذا الدالة الهامشية لـ 

𝑓(𝑋|𝑌) =
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
 

= 

𝜆𝑦 𝑒−2𝜆

𝑥! (𝑦 − 𝑥)!

𝑒−2𝜆 (2𝜆)𝑦
 = (

𝑦
𝑥
) (
1

2
)
𝑛
!
 

; 𝑥 = 0,1 , .. 

𝑓(𝑌|𝑋) =
𝜆𝑦−𝑥  

(𝑦 − 𝑥)
 𝑒−𝜆  ; 𝑦 = 𝑥. 𝑥 + 1 

𝑝(𝑋 = 𝑌) =  ∑𝑓(𝑋, 𝑌) =∑𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑥=1

 

𝑝(𝑋 = 𝑌) = 𝑒−𝜆 

𝑝(0 ≤ 𝑥 ≤ 1 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 1) = 𝑝(0,0) + 𝑝(1,0) + 𝑝(0,1) + 𝑝(1,1) 

𝑝(1,0)منه خالية   إشارة سالبة للعاملين و =      

𝑝(0 ≤ 𝑥 ≤ 1 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 1) = 𝑝(0,0) + 𝑝(0,1) + 𝑝(1,1) 

𝑐𝑜𝑟(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋. 𝑌) − 𝐸(𝑋). 𝐸(𝑌) 

𝐸(𝑋. 𝑌) =  ∑∑
𝑋.𝑌 𝜆𝑦𝑒−2𝜆

𝑥! (𝑦 − 𝑥)! 
 

𝑦

𝑥=0

𝑥

𝑦=0

 

= 𝜆 ∑
𝑌 𝜆𝑦−1 𝑒−2𝜆

(𝑦 − 1)!
 .∑

(𝑦 − 1)!

(𝑥 − 1)! (𝑦 − 1)!
𝑥

∞

𝑦=1

 

    (𝑌 −  يتبع بواسون   (1

𝐸(𝑌 − 1) = 2𝜆 ⟹ 𝐸(𝑌) = 2𝜆 + 1 

𝐸(𝑋. 𝑌) = 𝜆 (1 + 2𝜆) 
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𝑐𝑜𝑟(𝑋, 𝑌) = 𝜆(1 + 2𝜆) = 𝜆 + 2𝜆2 

𝜆 = −2𝜆2 

=
𝜆

  √2 𝜆√𝜆 
=
1

√2
 

𝑋بشرط   𝑌وبالمثل إذا كان المتوسط المشروط للمتحول  = 𝑥   دالة خطية في𝑥  : فإننا نجد 

𝐸(𝑌|𝑋 − 𝑥) =  𝜇𝑦 +  𝜌
𝜎𝑦

𝜎𝑥
 (𝑋 − 𝜇𝑋)  

 𝑥على   𝑌ويدعى خط انحدار 

 

دالة   𝑋وكان المتوسط المشروط للمتحول  𝑥خطية في   𝑦إذا كان المتوسط المشروط للمتحول  نتيجة :

 𝑌في معامل  𝑥فإن مربع معامل الارتباط يساوي جداء معامل  𝑌خطية في 

 إن : مبرهنة :

𝐸[ 𝐸(𝑌|𝑋)] = 𝐸(𝑌) 

𝐸[ 𝐸(𝑋|𝑌)] = 𝐸(𝑋)  

 نكتفي ببرهان إحدى العلاقتين .. بما أن : البرهان: 

𝐸(𝑌|𝑋) =  ∫ 𝑌 𝑓(𝑌|𝑋)𝑑𝑦 =  ∫ 𝑌
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑥)

+∞

−∞

 𝑑𝑦

+∞

−∞

 

𝐸𝑋𝐸(𝑌|𝑋) =  ∫ ∫ 𝑌
𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑥)
 . 𝑓(𝑥)𝑑𝑦 𝑑𝑥

∞

−∞

∞

−∞

 

= ∫ ∫ 𝑌𝑓(𝑋, 𝑌)𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐸(𝑌)

∞

−∞

∞

−∞

 


