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      يحيى قطيش المادة: دكتور ◄

   الجداءاتعنوان المحاضرة: ◄                                   الثانية و الثالثة :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 الجداءات غير المنتهية -1

 تقارب الجداءات -2

 متتاليات التوابع-3

 الجداءات غير المنتهية :

  عندئذ نسمي, {𝑎𝑛}  الحقيقية نأخذ متتالية من الأعدادل

∏𝑎𝑛 = 𝑎1. 𝑎2. …  . 𝑎𝑛. …… .

∞

𝑛=1

 

 جداءً غير منته  

 حيث {𝑝𝑛} بالشكل : متتالية الجداءات الجزئيةو عندئذٍ نعرف  رمز الجداء ∏حيث 

𝑝1 = 𝑎1   

𝑝2 = 𝑎1. 𝑎2 

𝑝3 = 𝑎1. 𝑎2. 𝑎3 

𝑝𝑛 = 𝑎1. 𝑎2. 𝑎3. ….  . 𝑎𝑛 =∏𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

 

𝑛عندما  و محدودة متتالية الجداءات الجزئية موجودةنهاية إذا كانت و بالتعريف لدينا أنه :  →  و ليكن : ∞

lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 𝑝 ∈ ℝ
∗ 

 أي : 𝑝تساوي هذه القيمة غير المنتهي متقارب و تكون قيمته يكون الجداء 

∃ 𝑝 ∈ ℝ∗ ∶ lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 𝑝 ⟺∏𝑝𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑝 

 و زيادةً في التوضيح :
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  نقول عن∏ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 : أنه متقارب إذا كان 

 

𝑝 ≠ 0        ,   𝑝 ≠ ±∞    ,    lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 𝑝                   

 

  نقول أن∏ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 : أنه متباعد إذا كان 

{

lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 0

lim أو
𝑛→∞

𝑝𝑛 = ±∞

 أو غير موجودة

 

.𝑎1من الواضح أنه يكفي أن يكون أحد المضاريب  𝑎2. 𝑎3…  صفراً كي تكون قيمة الجداء∏ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 مساوية للصفر 

 اءات غير المنتهية:الخواص الأساسية للجد

∏ليكن لدينا الجداء   an
∞
n=1 كما يلي : على شكل جدائين و سنكتبه 

        ∏𝑎𝑛 =∏𝑎𝑘 . ∏ 𝑎𝑘

∞

𝑘=𝑛+1

𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

= 𝑝𝑛. 𝜋𝑛 

 

 الباقي النوني للجداء غير المنهتي 𝜋𝑛حيث: 

       𝑝𝑛  الجزئيةالحد العام لمتتالية الجداءات 

 (:1مبرهنة)

pnإذا كان الحد العام لمتتالية الجداءات الجزئية هو   = ∏ ak
n
k=1  فإن الشرط اللازم والكافي لتقارب الجداء غير المنتهي

∏ an
∞
n=1   هو تقارب الباقي النونيπn = ∏ ak

∞
k=n+1   أياً كان العدد الطبيعيn 

 

 البرهان : فكرة 

 ∏𝑎𝑘 =∏𝑎𝑘 .

𝑛

𝑘=1

∞

𝑘=1

πn 

                = 𝑝𝑛𝜋𝑛      ∶    𝑎𝑛 ≠ 0 

 (:2مبرهنة)

∏إذا كان الجداء غير المنتهي  𝑎𝑛
∞
𝑛=1  متقارب فإن الباقي النوني𝜋𝑛 = ∏ 𝑎𝑘

∞
𝑘=𝑛+1 :يحقق الشرط 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0991921144                 Facebook_Page : IOM               F.B Group : Syria Math 2nd year  
 

3 

lim
𝑛→∞

𝜋𝑛 = 1 

 الإثبات:

∏لما كان الجداء  𝑎𝑛
∞
𝑛=1  متقارباً فهذا يعني أنه يوجد𝑝 ∈ ℝ∗  بحيث𝑝 = ∏ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1   و تحديداً هو نهاية متتالية الجداءات

lim)    {𝑝𝑛}الجزئية 
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 𝑝 و وجدنا قبل قليل أن , ) 

𝑝 =∏𝑎𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑝𝑛. 𝜋𝑛      ⟹      𝜋𝑛 =
𝑝

𝑝𝑛
 

lim
𝑛→∞

𝜋𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑝

𝑝𝑛
=
𝑝

𝑝
= 1 

  و هو المطلوب 

 (:3مبرهنة)

∏إذا كان الجداء غير المنتهي  an
∞
n=1  :متقارب فإنlim

n→∞
an = 1 

∏بما أن  :الإثبات an
∞
n=1  فهذا يعني أن متتالية مجاميعه الجزئية متقاربة من عدد و ليكنp و عليه يمكن ملاحظة أن : 

𝑝𝑛 = 𝑎1. 𝑎2… . . 𝑎𝑛      & lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 𝑝 

𝑝𝑛−1 = 𝑎1. 𝑎2…𝑎𝑛−1   & lim
𝑛→∞

𝑝𝑛−1 = 𝑝  

 نجد أن : pn−1على   𝑝𝑛و أخيراً بقسمة 

𝑎𝑛 =
𝑝𝑛
𝑝𝑛−1

 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑝𝑛
𝑝𝑛−1

=
𝑝

𝑝
= 1 

 )صحيحة إذا كان الجداء متقارب( 

𝑎𝑛إن الشرط  ملاحظة: → ∏ الجداء برهو شرط لازم لتقا 1 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  ولكنه غير كافٍ للتقارب 

  بملاحظة المثال الآتي:

∏لنأخذ الجداء 
𝑛+1

𝑛
∞
𝑛=1 فنلاحظ أنlim

𝑛→∞
𝑎𝑛 =   كما يلي : الجداءات الجزئية باستخدام متتالية متباعدإلا أننا سنثبت أنه  1

𝑝𝑛 =∏
𝑘 + 1

𝑘

∞

𝑘=1

=
2

1
.
3

2
.
4

3
… .

𝑛

𝑛 − 1
.
𝑛 + 1

𝑛
= (𝑛 + 1)

𝑛→∞
→   ∞ 

فالجداء متباعد بالرغم من كون حده العام يسعى إلى الصفر و هذا المثال المعاكس كافٍ لإثبات أن عكس المبرهنة السابقة غير 

 .صحيح بالضرورة
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anبالشكل  anاناً كتابة من المناسب أحي = 1 + bn فيأخذ الجداء غير المنتهي)المدروس( الشكل 

 ∏ (1 + bn)
∞
n=1 limويكون الشرط اللازم للتقارب هو   

n→∞
bn = 0 

∏الشرط اللازم والكافي لتقارب الجداء  مبرهنة: 𝑎𝑛
∞
𝑛=1   ∶ 𝑎𝑛 > ∑هو تقارب المتسلسلة  0 ln 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  وعند

𝑝تحقق هذا الشرط فإنه يكون  = 𝑒𝑠  بحيث𝑠  هو مجموع المتسلسلة و𝑝 قيمة هذا الجداء 

∑نشكل متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة الإثبات: ln 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 : حيث أن حدها العام 

𝑠𝑛 = ∑ ln𝑎𝑘

∞

𝑘=1

= ln(𝑎1) + ln(𝑎2) + ⋯+ ln (𝑎𝑛) 

ln(𝑥)و حسب خواص اللوغاريتم )  + ln(𝑦) = ln (𝑥𝑦): يكون ) 

𝑠𝑛 = ln(𝑎1. 𝑎2…𝑎𝑛) = ln (∏𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

) 

⟹ 𝑠𝑛 = ln 𝑝𝑛 ⇒ 𝑝𝑛 = 𝑒
𝑠𝑛  

 و ذلك علماً  أن التابعين الأسي واللوغاريتمي مستمرين و الآن :

limإذا كان الجداء متقارب  (1
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 𝑝 >  فإن المتسلسلة متقاربة 0

 lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

ln 𝑝𝑛 = ln 𝑝 

⇐إذا كانت  (2 lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = 𝑠 lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 𝑒
𝑠 

∑أي تقارب المتسلسلة  ln 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  يؤدي إلى تقارب الجداء∏ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 سو العكس بالعك 

 شكل آخر للمبرهنة:

∏تقارب الجداء غير المنتهي  (1 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1  يلزم ويكفي لأن تتقارب المتسلسلة∑ ln(1 + 𝑏𝑛)

∞
𝑛=1  وعندها

𝑝أي  𝑒𝑠فإن قيمة الجداء هي  𝑠إذا كان مجموع المتسلسلة هو  = 𝑒𝑠 

𝑏𝑛)إذا تحققت المتراجحة مبرهنة: > 𝑏𝑛)أو  (0 < فإن  𝑛على الأقل من أجل قيم كبيرة للعدد الطبيعي  (0

∏الشرط اللازم والكافي لتقارب الجداء  (1 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1  هو تقارب المتسلسلة∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1 

 الإثبات:

∏إذا كان  (1 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1  متقارب فإن المتسلسلة∑ ln (1 + 𝑏𝑛)

∞
𝑛=1  وLim

𝑛→∞
𝑏𝑛 = 0  

 مبرهنة السابقة( و لنشكل النهاية:)حسب ال
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lim
𝑛→∞

ln(1 + 𝑏𝑛)

𝑏𝑛
= 1          ∶     (lim

𝑡→0

ln(1 + 𝑡)

𝑡
= 1) 

متقاربة مثل المتسلسلة  𝑏𝑛∑و حسب قاعدة المقارنة لمتسلسلتين من نوع واحد يكون لدينا المتسلسلة 

∑ ln(1 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1  

 متقاربة فإن: 𝑏𝑛∑تتحقق كفاية الشرط أي إذا كانت  وبالعكس

lim
𝑛→∞

ln(1 + 𝑏𝑛)

𝑏𝑛
= 1 

∑فإن المتسلسلة    (1 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1  و∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  من نوع واحد أي∑ (1 + 𝑏𝑛)

∞
𝑛=1  متقاربة  وبالتالي الجداء

 متقارب.

∏لشرط اللازم والكافي لكي يكون الجداء غير المنتهي مبرهنة: 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  أو∏ (1 + 𝑏𝑛)

∞
𝑛=1  مساوياً للصفر

∑هو أن تكون قيمة المتسلسلة   ln 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  أو∑ ln(1 + 𝑏𝑛)

∞
𝑛=1  وهذا يتم بشكل خاص إذا  ∞−مساوية

𝑏𝑛كانت  > ∑و  0 𝑏𝑛
∞
𝑛=1 متباعدة 

𝑝𝑛 = 𝑒
𝑠𝑛  

lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 = 0 ⇒ 𝑠𝑛
𝑛→∞
→   −∞ 

  𝑝 = 𝑒−∞ =  قيمة الجداء غير المنتهي 0

bn∑و  𝑏𝑛∑: إذا تقاربت المتسلسلتان  مبرهنة
∏فإن الجداء  2 (1 + 𝑏𝑛)

∞
𝑛=1 . متقارب 

 من  نشر دالة اللوغارتم: الاثبات : 

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
1

2
𝑥2 +

1

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4 +⋯ 

ln(1 + 𝑏𝑛) = 𝑏𝑛 −
1

2
𝑏𝑛
2 +

1

3
𝑏𝑛
3 −⋯ 

ln (1 + bn) = bn −
1

2
𝑏𝑛
2 + 𝑂(𝑏𝑛

2) 

 :الآن 

𝑏𝑛 − ln(1 + 𝑏𝑛) =
1

2
𝑏𝑛
2 −

1

3
𝑏𝑛
3 +

1

4
𝑏𝑛
4 +⋯ 

bnنقسم علة 
2  : 

𝑏𝑛 − ln(1 + 𝑏𝑛)

𝑏𝑛
2

=
1

2
−
1

3
𝑏𝑛 +⋯. 

نقل حدود مع 

تغيير إشارة 

 المنقول

رمز بيعني انو هاد 

الباقي بعد الحد 

𝒃𝒏
 يهمل لصغره𝟐
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 نأخذ النهايات : 

lim
𝑏𝑛 − ln (1 + 𝑏𝑛)

𝑏𝑛
2

= lim(
1

2
−
1

3
𝑏𝑛 +⋯ . ) =

1

2
 

bn)∑و بالتالي حسب معيار المقارنة يكون المتسلسلتان  − ln(1 + 𝑏𝑛))  و∑bn
 من نفس النوع   2

𝑏𝑛∑و بما أن 
ln (1∑ متقاربة  فإن 2 + bn)  متقاربة 

 أوجد قيمة الجداء: :تمرين

∏
𝑛3 − 1

𝑛3 + 1

∞

𝑛=2

 

        𝑝𝑛 =∏
𝑘3 − 1

𝑘3 + 1
=∏

(𝑘 − 1)(𝑘2 + 𝑘 + 1)

(𝑘 + 1)(𝑘2 − 𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=2

𝑛

𝑘=2

 

               =∏
𝑘 − 1

𝑘 + 1
.∏

𝑘2 + 𝑘 + 1

𝑘2 − 𝑘 + 1

𝑛

𝑘=2

𝑛

𝑘=2

 

        𝑝𝑛 =
1

3
.
2

4
.
3

5
.
4

6
.
5

7
.
6

8
…
𝑛 − 2

𝑛
.
𝑛 − 1

𝑛 + 1
.
7

3
.
13

7
…
𝑛2 + 𝑛 + 1

𝑛2 − 𝑛 + 1
 

             =
2

𝑛(𝑛 + 1)
.
𝑛2 + 𝑛 + 1

3
⟹ lim

𝑛→∞
𝑝𝑛 =

2

3
 

أي أن قيمة الجداء هي 
2

3
 والجداء متقارب 

 ء غير المنتهي:التقارب المطلق والتقارب الشرطي للجدا

∏نقول عن الجداء غير المنتهي  :تعريف 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  متقارب بإطلاق إذا وفقط إذا كانت المتسلسلة∑ ln 𝑎𝑛

∞
𝑛=1 

∑متقاربة بإطلاق ونقول أن هذا الجداء متقارب شرطياً إذا وفقط إذا كانت المتسلسلة  ln 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 .ًمتقاربة شرطيا 

∏رط اللازم والكافي لتقارب الجداء غير المنتهي الشمبرهنة: (1 + 𝑏𝑛)
∞
𝑛=1  بالإطلاق هو أن تتقارب المتسلسلة

∑ 𝑏𝑛
∞
𝑛=1 .بالإطلاق 

 مثال:

∏(1+
1

𝑛𝑠
)

∞

𝑛=1
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𝑠يكون متقارب عندما  > 0ويكون متباعد إذا كان  1 < 𝑠 ≤  و ذلك تبعاً لما نعرفه عن المتسلسلة الريمانية 1

ً  :مثال  أثبت أن الجداء متقارب شرطيا

∏(1+
(−1)𝑛+1

𝑛
)

∞

𝑛=1

 

∑نأخذ 
(−1)𝑛+1

𝑛
نجد أنها متقاربة حسب لايبتنز لأن الحد العام يسعى للصفر ومتناقصة بالقيمة المطلقة لكن  

∑المتسلسلة  |
(−1)𝑛+1

𝑛
|  ً  متباعدة و بالتالي الجداء متقارب شرطيا

 داءادرس الجمثال: 

∏(1+
(−1)𝑛+1

√𝑛
)

∞

𝑛=1

 

∑ندرس المتسلسلة 
(−1)𝑛+1

√𝑛
∞
𝑛=1 :حسب اختبار لايبتنز يكون الاختبار محقق 

 الحد العام: (1

lim
𝑛→∞

1

√𝑛
= 0 

 القيم المطلقة لحدها العام متناقصة فهي متقاربة حسب لايبتنز نأخذ: (2

∑|
(−1)𝑛+1

√𝑛
| =∑

1

√𝑛
 

𝑝سلسلة القيم المطلقة متباعدة )ريمانية  <  ( بالتالي الجداء متقارب شرطياً فقط1

 متتاليات التوابع)الدوال(:

:لتكن  تعريفI  مجموعة جزئية غير خالية من مجموعة الأعداد الحقيقةℝ 

 بتابع حقيقي  nفر بمقابلة كل عدد طبيعي مغاير للص عندها I مجموعة التوابع الحقيقة المعرفة على Hولتكن

 Iفإنه يتم الحصول على متتالية التوابع الحقيقية)أو متتالية الدوال الحقيقية( المعرفة على  𝑓𝑛(𝑥)وليكن  Hمن 

 الآتية:

𝑓1(𝑥) , 𝑓2(𝑥), … , 𝑓𝑛(𝑥), … 

 𝑓𝑛(𝑥)الحد النوني( هو التابع  وحدها العام )أو 𝑓2(𝑥)وحدها الثاني هو  𝑓1(𝑥)والتي حدها الأول هو تابع 
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 :نقول عن متتالية التوابع تعريف{𝑓𝑛(𝑥)}  إنها متقاربة∀𝑥 ∈ 𝐼  و𝑛 ∈ ℕ 

 ونكتب:𝐼من المجال  𝑥إذا وفقط إذا كانت متقاربة كمتتالية عددية من أجل جميع قيم 

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 المدروسة أو أنه التابع الحدي للمتتالية المدروسة {𝑓𝑛(𝑥)}لنهاية للمتتالية إنه تابع ا𝑓(𝑥)حيث يقال عن التابع  

 𝑓(𝑥)من هذا التابع  Iأو أنه نهاية المتتالية ويقال حينئذٍ أن متتالية التوابع المدروسة متقاربة )نقطياً( على  

:عة تعريفها وتتباعد من أجل قد يحدث أن تتقارب متتالية التوابع من أجل بعض النقاط من مجمو ملاحظة

 البعض الآخر

 :نقول عن المتتالية تعريف{𝑓𝑛(𝑥)}  إنها متباعدة إذا وجدت نقطة𝑥0  منI  تكون عندها المتتالية{𝑓𝑛(𝑥)} 

 متباعدة كمتتالية عددية

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥0) = ∞ 

:)نقول عن المتتالية العددية  تعريف )تذكرة{𝑎𝑛}  إنها متقاربة من العدد الحقيقيa إذا وجد لكل 

 𝜀 > 𝑎𝑛|بحيث يكون:  𝑁0(𝜀)عدد  0 − 𝑎| < 𝜀  :من أجل 

𝑛 ≥ 𝑁0(𝜀) 

𝑥حيث  {𝑓𝑛(𝑥)}لتكن لدينا متتالية التوابع  :ثالم ∈ 𝐼 = [0,1] , 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥
𝑛 

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = {
0   ;   0 ≤ 𝑥 < 1
1  ;           𝑥 = 1

 

 ونجد أن جميع حدود هذه المتتالية [0,1]جد أن المتتالية متقاربة نقطياً على ن

𝑥, 𝑥2, 𝑥3… , 𝑥𝑛, … 

𝐼هي توابع مستمرة على  = 𝑥أما تابع النهاية هو منقطع أي )غير مستمر عند  [0,1] = 1) 

𝐥𝐢𝐦: شرط الاستمرار :تذكرة
𝐱→𝐱𝟎

𝐟(𝐱) = 𝐟൫𝐱𝟎൯ 

 

 ضرةانتهت المحا
 نذير تيناوي –إعداد : رنا شوربا 


