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 بشار الحسين المادة: دكتور ◄

                          ادية عشرالح  :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 مبرهنات  -1

 المتتاليات المنشطرة -2

3- 

⨁)فإن  𝑅أسرة مودولات على الحلقة   𝑖∈𝐼(𝑀𝑖)إذا كانت مبرهنة : 𝑀𝑖𝑖∈𝐼 , (𝑖𝑛𝑗)𝑖∈𝐼
جداء مرافق  

  𝑖∈𝐼(𝑀𝑖)للأسرة 

 الإثبات : 

𝑔𝑖:𝑀𝑖)ولتكن  𝑅مودولا على حلقة  𝑀ليكن  → 𝑀)𝑖∈𝐼  : أسرة تشاكلات مودولية ولنأخذ التطبيق 

 ℎ:⨁ 𝑀𝑖 → 𝑀𝑖∈𝐼  المعرفة بℎ((𝑚𝑖)𝑖∈𝐼) = ∑ 𝑔𝑖(𝑚𝑖)𝑖=𝐼   

 تشاكل ℎفيكون 

 تطبيق لأن :   ℎإن 

∀ 𝑚𝑖  , 𝑚𝑖
′  ∈  ⨁𝑀𝑖

𝑖∈𝐼

    ∀𝑖 ∈ 𝐼 

𝑚𝑖 )بحيث   ) = (𝑚𝑖
′) 

⟹ 𝑔𝑖(𝑚𝑖) = 𝑔𝑖(𝑚𝑖
′) 

⟹∑𝑔𝑖(𝑚𝑖)

𝑖=𝐼

= ∑𝑔𝑖(𝑚𝑖′)

𝑖=𝐼

 

⟹ ℎ(𝑚𝑖) = ℎ(𝑚𝑖
′) 

 تشاكل مودولي لأن :  ℎوإن 
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∀ 𝑚𝑖  , 𝑚𝑖
′  ∈  ⨁𝑀𝑖

𝑖∈𝐼

    ∀𝑖 ∈ 𝐼  , 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 

ℎ(𝛼(𝑚𝑖) + 𝛽(𝑚𝑖
′))  = ℎ(𝛼𝑚𝑖 + 𝛽𝑚𝑖

′)  

=∑𝑔𝑖(𝛼𝑚𝑖 + 𝛽𝑚𝑖
′)

𝑖=𝐼

 

= 𝛼∑𝑔𝑖(𝑚𝑖)

𝑖=𝐼

+ 𝛽∑𝑔𝑖(𝑚𝑖′)

𝑖=𝐼

 

𝛼ℎ(𝑚𝑖) + 𝛽ℎ(𝑚𝑖
′)  

𝑥∀ومن جهة ثانية  ∈ 𝑀𝑖  فإن(ℎ𝜊𝑖𝑛𝑖)(𝑥) = ℎ(𝑖𝑛𝑖(𝑥)) = 𝑔𝑖(𝑥)  

 وحيد لأنه لو وجد تشاكل آخرℎوأن 

  𝑘:⨁ 𝑀𝑖 → 𝑀𝑖∈𝐼 

(𝑘𝜊𝑖𝑛𝑖)بحيث :  = 𝑔𝑖 

 عندئذ يكون : 

𝑘 ((𝑖𝑛𝑗)𝑖∈𝐼
) = 𝑘(𝑖𝑛𝑖(𝑚𝑖)) 

=∑(𝑘𝜊𝑖𝑛𝑗)

𝑖∈𝐼

(𝑚𝑖) =∑𝑔𝑖(𝑚𝑖) = ℎ((𝑚𝑖)𝑖∈𝐼) 

𝑘أي أن  = ℎ  أيℎ  : وحيد وبالتالي يكون 

  (⨁ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼 , (𝑖𝑛𝑗)𝑖∈𝐼
   𝑖∈𝐼(𝑀𝑖)جداء مرافق للأسرة  

نقول إن  𝑅على الحلقة  𝑀أسرة مودولات جزئية من مودول   𝑖∈𝐼(𝑀𝑖)لتكن المجموع المباشر الداخلي :

𝑀  مجموع مباشر داخلي للأسرة(𝑀𝑖)𝑖∈𝐼   : إذا كان التطبيقℎ:⨁ 𝑀𝑖𝑖∈𝐼 → 𝑀 تماثلا 

∋  𝑚∀وبمعنى مكافئ :  𝑀  ∶   𝑚 = ∑ 𝑚𝑖𝑖∈𝐼  إن𝑚𝑖 =  باستثناء عدد منته منها  0

,𝐴تعريف : ليكن  𝐵  مودولين جزئيين من𝑀  على الحلقة𝑅  نقول أن :𝐴  جداء مباشر ل𝑀  

𝑀ونكتب  = 𝐴⨁𝐵 
𝐴اذا كان  ∩ 𝐵 = 0      , 𝑀 = 𝐴 + 𝐵  ونقول في هذه الحالة أن𝐴, 𝐵  متكاملان 
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,  𝜋أن  𝜌   موجودين دائما كتطبيقات 

 لتكن المتتالية التامة :(:1تعريف )

0 → 𝑀
𝑓
→𝑁… . (1) 

𝜌:𝑁( منشطر إذا وجد تشاكل مودولي 1نقول إن ) → 𝑀  بحيث 

𝜌𝜊𝑓 = 𝐼𝑀 

 التشاكل المنشطر   𝜌ويسمى 

 لتكن المتتالية التامة : (:2تعريف )

𝑁
𝑔
→ 𝑃 → 0… . (2) 

 ( منشطرة إذا وجد تشاكل مودولي : 2نقول إن )

π: 𝑃 → 𝑁 

𝑔𝜊𝜋بحيث  = 𝐼𝑃  ونسميπ  التشاكل المنشطر 

 لتكن المتتالية التامة : ( :3تعريف )

0 → 𝑀
𝑓
→𝑁

𝑔
→ 𝑃 → 0… . . (3) 

0( منشطرة من اليسار إذا كانت 3نقول إن ) → 𝑀
𝑓
→𝑁  منشطرة 

𝑁( منشطرة من اليمين إذا كانت 3ونقول أن )
𝑔
→ 𝑃 →  منشطرة 0
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 إذا كانت  مبرهنة :

0 → 𝑀
𝑓
→𝑁

𝑔
→ 𝑃 → 0… . . (3) 

 متتالية تامة من التشاكلات المودولية فغن القضيتين متكافئتين 

 ( منشطرة من اليسار 3المتتالية ) -1

2- 𝐼𝑚𝑓   حد متكامل مباشر من المودول𝑁  

   البرهان :

  (2) ⇐ 𝜌:𝑁∃( منشطرة من اليسار ولتكن 3لنفرض أن ) (1) → 𝑀  : تشاكل منشطر أي 

𝜌𝜊𝑓 = 𝐼𝑀 

𝑛∀  ولنبرهن أن  ∈ 𝑁      𝑁 = 𝐼𝑚𝑓 ⊕ 𝐾𝑒𝑟𝜌  

𝜌(𝑛فإن : − (𝑓𝜊𝜌)𝑛) = 𝜌(𝑛) − 𝜌(𝑓𝜊𝜌)𝑛 

= 𝜌(𝑛) − (𝜌𝜊𝑓)⏟  
=𝐼𝑀

𝜊𝜌(𝑛) = 𝜌(𝑛) − (𝐼𝑀𝜊𝜌)(𝑛) 

= 𝜌(𝑛) − 𝜌(𝑛) = 0𝑀 

𝑛وبالتالي فإن :  − (𝑓𝜊𝜌)(𝑛) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜌 

(𝑛)(𝑓𝜊𝜌)ولكن  = 𝑓(𝜌(𝑛)) ∈ 𝐼𝑚𝑓 

𝑛ومنه  ∈ 𝐼𝑚𝑓 + 𝐾𝑒𝑟𝜌  

𝑁أي أن : = 𝐼𝑚𝑓 + 𝐾𝑒𝑟𝜌… . (∗) 

𝑥∀المجموع المباشر :ولنبرهن أن هذا  ∈ 𝐼𝑚𝑓 ∩ 𝐾𝑒𝑟𝜌 

𝑥فإن  ∈ 𝐼𝑚𝑓  ∃𝑚 ∈ 𝑀 ⇐ بحيث𝑥 = 𝑓(𝑚) 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0991921144                 Facebook_Page : IOM               F.B Group : Syria Math 2019-2023  
 

5 

𝑥 و ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜌  𝜌(𝑥) = 0 ⇐ 

𝜌(𝑓(𝑚)) = 0 ⇐ 

⇐ولكن  𝜌𝜊𝑓 = 𝐼𝑀  (𝜌𝜊𝑓)(𝑚) = 𝐼𝑀 = 0 

𝑥 = 0 ⇐ 𝑚 = 0 

𝐼𝑚𝑓 ∩ 𝐾𝑒𝑟𝜌 = 0 ⇐ 

 مباشر أي  (∗)وبالتالي فإن المجموع 

𝑁 = 𝐼𝑚𝑓⨁𝐾𝑒𝑟𝜌 

:(1) ⇐   𝑁من𝐵عندئذ يوجد مودول جزئي  𝑁حد مكمل مباشر في  𝐼𝑚𝑓لنفرض ان  (2)

𝑁بحيث  = 𝐼𝑚𝑓⨁𝐵  وبالتالي∀𝑛 ∈ 𝑁  فإن𝑛    يكتب بصورة وحيدة 

𝑛 = 𝑥 + 𝑏   ; 𝑥 ∈ 𝐼𝑚𝑓, 𝑏 ∈ 𝐵 

 ( تامة ( 3تشاكل متباين )كون المتتالية ) 𝑓ولكن 

𝑚فإنه يوجد عنصر وحيد  ∈ 𝑀  وبالتالي فإنه يمكن كتابة𝑚  بالشكل𝑚 = 𝑓−1(𝑥) 

𝜌:𝑁وعليه يمكن تعريف تشاكل ما :  → 𝑀  بالعلاقة 

𝜌(𝑛) = 𝜌(𝑥 + 𝑏) = 𝑓−1(𝑥) 

(𝑚)(𝜌𝜊𝑓)والذي من أجل :  = 𝜌(𝑓(𝑚)) = 𝑓−1(𝑓(𝑚)) = 𝑚 

𝜌𝜊𝑓أي  = 𝐼𝑀  وهذا يعني أن𝜌 ( منشطر من اليسار 3تشاكل منشطر من اليسار فإن ) 

 

 


