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 خليل يحيى المادة: دكتور ◄

 السادسة :المحاضرة ◄

  معادلة برنولي عنوان المحاضرة: ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 حل الوظيفة  -1
 معادلة برنولي -2
 امثلة عنها -3
 وظيفة سيتم حلها في المحاضرة القادمة -4

 على طريقة برنولي(. دأوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية ) بالاعتماحل الوظيفة اولا .... 

𝑦′ −
2𝑥

𝑥2 + 3
𝑦 = (𝑥2 + 3)𝑐𝑜𝑠𝑥 … (1)  

 الحل:

𝑦نفرض أن  = 𝑢. 𝑣   حيث𝑣 = 𝑣(𝑥)    و𝑢 = 𝑢(𝑥) 
′𝑦لنحصل على  𝑦نشتق  = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢  

 ( لنحصل على:1و نعوض في )

𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 −
2𝑥

𝑥2 + 3
 𝑢. 𝑣 = (𝑥2 + 3)𝑐𝑜𝑠𝑥    

𝑢′𝑣 + 𝑢 (𝑣′ −
2𝑥

𝑥2 + 3
 𝑣) = (𝑥2 + 3)𝑐𝑜𝑠𝑥 … ∗ 

𝑣′ −
2𝑥

𝑥2 + 3
 𝑣 =  نفرض     0

𝑑𝑣

𝑣
=

2𝑥

𝑥2 + 3
 𝑑𝑥      منه 

ln|𝑣| = ln|𝑥2 + 3|       →         𝑣 =  (𝑥2 + 3) 

 1معادلات تف اضلية  
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 و منه نعوض في * لتصبح المعادلة 
𝑢′(𝑥2 + 3) = (𝑥2 + 3)𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑑𝑥    →     𝑢 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐    نكامل 
𝑦و منه  = 𝑢. 𝑣 :فإن المعادلة تصبح كلاتي 

𝑦 = (𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐)(𝑥2 + 3) 
 و هو الحل العام المطلوب بطريقة برنولي..

(𝑥2 + 1)𝑦′ + 3𝑥𝑦 = 6𝑥 … . (2) 

 الحل:

𝑥2)على  فينر نقسم الط + 1) 

𝑦′ +
3𝑥

𝑥2 + 1
𝑦 =

6𝑥

𝑥2 + 1
… (𝐼) 

𝑦نفرض  = 𝑢. 𝑣   بالاشتقاق𝑦′ = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 

 𝐼نعوض في 

𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢 +
3𝑥

𝑥2 + 1
𝑢. 𝑣 =

6𝑥

𝑥2 + 1
 

𝑢′𝑣 + 𝑢 [𝑣′ +
3𝑥

𝑥2 + 1
𝑣] =

6𝑥

𝑥2 + 1
… (1) 

 بحيث يكون: 𝑣نوجد قيمة وحيدة لـ 

𝑣′ +
3𝑥

𝑥2 + 1
𝑣 = 0 ⇒

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −

3𝑥

𝑥2 + 1
𝑣 ⇒

𝑑𝑣

𝑣
= −

3𝑥

𝑥2 + 1 
𝑑𝑥 

|ln|𝑣بالتكامل:  = −
3

2
ln|𝑥2 + 1| ⇒ 𝑣 = 𝑒−𝑙𝑛 (𝑥2+1)

3
2 

 1نعوض في المعادلة 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑒− ln(𝑥2+1)

3
2

=
6𝑥

𝑥2 + 1
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𝑢′ =
6𝑥

𝑥2 + 1
𝑒ln(𝑥2+1)

3
2

 ⇒  𝑢′ = 2 [
1

2

6𝑥

𝑥2 + 1
] 𝑒ln(𝑥2+1)

3
2
  

𝑢 = 2𝑒ln(𝑥2+1)
3
2

+ 𝑐1 
𝑦         وبالتالي هو الحل العام                      = 𝑢. 𝑣 

 برنوليمعادلات 

 نقول عن المعادلة التفاضلية من المرتبة الأولى أنها معادلة برنولي إذا كانت من الشكل:

𝒚′ + 𝒑(𝒙). 𝒚 = 𝒒(𝒙). 𝒚𝒏 … (𝟏) 

𝒏حيث أنّ:  ≠ 𝟏 

𝐼دالتان معرفتان ومستمرتان على مجال  𝑝(𝑥)و  𝑞(𝑥)و  = [𝑎, 𝑏]  منℝ 

 فنجد أن: 𝑦𝑛ولإيجاد الحل العام نقسم الطرفين على 

𝑦′

𝑦𝑛
+ 𝑝(𝑥).

1

𝑦𝑛−1
= 𝑞(𝑥) … (2) 

𝑧  نفرض أنّ: =
1

𝑦𝑛−1 = 𝑦1−𝑛 

′𝑧  نشتق الطرفين: = (1 − 𝑛). 𝑦−𝑛 . 𝑦′ 

𝟏: (2نعوض الآن ما سبق في المعادلة التفاضلية )

𝟏−𝐧
. 𝐳′ + 𝐩(𝒙). 𝒛 = 𝒒(𝒙)        

 و هي معادلة خطية غير متجانسة يتم ايجاد الحل العام لها وفق خطوات الحل في المحاضرة السابقة.
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 مثال:

 أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية:

𝒚′ + 𝟐𝒙𝒚 = −𝒙𝒚𝟒 
 الحل:

 : 𝑦4نقسم الطرفين على 

⇒
𝑦′

𝑦4
+

2𝑥

𝑦3
= −𝑥 … (1)  

 وهي معادلة من الشكل برنولي إذاً نفرض:

𝑧 =
1

𝑦3
= 𝑦−3 

 نشتق الطرفين:

⇒ 𝑧′ = −3. 𝑦′. 𝑦−4 = −3 
𝑦′

𝑦4
 

 :(3−)ـب (1)نضرب المعادلة 

⇒ −3
𝑦′

𝑦4
−

6𝑥

𝑦3
= 3𝑥 

 والآن نعوض:
⇒ 𝑧′ − 6𝑥. 𝑧 = 3𝑥 … (2) 

 من المرتبة الأولى نحلّها كما يأتيوهكذا حصلنا على معادلة تفاضلية خطية غير متجانسة 
 نوجد الحل العام لها بدون طرف ثاني:

𝑧′ − 6𝑥𝑧 = 0    →     
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 6𝑥𝑧 

𝑑𝑧 نكامل لنجد أن: 

𝑧
= 6𝑥. 𝑑𝑥    →    ln|𝑧| = 3𝑥2 + ln|𝑐| 

𝑧 = 𝑐. 𝑒3𝑥2 
 :𝑥ثم نشتق بالنسبة ل  𝑥تابعا ل  cو هو الحل بدون طرف ثاني و الآن نجعل 
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𝑧 = 𝑐(𝑥). 𝑒3𝑥2
    →      𝑧′ = 𝑐′(𝑥). 𝑒3𝑥2

+ 6𝑥. 𝑒3𝑥2
. 𝑐(𝑥) 

 (:2نعوض في المعادلة )
𝑐′(𝑥). 𝑒3𝑥2

+ 6𝑥. 𝑒3𝑥2
. 𝑐(𝑥) − 6𝑥. 𝑒3𝑥2

. 𝑐(𝑥) = 3𝑥 
𝑐′(𝑥). 𝑒3𝑥2

= 3𝑥   → 𝑐′(𝑥) = 3𝑥. 𝑒−3𝑥2 
𝑐(𝑥)    الطرفين:نكامل  = −

1

2
𝑒−3𝑥2

+ 𝑐1 
 𝑧في  cنعوض 

𝑧 = (
1

2
𝑒−3𝑥2

) . 𝑒3𝑥2 

𝑧والآن نعوض  =
1

𝑦3 .لنحصل على الحل العام المطلوب 

𝑦−3 = −
1

2
+ 𝑐. 𝑒3𝑥2

 ⇒  𝑦 = (−
1

2
+ 𝑐. 𝑒3𝑥2

)
−

1
3
 

 وهو الحل العام بطريقة برنولي 

𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 =

1

2𝑦
 

 
 :2𝑦نضرب ب 

2𝑦𝑦′ −
2

𝑥
𝑦2 = 1 …  (1) 

𝑧 = 𝑦2   →    𝑧′ = 2𝑦𝑦′ 
′𝑍    ( 2في )  𝑧نعوض  −

2

𝑥
𝑧 = 1 

 و هي معادلة غير متجانسة من المرتبة الأولى لإيجاد الحل العام لها نأخذ المعادلة بدون طرف ثاني:

𝑧′ −
2

𝑥
𝑧 = 0   →   

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

2

𝑥
𝑧   →    →   

𝑑𝑧

𝑧
=

2

𝑥
𝑑𝑥 

∫
1

𝑧
𝑑𝑧 = 2 ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 

ln|𝑧| = 2 ln|𝑥| + ln |𝑐| 
ln |

𝑧

𝑐
| = ln|𝑥|2 ⟹

𝑧

𝑐
= 𝑥2 ⟹ 𝑧 = 𝑐. 𝑥2 

 :الحل
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 𝑥ثم نشتق بالنسبة ل   𝑥تابعا ل   cنجعل 
   𝑧 = 𝑐(𝑥). 𝑥2 … (∗)  → 𝑧′ = 𝑐′(𝑥). 𝑥2 + 2𝑥. 𝑐(𝑥) 

 نعوض في المعادلة طرف ثاني:

𝑐′(𝑥). 𝑥2 + 2𝑥. 𝑐(𝑥) −
2

𝑥
. 𝑐(𝑥). 𝑥2 = 1 ⟹ 𝑐′(𝑥). 𝑥2 = 1 ⟹ 𝑐′(𝑥) =

1

𝑥2
 

 نكامل لنحصل على:

𝑐(𝑥) = −
1

𝑥
+ 𝑐1 

𝑧في *:   cنعوض قيمة   = 𝑥2. (−
1

𝑥
+ 𝑐1) 

𝑧والآن نعوض  = 𝑦2  :𝑦2 = 𝑥2. (−
1

𝑥
+ 𝑐1) 

 وهو الحل العام المطلوب.
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة 

 راما عوض * علُا الدالاتي إعداد:

 وظيفة .. تترك للطالب وسيتم ادراج حلها في المحاضرة القادمة 

′𝑦اوجد الحلال العام للمعادلة  + 2𝑥𝑦 = 𝑥𝑦3 
 


