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 خليل يحيى المادة: دكتور ◄

 طريقة برنولي  عنوان المحاضرة: ◄                امسةالخ :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :   العلمي :المحتوى 

 حل تمارين  -1
 طريقة برنولي   -2
 وظيفة   -3

  اوجد الحل العام للمعادلات التالية تمارين:

1- 𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 4𝑥 … . . (𝐼) 

 الحل: 

′𝑦         نوجد الحل العام دون طرف ثان: + 2𝑥𝑦 = 0 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥𝑦 

 لفصل المتحولات  اصبحت معادلة قابلة 

𝑑𝑦

𝑦
= −2𝑥𝑑𝑥 

بالتكامل
⇒   ln|𝑦| = −𝑥2 + ln|𝑐| 

ln |
𝑦

𝑐
| = −𝑥2⟹ 𝑦 = 𝑐𝑒−𝑥

2
 

 وهو الحل العام بدون طرف ثان  

 𝑥تابعة ل  𝑐لايجاد الحل العام مع طرف ثان نجعل 

𝑦1 = 𝑐(𝑥)𝑒
−𝑥2

بالاشتقاق
⇒    𝑦1

′ = 𝑐′(𝑥)𝑒−𝑥
2
− 2𝑥 𝑐(𝑥) 𝑒−𝑥

2 

𝑦1 & 𝑦1نعوض 
′   𝐼في المعادلة الاصلية   

𝑐′(𝑥)𝑒−𝑥
2
− 2𝑥 𝑐(𝑥)𝑒−𝑥

2
+ 2𝑥 𝑐(𝑥) 𝑒−𝑥

2
= 4𝑥 

 1معادلات تف اضلية 
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𝑐′(𝑥)𝑒−𝑥
2
= 4𝑥 

𝑐′(𝑥) = 4𝑥 𝑒𝑥
2
⟹ 𝑐(𝑥) = 2 𝑒𝑥

2
+ 𝑐1 

𝑦2 = (2𝑒
𝑥2 + 𝑐1)𝑒

−𝑥2    
𝑦 الحل العام هووبالتالي  = 𝑦1 + 𝑦2 

2- 𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 = 1… . (𝐼) 

 الحل: 

 نوجد الحل العام بدون طرف ثان  -
𝑦′ −

1

𝑥
𝑦 = 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦

𝑥
  

 هي معادلة قابلة لفصل المتحولات  

𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑥

𝑥
→ ln|𝑦| = ln|𝑥| + ln|𝑐| → 𝑦 = 𝑐. 𝑥 

 وهو الحل العام دون طرف ثان 

  𝑥تابعة لـ   𝑐لايجاد الحل مع طرف ثانٍ نجعل 

𝑦1 = 𝑐(𝑥)𝑥 ⟹ 𝑦1
′ = 𝑐′(𝑥)𝑥 + 𝑐(𝑥) 

  𝐼نعوض في المعادلة الاصلية 

𝑐′(𝑥)𝑥 + 𝑐(𝑥) −
1

𝑥
𝑐(𝑥)𝑥 = 1 

𝑐′(𝑥) 𝑥 = 1 ⟹ 𝑐′(𝑥) =
1

𝑥
 
بالتكامل
⇒    𝑐(𝑥) = ln|𝑥| + 𝑐1 

𝑦2 = (ln|𝑥| + 𝑐1)𝑥   

 وهو الحل الخاص للمعادلة

𝑦وبالتالي الحل العام  = 𝑦1 + 𝑦2 
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3- 𝑦′ + (tan 𝑥)𝑦 =
1

cos𝑥
 

 الحل:

 نوجد الحل دون طرف ثانٍ  

𝑦′ + 𝑦. tan 𝑥 = 0 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

sin𝑥

cos 𝑥
 𝑦  

𝑦بعد المكاملة نحصل على:   معادلة قابلة لفصل المتحولات = 𝑐. cos 𝑥  

 𝑥تابعة لـ   𝑐لايجاد الحل العام كع طرف ثانٍ نجعل 

𝑦1 = 𝑐(𝑥). cos(𝑥) 
𝑦1
′ = 𝑐′(𝑥). cos 𝑥 − 𝑐(𝑥). sin 𝑥 

 𝐼نعوض في 

𝑐′(𝑥). cos 𝑥 − 𝑐(𝑥). sin 𝑥 + tan 𝑥 . 𝑐(𝑥) . cos 𝑥 =
1

cos 𝑥
 

tanحيث   𝑥 =
sin 𝑥

cos𝑥
 

𝑐′(𝑥). cos 𝑥 =
1

cos 𝑥
 ⟹ 𝑐′(𝑥) =

1

cos2 𝑥
 

𝑐(𝑥) = tan 𝑥 + 𝑐1 
𝑦2 = (tan𝑥 + 𝑐1). cos 𝑥 

𝑦الحل العام هو   = 𝑦1 + 𝑦2 

4- 𝑦′ +
3

𝑥
𝑦 =

2

𝑥3
 

 الحل:

 نوجد الحل العام بدون طرف ثانٍ 
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𝑦′ +
3

𝑥
𝑦 = 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
3

𝑥
𝑦 = 0 

𝑑𝑦

𝑦
= −

3

𝑥
𝑑𝑥 

ln|𝑦| = −3 ln|𝑥| + ln|𝑐| 

ln |
𝑦

𝑐
| = ln|𝑥−3|  ⇒ 𝑦 = 𝑥−3. 𝑐  

 𝑥تابع لـ   𝑐نوجد  

𝑦1 = 𝑥
3. 𝑐(𝑥) 

𝑦1
′ = 𝑐′(𝑥)𝑥−3 − 3𝑐(𝑥)𝑥−4 

 𝐼نعوض في 

𝑐′(𝑥)𝑥−3 − 3𝑐(𝑥)𝑥−4 +
3

𝑥
𝑐(𝑥)𝑥−3 =

2

𝑥3
 

𝑐′(𝑥)𝑥−3 =
2

𝑥3
 ⟹ 𝑐′(𝑥) = 2 

𝑐(𝑥) = 2𝑥 + 𝑐1  ⟹ 𝑦2 = (2𝑥 + 𝑐1)𝑥
−3 

𝑦الحل العام يكون  = 𝑦1 + 𝑦2 

 طريقة برنولي:

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)… (1) 
𝑦نفرض أن  = 𝑢. 𝑣   حيث𝑣 = 𝑣(𝑥)    و𝑢 = 𝑢(𝑥) 

′𝑦لنحصل على  𝑦نشتق  = 𝑢′𝑣 + 𝑣′𝑢  
𝑢′𝑣(:                1نعوض في ) + 𝑢𝑣′ + 𝑝(𝑥)𝑢. 𝑣 = 𝑞(𝑥) 

𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ + 𝑝(𝑥)𝑣) = 𝑞(𝑥)… (2) 
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 نفرض أنّ:
𝑣′ + 𝑝(𝑥)𝑣 = 0 

 و هي معادلة قابلة لفصل المتحولات
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −𝑝(𝑥)𝑣  →  

𝑑𝑣

𝑣
= −𝑝(𝑥)𝑑𝑥 → نكامل → ln|𝑣| = −∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 

𝑣    و منه فإن = 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 …∗ 
 (2نعوض* في )

𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 .
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 0 = 𝑞(𝑥) 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑞(𝑥). 𝑒∫𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑢     و منه فإن:  = 𝑞(𝑥). 𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥  𝑑𝑥 

𝑢 = ∫𝑞(𝑥). 𝑐1. 𝑒
∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 . 𝑑𝑥 

.𝑢نعوض  𝑣  في الفرض𝑦 = 𝑢. 𝑣   وهو الحل العام بطريقة برنولي 

 على طريقة برنولي(. دالحل العام للمعادلة التفاضلية ) بالاعتما أوجد       وظيفة

𝑦′ −
2𝑥

𝑥2 + 3
𝑦 = (𝑥2 + 3)𝑐𝑜𝑠𝑥… (1) 

(𝑥2 + 1)𝑦′ + 3𝑥𝑦 = 6𝑥 … . (2)  
"اكبر ضعف هو الاستسلام وافضل طريقة للنجاح هي المحاولة اكثر من مرة 

 واحدة"

 انتهت المحاضرة 

 *عُلا الدالاتيضراما عوإعداد:


