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 دكتور المادة: خليل يحيى◄

 عنوان المحاضرة:عوامل التكميل◄المحاضرة :العاشرة  ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة : المحتوى العلمي :

 طرق اخرى لإيجاد عوامل التكميل -1
 حل المعادلات التفاضلية الخطية بواسطة عوامل التكميل -2

 لمعادلة:لتكن لدينا ا

𝑀(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑦 = 0… (1) 

 من الشكل: تامةغير غير تامة و (1)إذا كانت المعادلة 

𝑥.𝑀(𝑥, 𝑦) + 𝑦. 𝑁(𝑥, 𝑦) ≠ 0 

 عندئذٍ عامل التكميل يكون من الشكل:

μ =
1

𝑀. 𝑥 + 𝑁. 𝑦
 

 :كان الشرطغير تامة وغير متجانسة  (1)أمّا إذا كانت المعادلة 

x.M(x, y) − y. N(x, y) ≠ 0 

 وكانت المعادلة المعطاة بالشكل:

𝑦. 𝑓1(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥 + 𝑥. 𝑓2(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑦 = 0 

 عندئذٍ عامل التكميل يكون من الشكل:

𝜇 =
1

𝑀𝑥 − 𝑁𝑦
 

 مثال توضيحي:

 أوجد عامل التكميل للمعادلة التفاضلية ثمّ أوجد الحل العام لها:

 نظري
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(𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2). 𝑑𝑥 − (𝑥3 − 3𝑥2𝑦). 𝑑𝑦 = 0… (∗) 

 الحل:

 لنبرهن أنها تامة أم لا:

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦2 ⇒
𝑑𝑀

𝑑𝑦
= 𝑥2 − 4𝑥𝑦 

𝑁(𝑥, 𝑦) = −𝑥3 + 3𝑥2𝑦 ⇒
𝑑𝑁

𝑑𝑥
= −(3𝑥2 − 6𝑥𝑦) 

أي أنّ المعادلة التفاضلية ليست تامة ونلاحظ أنها متجانسة أي أنهّا من الحالة الأولى لنتحقق من الشرط 

 وهو: الثاني ألا

𝑥.𝑀(𝑥, 𝑦) + 𝑦. 𝑁(𝑥, 𝑦) ≠ 0 

⇒ 𝑥.𝑀(𝑥, 𝑦) + 𝑦.𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 − 2𝑥2𝑦2 − 𝑥3𝑦 + 3𝑥2𝑦2𝑏 = 𝑥2𝑦2 ≠ 0 

 أيّ أنّ الشرط محقق ومنه يكون عامل التكميل:

𝜇 =
1

𝑀. 𝑥 + 𝑁. 𝑦
⇒ 𝜇 =

1

𝑥2𝑦2
 

 : 𝜇نضرب طرفي المعادلة )*( ب 

x2𝑦 − 2𝑥𝑦2

𝑥2𝑦2
. 𝑑𝑥 − (

𝑥3

𝑥2𝑦2
−
3𝑥2𝑦

𝑥2𝑦2
) . 𝑑𝑦 = 0 

⇒ (
1

𝑦
−
2

𝑥
) . 𝑑𝑥 − (

𝑥

𝑦2
−
3

𝑦
) . 𝑑𝑦 = 0 

 أصبحت المعادلة التفاضلية تامة والآن لنوجد الحل العام:

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫𝑀(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

= ∫(
1

𝑦
−
2

𝑥
). 𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) =

𝑥

𝑦
− 2 ln 𝑥 + 𝜑(𝑦) 

 : 𝑦نشتق جزئياً بالنسبة ل
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𝜕𝐹

𝜕𝑦
= −

𝑥

𝑦2
+ φ′(𝑦) = −

𝑥

𝑦2
+
3

𝑦
 

𝜑′(𝑦) =
3

y
→  φ(y) = 3 ln|y| 

 : φ(𝑦)نعوض قيمة 

𝐹(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑦
− 2 ln 𝑥 − 3 ln 𝑦 = 𝑐 

 أوجد عامل التكميل ثمّ أوجد الحل العام:: 2مثال 

𝑦(𝑥𝑦 + 2𝑥2𝑦2). 𝑑𝑥 + 𝑥(𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦2). 𝑑𝑦 = 0… (∗) 

 الحل:

M(x, y) = xy2 + 2x2y3 ⇒
dM

dy
= 2xy + 6x2y2 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑦2 ⇒
𝑑𝑁

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦 − 3𝑥2𝑦2 

 أي أنهّا ليست تامة وليست متجانسة ونلاحظ أنهّا من الشكل:

𝑦. 𝑓1(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥 + 𝑥. 𝑓2(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑦 = 0 

𝑀𝑥نبرهن أنّ  − 𝑁𝑦 ≠ 0 : 

𝑀𝑥 − 𝑁𝑦 = 𝑥2𝑦2 + 2𝑥3𝑦3 − 𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦3 = 3𝑥3𝑦3 ≠ 0 

 فيكون عامل التكميل من الشكل:

𝜇 =
1

𝑀. 𝑥 − 𝑁. 𝑦
=

1

3𝑥3𝑦3
 

 لتصبح تامة ثمّ نوجد الحل العام: 𝜇نضرب المعادلة )*( ب 

(
𝑥𝑦2 + 2𝑥2𝑦3

3𝑥3𝑦3
) . 𝑑𝑥 + (

1

3𝑥𝑦2
−
1

3𝑦
) . 𝑑𝑦 = 0 



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Maths_WhatsApp : 0991921144                 Facebook_Page : IOM               F.B Group : Syria Math 2nd year 
 

4 

(
1

3𝑥2𝑦
+
2

3𝑥
) . 𝑑𝑥 + (

1

3𝑥𝑦2
−
1

3𝑦
) . 𝑑𝑦 = 0 

 الحل العام:

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫𝑀(𝑥, 𝑦). 𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) = ∫
𝑑𝑥

3𝑥2𝑦
+
2𝑑𝑥

3𝑥
 + 𝜑(𝑦) 

= −
1

3𝑦𝑥
+
2

3
ln 𝑥 + 𝜑(𝑦) 

 : 𝑦زئياً بالنسبة ل والآن نشتق ج

∂F

∂y
=

1

3𝑥𝑦2
+ 𝜑′(𝑦) = 𝑁(𝑥, 𝑦) 

1

3xy2
+ φ′(y) =

1

3xy2
−
1

3𝑦
 

φ′(𝑦) = −
1

3𝑦
−

نكامل
⇒ 𝜑(𝑦) = −

1

3
ln 𝑦 

 بالحل العام: 𝜑(𝑦)نعوض 

𝐹(𝑥, 𝑦) = −
1

3𝑦𝑥
−
1

3
ln 𝑦 = c 

 اوجد الحل العام لمعادلة التفاضلية التالية:: 3مثال

(𝑥3𝑦3 + 𝑥2𝑦2 + 𝑥𝑦 + 1)𝑦 𝑑𝑥 + (𝑥3𝑦3 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥𝑦 + 1)𝑥 𝑑𝑦 = 0 
 الحل:

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦4 + 𝑥2𝑦3 + 𝑥𝑦2 + 𝑦 ⇒ 
𝑑𝑀

𝑑𝑦
= 4𝑥3𝑦3 + 3𝑥2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 1 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥4𝑦3 − 𝑥3𝑦2 − 𝑥2𝑦 − 𝑥 ⇒
𝑑𝑁

𝑑𝑥
= 4𝑥3𝑦3 − 3𝑥2𝑦2 − 2𝑥𝑦 − 1 

 ومنه المعادلة غير تامة وغير متجانسة 
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𝑥𝑀 − 𝑦𝑁 = 2𝑥3𝑦3 + 2𝑥2𝑦2[𝑥𝑦 + 1] ⇒ 𝜇 =
1

2𝑥2𝑦2(𝑥𝑦 + 1)
  

 فتصبح تامة ومتجانسة ومنه: 𝜇التفاضلية بـ نضرب طرفي المعادلة 

1

2𝑥2𝑦2(𝑥𝑦 + 1)
(𝑥3𝑦3 + 𝑥2𝑦3 + 𝑥𝑦2 + 𝑦)𝑑𝑥

+
1

𝑥2𝑦2(𝑥𝑦 + 1)
(𝑥4𝑦3 − 𝑥3𝑦2 − 𝑥2𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0   

 وبعدها نوجد الحل العام ...

 

  :مثال 

𝑥2𝑦𝑑𝑥 − (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦 = 0 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦   ⟹
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝑥2 

𝑁(𝑥, 𝑦) = −𝑥3 − 𝑦3    ⇒
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= −3𝑥2 

 : غير تامة و متجانسة ة فالمعادل

𝑥𝑀 + 𝑦𝑁 = 𝑥3𝑦 − 𝑥3𝑦 − 𝑦4 = −𝑦4 ≠ 0 

𝜇 =
−1

𝑦4
 

 : 𝜇 ـب  طرفي المعادلةنضرب 

−
1

𝑦4
(𝑥2𝑦) 𝑑𝑥 +

1

𝑦4
 (𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑦 = 0  

−
𝑥2

𝑦3
𝑑𝑥 + (

𝑥3

𝑦4
+
1

𝑦
)𝑑𝑦 = 0 

 : نوجد الحل العام ن الآ
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𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫−
𝑥2

𝑦3
𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) = −

𝑥3

3𝑦3
+ 𝜑(𝑦) 

  : y ـلنشتق 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
=
𝑥3

𝑦4
+ 𝜑′(𝑦) 

 :تكميل ( في المعادلة الجديدة بعد الضرب بعامل ال ) 𝑁مع طابق ن

𝑥3

𝑦4
+ 𝜑′(𝑦) =

𝑥3

𝑦4
+
1

𝑦
 

𝜑′(𝑦) =
1

𝑦
 

𝜑(𝑦) = ln(𝑦) + 𝑐 
 :  𝐹في نعوض 

𝐹(𝑥, 𝑦) = −
𝑥3

3𝑦3
+ ln(𝑦) + 𝑐 

 

 

 انتهت المحاضرة 

 تيراما عوض*علُا الدالاإعداد:

 


