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 بشار الحسين المادة: دكتور ◄

                           لثانية عشرا  :المحاضرة ◄

0إذا كانت  مبرهنة : → 𝑀
𝑓
→𝑁

𝑔
→ 𝑃 → 0… . .  متتالية تامة فإن فإن القضيتين متكافئان : (3)

 ( منشطرة من اليمين 3المتتالية ) -1

2- 𝐾𝑒𝑟𝑔 حد مكمل مباشر في𝑁 

 البرهان : 

 (2) ⇐ :π( منشطرة من اليمين وليكن 3لنفرض أن المتتالية )  (1) 𝜌 → 𝑁 

 بحيث : تشاكل منشطر 

𝑔𝜊𝜋 = 𝐼𝑃 … . . (∗) 

𝑛∀من جهة ثانية  ∈ 𝑁 

𝑔(𝑛 − (𝜋𝜊𝑔)(𝑛)) = 𝑔(𝑛) − 𝑔(𝜋𝜊𝑔(𝑛)) 

𝑔(𝑛) − (𝑔𝜊𝜋)(𝑔(𝑛)) 

⇐من  (∗) 𝑔(𝑛) − 𝐼𝑃  . 𝑔(𝑛) = 𝑔(𝑛) − 𝑔(𝑛) = 0 

⇒ 𝑔(𝑛 − (𝜋𝜊𝑔)(𝑛)) = 0 

𝑛 − (𝜋𝜊𝑔)(𝑛) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔 

 ومن ثم إن :

(𝜋𝜊𝑔)(𝑛) = 𝜋(𝑔(𝑛)) ∈ 𝐼𝑚𝜋 

⇒ 𝑛 ∈ 𝐼𝑚𝜋 + 𝐾𝑒𝑟𝑔 

⇒ 𝑵 = 𝑰𝒎𝝅 +𝑲𝒆𝒓𝒈 

 لإثبات أن المجموع مباشر يجب برهان 

𝐼𝑚𝜋 ∩ 𝐾𝑒𝑟𝑔 = {0} 
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𝑥 ∈ 𝐼𝑚𝜋 ∩ 𝐾𝑒𝑟𝑔 

𝑥أي  ∈ 𝐼𝑚𝜋  ∃𝑝 ∈ 𝑃 ∶  𝜋(𝑝) =  𝑥 

𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔  ∶ 𝑔(𝑥) = 0 

⇒ 𝑔(𝑥) =⏞
𝜋(𝑝)=𝑥

𝑔(𝜋(𝑝)) = (𝑔𝜊𝜋)(𝑝) = 𝐼𝑃(𝑝) = 𝑝 

⇒ 𝑝 = 0 ⇒ 𝜋(0) = 𝑥 ⇒ 𝑥 = 0 

⇒ 𝐼𝑚𝜋 ∩ 𝐾𝑒𝑔 = 0 

⇒ 𝑁 = 𝐼𝑚𝜋⨁𝐾𝑒𝑟𝑔 

 (1) ⇐ 𝐴عندئذ يوجد  𝑁حد مكمل مباشر في  𝐾𝑒𝑟𝑔لنفرض أن  (2) ⊆ 𝑁  مودول جزئي من𝑁  

𝑁بحيث :  = 𝐾𝑒𝑟𝑔⨁𝐴  من اجل𝑛 ∈ 𝑁   فإن𝑛  تكتب على شكل وحيد 

𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔 ∶   𝑎 ∈ 𝐴  

𝑛 = 𝑥 + 𝑎… . . (1) 

  𝐴على   𝑔مقصور التشاكل المودولي   𝑔𝐴لنأخذ 

 :  𝑔( ب 1نصور )

𝑔(𝑛) = 𝑔(𝑥 + 𝑎) = 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑎) 

 تماثل  𝑔𝐴ونبرهن أن 

 غامر  𝑔𝐴غامر فإن   𝑔بما أن 

𝑎متباين وذلك لانه إذا كان  𝑔𝐴و  ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑔𝐴  ومنه𝑔𝐴(𝑎) = 0 

 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝑟𝑔  

𝑎وبما ان  ∈ 𝐴  فإن𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐾𝑒𝑟𝑔  كون𝑁   تكتب على شكل مجموع مباشر لمودولين𝐴 

 𝐾𝑒𝑟 𝑔 و

𝑁 = 𝐴⨁𝐾𝑒𝑟𝑔 

⇒ 𝑎 = 0 

 متباين  𝑔𝐴فإن 
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 وهو تشاكل مودولي عندئذ :

𝑔𝐴: 𝐴 → 𝑃 

𝑔𝐴𝜊𝑔𝐴تماثل مودولي بحيث 
−1 = 𝐼𝐴 ( تامة و 3وكون )𝑔  : غامر فإنه يوجد دوما تشاكل 

π: 𝑃 → 𝑁 

𝑝∀بحيث يحقق  ∈ 𝑃   ;  𝜋(𝑝) = 𝑔𝐴
−1(𝑝) 

(𝑔𝜊𝜋)(𝑝) = 𝑔(𝜋(𝑝)) 

= 𝑔(𝑔𝐴
−1(𝑝)) = 𝐼𝑝(𝑃) = 𝑃  

𝑔𝜊𝜋 = 𝐼𝑃 

 ( منشطرة من اليمين 3تشاكل منشطر فإن المتتالية ) πومنه فإن 

,𝑀1ليكن  تعريف: 𝑀2  مودوليين جزئيين من المودول𝑀  على الحلقة𝑅  وليكن𝑀 = 𝑀1⊕𝑀2 

𝑚∀عندئذ  ∈ 𝑀  : فغنه يكتب بالشكل الوحيد 

𝑚 = 𝑚1 +𝑚2   ∶   𝑚1 ∈ 𝑀1, 𝑚2 ∈ 𝑀2 

 ونسمي التطبيق

 𝑃:𝑀 → 𝑀1 

𝑚 ↦ 𝑚1 

 𝑀2موازي ل  𝑀1الاسقاط على 

𝑓:𝑀نقول عن التشاكل    𝑅مودولا على الحلقة   𝑀ليكن  تعريف : → 𝑀 

𝑓𝜊𝑓أنه جامد إذا كان  = 𝑓 

𝑀إذا كان  مبرهنة : = 𝑀1⨁𝑀2  حيث(𝑀  مودول على حلقة𝑅  وحيث𝑀1, 𝑀2  مودولين جزئيين

 (𝑀من 

𝑓:𝑀وكان  → 𝑀1  إسقاط𝑀1  موازٍ ل𝑀2  : فإن القضايا الآتية صحيحة 

1- 𝑀1 = 𝐼𝑚𝑓 = {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑥} 

2- 𝑀2 = 𝐾𝑒𝑟𝑓 

3- 𝑓  جامد 
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𝐼𝑚𝑓إن  (1 = 𝑀1  من التعريف ويجب إثبات أن 

𝑀1 = 𝐼𝑚𝑓 = {𝑥 ∈ 𝑀: 𝑓(𝑥)⏟        
𝐴

= 𝑥} 

𝑀1أي علينا إثبات أن  ⊆ 𝐴 و𝐴 ⊆ 𝑀1   

∀𝑚1 ∈ 𝑀1 ;   𝑚1 = 𝑚1 + 0  

⟹ 𝑓(𝑚1) = 𝑚1 

⟹𝑚1 ∈ {𝑥 ∈ 𝑀; 𝑓(𝑥) = 𝑥} 

⟹𝑀1 ⊆ {𝑥 ∈ 𝑀 ; 𝑓(𝑥) = 𝑥} 

⟹𝑀1 = 𝐼𝑚 𝑓 = {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑥 } 

2) ∀𝑚 ∈ 𝑀  فإن𝑚  : يكتب بشكل وحيد 

𝑚 = 𝑚1 +𝑚2;𝑚1 ∈ 𝑀1 , 𝑚2 ∈ 𝑀2 

𝑓(𝑚2) = 0 

⟹𝑚2 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑓 

𝑀2 ⊆ 𝐾𝑒𝑟 𝑓  

⟹ 𝑥 إما = 0 ∈ 𝑀2 

 ⟹ 𝑥 أو = 0 +𝑚2 ∈ 𝑀2 

𝐾𝑒𝑟 𝑓 ⊆ 𝑀2 

𝐾𝑒𝑟𝑓إذا  = 𝑀2 

3) ∀𝑚 ∈ 𝑀 فY ن𝑓(𝑚) = 𝑚1  وبالتالي فإن 

(𝑓𝜊𝑓)𝑚 = 𝑓(𝑓(𝑚)) = 𝑓(𝑚) = 𝑚1 = 𝑓(𝑚) 

𝑓𝜊𝑓إذا  = 𝑓 .. أي انه جامد 

 


