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  خليل يحيى المادة: دكتور ◄

 عوامل التكميل  عنوان المحاضرة: ◄                             التاسعة :المحاضرة ◄

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  العلمي :المحتوى 

 عوامل التكميل-1

 اذا لم تكن المعادلة التفاضلية :تعريف: 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 
𝜇تامة فاننا نوجد دالة  = 𝜇(𝑥, 𝑦) : اذا ضربنا بها طرفي المعادلة 

𝜇(𝑥, 𝑦) ∗ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝜇(𝑥, 𝑦) ∗ 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 
 فتصبح تامة .

𝜇عندئذ نسمي الدالة : = 𝜇(𝑥, 𝑦) .بعامل التكميل 

 وبالتالي يكون لدينا:

𝑑𝜇(𝑥, 𝑦) ∗ 𝑀(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑦
=

𝑑𝜇(𝑥, 𝑦) ∗ 𝑁(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑥
 

,𝑀وللاختصار نكتب :  𝑁, 𝜇: 

𝑀
𝑑𝜇

𝑑𝑦
+ 𝜇

𝑑𝑀

𝑑𝑦
= 𝑁

𝑑𝜇

𝑑𝑥
+ 𝜇

𝑑𝑁

𝑑𝑥
 

𝜇فقط أي:  𝑥تابع ل  𝜇ومنه اذا كان  • = 𝜇(𝑥)  

⟹ 𝑀
𝑑𝜇

𝑑𝑦
− 𝑁

𝑑𝜇

𝑑𝑥
= 𝜇 (

𝑑𝑁

𝑑𝑥
−

𝑑𝑀

𝑑𝑦
) 

𝑁−و بالتالي :  
𝑑𝜇

𝑑𝑥
= 𝜇 (

𝑑𝑁

𝑑𝑥
−

𝑑𝑀

𝑑𝑦
) 
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𝑑𝜇
𝑑𝑥
𝜇

=

𝑑𝑀
𝑑𝑦

−
𝑑𝑁
𝑑𝑥

𝑁
 

نرمز:   

𝑑𝑀

𝑑𝑦
−

𝑑𝑁

𝑑𝑥

𝑁
= Ψ(𝑥) 

∫
𝑑𝜇

𝜇
= ∫

𝑑𝑀
𝑑𝑦

−
𝑑𝑁
𝑑𝑥

𝑁
 𝑑𝑥 

ln|𝜇| = ∫ Ψ(𝑥)𝑑𝑥 

⟹ 𝜇 = 𝑒∫ Ψ(𝑥)𝑑𝑥 

 عامل التكميل للمعادلة التفاضلية.

𝜇فقط:  yتابع ل  𝜇أما اذا كان  • = 𝜇(𝑦) 

𝑀
𝑑𝜇

𝑑𝑦
= 𝜇 [(

𝑑𝑁

𝑑𝑥
) − (

𝑑𝑀

𝑑𝑦
)] 

𝑑𝜇
𝑑𝑦

𝜇
=

𝑑𝑀
𝑑𝑦

−
𝑑𝑁
𝑑𝑥

−𝑀
 ∶  حيث

⟹ 𝜇 = 𝑒∫ Ψ(𝑦)𝑑𝑦 

Ψ(𝑦)حيث :   =

𝑑𝑀

𝑑𝑦
−

𝑑𝑁

𝑑𝑥

−𝑀
    

 أوجد الحل العام للمعادلة الاتية:

(1 − 𝑥2𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥2(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 
 الحل:
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𝑀(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥2𝑦 ⟹
𝑑𝑀

𝑑𝑦
= −𝑥2 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 − 𝑥3 ⟹
𝑑𝑁

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 

 

 ....و بالتالي المعادلة غير تامة.....اذا لنوجد عامل التكميل

𝑑𝑀
𝑑𝑦

−
𝑑𝑁
𝑑𝑥

𝑁
=

−𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑥2

𝑥2(𝑦 − 𝑥)
= (−

2𝑥𝑦(𝑦 − 𝑥)

(𝑥2(𝑦 − 𝑥)
) =

−2

𝑥
⟹ 𝜇 = 𝑒∫

−2
𝑥  𝑑𝑥 

⟹   𝜇 =
1

𝑥2
 

 ونوجد الحل العام : 𝜇نضرب طرفي المعادلة التفاضلية ب 

(𝑥−2 − 𝑦𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

نلاحظ أن : 
𝑑𝑀

𝑑𝑦
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
 

 وبالتالي المعادلة التفاضلية تامة ....اذا لنوجد الحل العام:

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

= ∫(𝑥−2 − 𝑦)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

= −
1

𝑥
− 𝑦𝑥 + 𝜑(𝑦) ⟹

𝑑𝐹

𝑑𝑦
= −𝑥 + 𝜑′(𝑦) = 𝑦 + 𝑥 

⟹ 𝜑′(𝑦) = 𝑦 ⟹ 𝜑(𝑦) =
1

2
 𝑦2 

 الحل العام هو: 

⟹
𝑑𝑀

𝑑𝑦
+

𝑑𝑁

𝑑𝑥
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𝐹(𝑥, 𝑦) =
−1

𝑥
− 𝑦𝑥 +

1

2
𝑦2 = 𝑐 

 أوجد الحل العام للمعادلة:

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥)𝑑𝑥 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 
 الحل:

𝑑𝑀

𝑑𝑦
= 2𝑦 ≠

𝑑𝑁

𝑑𝑥
= 𝑦 

 < --و منه المعادلة غير تامة......لنوجد عامل التكامل....

𝑑𝑀
𝑑𝑦

−
𝑑𝑁
𝑑𝑥

𝑁
=

2𝑦 − 𝑦

𝑥𝑦
=

1

𝑥
⟹ 𝜇 = 𝑒∫

1
𝑥 𝑑𝑥 

⟹ 𝜇 = 𝑥 
 وهو عامل التكميل.

 فتصبح المعادلة التفاضلية:

(𝑥3 + 𝑥𝑦2 + 𝑥2)𝑑𝑥 + 𝑥2𝑦 𝑑𝑦 = 0 
𝑑𝑀

𝑑𝑦
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
      

 ومنه المعادلة تامة......الأن لنوجد الحل العام:

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

= ∫ 𝑥3 + 𝑥𝑦2 + 𝑥2 + 𝜑(𝑦) =
1

4
 𝑥4 +

1

2
 𝑥2𝑦2 +

1

3
 𝑥3 + 𝜑(𝑦) 

𝑑𝐹

𝑑𝑦
= 𝑥2𝑦 + 𝜑′(𝑦) = 𝑁(𝑥, 𝑦) 

⟹ 𝑥2𝑦 + 𝜑′(𝑦) = 𝑥2𝑦 ⟹ 𝜑′(𝑦) = 0 ⟹ 𝜑(𝑦) = 𝑐 
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 اذا الحل العام هو:

𝐹(𝑥, 𝑦) =
1

4
𝑥4 +

1

2
+ 𝑥2𝑦2 +

1

3
𝑥3 = 𝑐 

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الأتية:مثال: 

(2𝑥𝑦4𝑒𝑦 + 2𝑥𝑦3 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥2𝑦4𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦2 − 3𝑥)𝑑𝑦 = 0 
 الحل:

𝑀(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦4𝑒𝑦 + 2𝑥𝑦3 + 𝑦 ⟹
𝑑𝑀

𝑑𝑦
= 8𝑥𝑦3𝑒𝑦 + 2𝑥𝑦4𝑒𝑦 + 6𝑥𝑦2 + 1 

𝑁(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦4𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦2 − 3𝑥 ⟹
𝑑𝑁

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦4𝑒𝑦 − 2𝑥𝑦2 − 3 

 نلاحظ أن:
𝑑𝑀

𝑑𝑦
≠

𝑑𝑁

𝑑𝑥
 ومنه المعادلة غير تامة .. ⟸     

 :( التكميل)ولنوجد عامل التكامل أو 

𝑑𝑀
𝑑𝑦

−
𝑑𝑁
𝑑𝑥

−𝑀
=

8𝑥𝑦3𝑒𝑦 + 8𝑥𝑦2 + 4

−2𝑥𝑦4𝑒𝑦 − 2𝑥𝑦3 − 𝑦
=

4

−𝑦
 

⟹ 𝜇 = 𝑒
∫ −

4
𝑦 𝑑𝑦

⟹ 𝜇 =
1

𝑦4
 

 : 𝜇نضرب المعادلة التفاضلية ب 

(2𝑥𝑒𝑦 + 2𝑥𝑦−1 + 𝑦−3)𝑑𝑥 + (𝑥2𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦−2 − 3𝑥𝑦−4)𝑑𝑦 = 0 

نلاحظ أن:    
dM

dy
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
 

 و منه المعادلة تامة ....اذا لنوجد الحل العام:

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 
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= ∫(2𝑥𝑒𝑦 + 2𝑥𝑦−1 + 𝑦−3)𝑑𝑥 + 𝜑(𝑦) 

= 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑥2𝑦−1 + 𝑥𝑦−3 + 𝜑(𝑦) 

⟹
𝑑𝐹

𝑑𝑦
= 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦−2 − 3𝑥𝑦−4 + 𝜑′(𝑦) = 𝑥2𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦−2 − 3𝑥𝑦−4 

⟹ 𝜑′(𝑦) = 0 ⟹ 𝜑(𝑦) = 𝑐 
 ومنه فالحل العام يكون:

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑒𝑦 + 𝑥2
1

𝑦
+

𝑥

𝑦3
= 𝑐 

 

 انتهت المحاضرة 


