
 الفصل الثاني:

 التوابع المتزايدة و التوابع المتناقصة

 بين مجموعتين مرتبتين 

 

 :التابع المتزايد والتابع المتناقص بين مجموعتين مرتبتين -2-1

 :تعريف .2-1-1

 مجموعتين مرتبتين، نقول عن التابع (    ) (    )لتكن 

  (    )  (    )  

 ذا كان:إذا و فقط إ متزايدإنه 

          (              ( )    ( )   ) 

 إذا و فقط إذا كان: متناقص إنهو نقول عنه 

          (              ( )    ( )   ) 

 كانأي 

          (              ( )    ( )   ) 

 نتيجة: .2-1-2

  (    ) (    )          متزايد   (    )   .متناقص    (    ) 

 مثال: .2-1-3

(    )إذا كانت   (    )  ، فإنه يكون التابع(   ) 

  (    )  (    )  

 بالمعنى  التحليلي المألوف. ا  كان متزايدو فقط إذا متزايد إذا 

 (1) تمرين

 بع التالي متزايد، أثبت أن التا      مجموعة ما غير خالية، و لتكن   لتكن 

   ( ( )  )  ( ( )  )  

                           ( )      
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 (2) تمرين

 مجموعة ما غير خالية، أثبت أن التابع التالي متناقص  لتكن 

  ( ( )  )  ( ( )  )  

                          ( )      

 (3) تمرين

 التابعان المعرفان كما يليليكن 

  (   )  ( ( )  )                 ( )         

  (   )  ( ( )  )                 ( )         

 متناقص.  متزايد بينما   أن أثبت 

 (4) تمرين

 متزايد ينالتالي ينالتابع من كل تابع ما، أثبت أن      ليكن 

 ⃗  ( ( )  )  ( ( )  )     

                         ⃗( )   { ( )     }      

    ⃖  ( ( )  )  ( ( )  )  

                            ⃖( )   {     ( )   } 

 

 (up-sets)و المجموعات العليا  (down-sets)الدنيا  المجموعات -2-2

 تعريف: .2-2-1

مجموعة دنيا في المجموعة   ، سندعو المجموعة    مجموعة مرتبة، و لتكن  (   )لتكن 

 لشرط التالي:إذا حققت ا (   )المرتبة 

              (       ) 

 أي

(   )  (   )  (   )  (   ) 

دنيا في المجموعة المرتبة  إذا كانت  (   )في المجموعة المرتبة إنها عليا   وسنقول عن المجموعة 

(   ). 
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 ملاحظة: .2-2-2

وكون )حسب جبر المنطق  وعليا من التعريف السابق نستنتج أن المجموعة الخالية هي مجموعة دنيا

خاطئة(، و بالتالي كل مجموعة مرتبة ستحوي   يكون صحيحا  إذا كانت القضية     الاقتضاء 

 .   مجموعتين دنيتَين على الأقل هما 

 (5تمرين )

 ؟  (   )المجموعة المرتبة  في و المجموعات العليا ما هي المجموعات الدنيا

 (6تمرين )

 ؟  (  ({     }) )في المجموعة المرتبة  عات العلياو المجمو أوجد جميع المجموعات الدنيا

 (7تمرين )

 أثبت أن تقاطع مجموعتين دنيتين هو مجموعة دنيا. -1

 أثبت أن اجتماع مجموعتين دنيتين هو مجموعة دنيا. -2

 .جموعة علياأثبت أن تقاطع مجموعتين عليتين هو م -3

 أثبت أن اجتماع مجموعتين عليتين هو مجموعة عليا. -4

 

  (Principal down-sets) الأساسية وعات الدنياالمجم -2-3

 تعريف: .2-3-1

ف المجموعة الدنيا الأساسية المقابلة للعنصر  (   )لتكن   بأنها    مجموعة مرتبة، نعرِّ

    {        } 

ف المجموعة الدنيا الأساسية المقابلة للعنصر   بأنها    وبشكل مشابه نعرِّ

    {        } 

ة الدنيا(، كما أن كل من الواضح أن كل مجموعة دنيا أساسية هي مجموعة دنيا )حسب تعريف المجموع

 يا )حسب تعريف المجموعة العليا(. علعليا أساسية هي مجموعة مجموعة 

لكن العكس غير صحيح بالضرورة، فقد تكون المجموعة الدنيا ليست دنيا أساسية، مثال ذلك المجموعة 

 .(   )في المجموعة المرتبة        الدنيا التالية 

كما أن تقاطع مجموعتين دنيتين أساسيتين ليس بالضرورة مجموعة دنيا أساسية، وكذلك اجتماع 

 ، و التمرين التالي يبين ذلكضرورة مجموعة دنيا أساسيةمجموعتين دنيتين أساسيتين ليس بال
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 (8تمرين )

 المعرفة بالعلاقات، (  {       })لتكن المجموعة المرتبة 

                 

 .            أوجد  -1

 .                  أوجد  -2

 ماذا تستنتج؟ دنيا أساسية ؟                   هل كل من المجموعتين  -3

 (9تمرين )

 .      فإن     و كان  (   )دنيا في المجموعة المرتبة   أثبت أنه إذا كانت المجموعة 

 (11تمرين )

 فإن      ، ومن أجل كل (   )أثبت أنه في أي مجموعة مرتبة 

              

 هنة:مبر .2-3-2

تابع ما، عندئذٍ الشروط الثلاث         مجموعتين مرتبتين، و ليكن   (    ) (    )لتكن 

 التالية متكافئة:

(    )  التابع    -1  متزايد.  (    ) 

(    )  الصورة العكسية وفق  -2  لأي مجموعة دنيا أساسية هي مجموعة دنيا. (    ) 

(    )  سية وفق الصورة العك -3  لأي مجموعة عليا أساسية هي مجموعة عليا. (    ) 

 الإثبات:

( )  ( ) 

(    )   لنفرض أن التابع   ، ولنبرهن  مجموعة دنيا أساسية في    متزايد، و لتكن  (    ) 

 أن 

 ⃖(  )  {      ( )    } 

 . مجموعة دنيا في  

(   )  (   ⃖(  ))  (   )   ( ( )    )  (   )  

                                                              ( ( )   )  (   ) 

                                                                           ( ( )   ( ))  ( ( )   ) 
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                                      ( )    

                                         ( )       

                                            ⃖(  )  

( )  ( ) 

(    )  الصورة العكسية وفق لنفرض أن  لأي مجموعة دنيا أساسية هي مجموعة  (    ) 

 متزايد، أي لنفرض أن   ، و لنبرهن أن دنيا

        (   )  (   )  (   ⃖(  ))      ⃖(  )  

 و لنبرهن أن 

           ( )    ( ) 

 أي لنبرهن أن 

         ( )   ( )  

 أي لنبرهن أن 

          ⃖( ( ) )  

 أي لنبرهن أن

     ⃖( ( ) )  

( ( ) )⃖ نيا و د ( ( ) )⃖ وهذا ينتج من كون المجموعة    . 

( )  ( ) 

(    )  لنفرض أن التابع     ، و بالتالي فإن التابع  متزايد  (    ) 

  (    )  (    ) 

(    )     الصورة العكسية وفقفإن  (   ) حسب  متزايد، و بالتالي لأي   (    ) 

  الصورة العكسية وفقي أن موعة دنيا أساسية هي مجموعة دنيا، أمج

  (    )  (    ) 

 موعة عليا أساسية هي مجموعة عليا.لأي مج 
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( )  ( ) 

(    )    الصورة العكسية وفقلنفرض أن  موعة عليا أساسية هي مجموعة لأي مج  (    ) 

(    )    الصورة العكسية وفق عليا، و بالتالي فإن موعة دنيا أساسية هي لأي مج  (    ) 

 فإن التابع (   ) حسب  مجموعة دنيا، و بالتالي 

  (    )  (    ) 

 متزايد، ومنه  فالتابع             

  (    )  (    ) 

  متزايد. 

 


