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 99/2/2192المحاضرة الأولى                                                                       

 

   فضائٌن شعاعٌٌن فوق الحقل     لٌكن التطبٌق الخطً:

 ٌحقق الشرطٌن:      ٌسمى كل تطبٌق 

    (      (    (   

                                         (      (                                    

 ٌق خطً)محول خطً( همومورفٌزم فضاءات شعاعٌة .ببتط

 شرط واحد وهو: ٌكافئان   و    وأن الشرطٌن 

 (         (     (                                    

 تطبٌقاً خطٌاً فإن:      إذا كان  نظرٌة:

    (     

                                            (      (                    

 تطبٌقاً خطٌاً تسمى المجموعة:      لٌكن تعرٌف:

            (      

 .      بنواة التطبٌق الخطً وٌرمز لها بالرمز 

 تطبٌقاً خطٌاً فإن:      إذا كان  نظرٌة:

 . هو فضاء جزئً من   لأي فضاء جزئً من   الصورة المباشرة وفق  -1

 .  هو فضاء جزئً من   جزئً من  شعاعً لأي فضاء  الصورة العكسٌة وفق  -2

 . هً فضاء شعاعً جزئً من       -3

 فإن الأشعة:  تولد            إذا كانت الأشعة  -4

   ) تولد      )       )     ) 

   )            )              (:4برهان )

                   

  تولد            وذلك لأن العناصر 

   (                   
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     (       (         (    

   ) تولد     )       )     ) وبالتالً العناصر 

 التطبٌق الخطً المعرف بالشكل:           لٌكن          مثال:

 (         (                            

 وأوجد أساساً لها.     عٌن  -1

 .   ) أوجد أساساً ل  -2

 الحل:

 نجد:     حسب تعرٌف 

       (              (         (          

      (                              

                                                                                                      

                                                                                             

 ومنه ٌنتج لدٌنا المعادلات الثلاثة:

                        

                 

                                

 المعادلات الثلاثة بطرٌقة غاوص:نحل جملة 

 نجد:   و   وبجمعها إلى     )ب   بضرب 

                         

                   

                                      

 نجد:    وبجمعها إلى     )ب    بضرب
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 نجد:     من 

       

 نجد:    بالتعوٌض فً 

                   

       

 ومنه نجد أن:

      (                                

      (            (                    

 نجد:           نجد وبفرضومنه 

        (            (                   

 ومنه نجد أن المجموعة:

  (           (          

 .     تشكل أساس ل 

 هو مجموعة الأشعة :   نعلم أن الأساس القانونً ل -

  (         (         (         (          

 ومستقلة خطٌاً:   وهً تولد 

 فحسب النظرٌة تكون مجموعة الأشعة:   وبما أنها تولد 

   (          (           (          (          

 .    ) تولد 

 ولكن:

 (         (              (         (         

  (         (                (         (          

 إذاً مجموعة الأشعة:

  (       (        (       (          

 .    ) تولد  

لنضع الأشعة الأخٌرة أسطر فً مصفوفة ونطبق علٌها عدد من التحوٌلات الأولٌة 

 المنتهٌة وذلك لكً تتحول للشكل الدرجً:
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(

  
   

 
 

  
   

 
  

) 

 بإجراء التحوٌلات التالٌة :

                      

 على المصفوفة السابقة نجد:

(

  
  

 
 

  
   

 
  

) 

 للمصفوفة الأخٌرة فنجري علٌها التحوٌلات التالٌة:أما بالنسبة 

                

 فنحصل على المصفوفة:

(

  
  

 
 

  
  

 
 

) 

أن الأسطر غٌر الصفرٌة فً  ( (9)جبر خطً )وبالتالً حسب الملاحظة المأخوذة فً

 :وبالتالً مجموعة الأشعة  )  المصفوفة الدرجٌة السابقة مستقلة خطٌاً وتولد   )

   (       (        

 وهو المطلوب.    أي أساس ل   )  تشكل أساس  ل )

 

برهن   أشعة من            تطبٌقاً خطٌاً ولتكن           لٌكن  تمرٌن:

مستقلة خطٌاً فإن     )       )     ) على أنه إذا كانت الأشعة  

 مستقلة خطٌاً.           

 البرهان:

                                    نضع        

 (                   (   

 تطبٌق خطً إذاً:  ولكن حسب الفرض 

   (       (         (      

مستقلة            إذاً الأشعة                      وحسب الفرض إذاً 

 خطٌاً.
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 متباٌناً هو أن ٌكون:      الشرط اللازم والكافً حتى ٌكون التطبٌق الخطً  نظرٌة:

         

                 )          لزوم الشرط:

  (    (   

        متباٌن   

                

 لنفرض أن  كفاٌة الشرط:

         

              (    (    (    (     

       )    خطً 

 ومنه نجد أن:

                       

   متباٌن  ومنه 

برهن   أشعة من            تطبٌقاً خطٌاً ولتكن           لٌكن  تمرٌن:

                           وكان مستقلة خطٌاً           على أنه إذا كانت الأشعة  

 مستقلة خطٌاً.               )       )     ) متباٌن فإن الأشعة 

 البرهان:

               )        )       )    نضع

 ومنه نجد: خطً ولكن 

 (                   (   

 حسب الفرض نجد:  متباٌن وبما أن 

                   

 مستقلة خطٌاً إذأً:           وبما أنه حسب الفرض 

               

 إذاً الأشعة:

 مستقلة خطٌاً وهو المطلوب.       )       )     )  
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 22/2/2192المحاضرة الثانٌة                                                                       

 

   فضاء شعاعً منته البعد فوق الحقل   لٌكن  نظرٌة:

 تطبٌقاً خطٌاً فإن:       إذا كان 

                    

 البرهان:

  متباٌن أي إذا كان          إذا كان الحالة الأولى:

     )       )     )   ولنبرهن على أن   أساس ل                لنفرض أن 

    أساس ل 

   )   بحٌث أن     عندئذٍ ٌوجد على الأقل       لٌكن  -1

 بحٌث أن:           فإنه ٌوجد سلمٌات     بما أن 

                     

                  )    )     خطً 

 (      (       (        (    

   ) تولد      )       )     )   إذاً الأشعة 

 مستقلة خطٌاً      )       )     )   لنبرهن أن مجموعة الأشعة  -2

 :            لٌكن لدٌنا    

 خطً      )        )       )   

  (                    

 ومنه نجد أن:

                          : 

                   

 مستقلة خطٌاً ومنه            ولكن 

               

 وبهذا ٌتحقق المطلوب.
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           الحالة الثانٌة: 

 منتهٍ )لأنها موجودة فً فضاء بعده منتهٍ(         فإن        بما أن 

على   إلى أساس ل      ولنوسع أساس      أساس ل                 لنفرض أن 

 النحو:

                         

 ولنبرهن على أن مجموعة الأشعة 

   (       (         (     

    ) هً أساس ل 

وبحٌث     )           )           )      =0نضع            -1

 أن:

     

 (                   

 ومه :

                     

 ومن ثم فإن:

                                 

 ومنه:

                                   

 وبما أن مجموعة الأشعة:

                         

 فهً مستقلة خطٌاً وبالتالً:  أساس ل

                     

 إذاً مجموعة الأشعة :

   (       (         (     

 مستقلة خطٌاً.
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   )   بحٌث أن     عندئذٍ ٌوجد على الأقل    )   لٌكن  -2

 فإنه توجد سلمٌات     بما أن 

 بحٌث أن:                    

                         

             )        )         )       )     ومنه 

 فإن:     أساس ل             وبما أ 

 (     (       (      

 ومنه:

       (          (    

 إذاً الأشعة:

   (       (         (     

 وبما أنها مستقلة خطٌاً نستنتج أن مجموعة الأشعة:   ) تولد 

   (       (         (     

 .   ) أساس ل

 ومنه نجد:

                            

 وهو المطلوب.

 26/2/2192المحاضرة الثالثة                                                                       

 

    إذا كان   أنه مؤثر خطً على         ٌقال عن تطبٌق خطً  تعرٌف:

 ولتكن:  مؤثر خطً على الفضاء الشعاعً المنتهً البعد   لٌكن  -

 أساس أو قاعدة له وهذا الأساس مرتب وبما أن                    

 فإن:  أشعة من     )      )     )  
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 (                        

 (                        

                                                             

 (                        

 حٌث أن هذه الكتابات وحٌدة.

 تسمى المصفوفة التالٌة: -

(

      
    

      
    

        
      

    

, 

       ونرمز لهل بالرمز   بالنسبة للأساس   بمصفوفة المؤثر الخطً 

 .  فضاء شعاعً منتهً البعد فوق الحقل   لٌكن تعرٌف:

                 

               

 ولنفرض أن:  أساسٌن ل 

                       

                       

                                                             

                       

 تسمى المصفوفة التالٌة:

(

          

          
        

          

, 

 ونرمز لذلك ب:   إلى القاعدة    بمصفوفة الإنتقال من القاعدة 
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والذي   فإن مقلةب    إلى الأساس    هً مصفوفة الإنتقال من الأساس   إذا كانت  نظرٌة:

 أي هً:   إلى الأساس    هً مصفوفة الإنتقال من الأساس     هو 

   
     

 

 )تقبل دون ذكر البرهان(.

 نظرٌة: 

   
     

             
             

      
 

 

 المعرف بالشكل:            مؤثر خطً   مثال: لٌكن 

 (       (                     

 بالنسبة للأساس القانونً:  أوجد مصفوفة  -1

        (           (          (        

 أوجد مصفوفة الإنتقال من الأساس السابق إلى الأساس: -2

       (          (          (        

 بطرٌقتٌن مختلفتٌن.   بالنسبة للأساس   أوجد مصفوفة  -3

 الحل:

          بما أن  -1
 

       )     )     ) فإن  

 ولكن:

 (       (       

 (       (       

 (       (        

 ومنه نجد أن:

(        (        (        (       

(        (        (        (       

(         (        (        (       
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 وٌكون لدٌنا:

     
 .

 
 

  
   

   
/ 

2- (        (        (        (                         

(        (        (        (       

(        (        (        (       

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

      
 .

 
 

  
  

   
/ 

3-  

 الطرٌقة الأولى:

 (       (        

 (       (       

 (       (       

(         (        (        (       

 ومنه ٌنتج لدٌنا:

        

       

    

 بحل جملة المعادلات الثلاثة السابقة نجد:

              

 وبالتالً:

(         (        (        (       

 وبنفس الطرٌقة نجد:
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(        (        (        (       

(        (         (        (       

 لدٌنا:ومنه ٌكون 

     
 .

 
  

  
  

   
/ 

 الطرٌقة الثانٌة:

 حسب النظرٌة 

   
     

             
             

      
 

        ولكن لنوجد مقلوب 
   والذي هو  

     
 

 سوف نوجد هذا المقلوب باستخدام التحوٌلات الأولٌة:

.
 
 

      
      

       
/ 

 الأخٌرة التحوٌل التالً :بالتطبٌق على المصفوفة 

 نجد:       

.
 
 

      
      

       
/ 

 أما بالنسبة للمصفوفة الأخٌرة فنطبق التحوٌل التالً:

       

 ومن ثم التحوٌل:

       

 فنجد المصفوفة الجدٌدة:

.
 
 

       
       

        
/ 

 ومنه:
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 (
            

 
 

     
 

  
   

  
 

+ 

 وبالتالً:

     
 [(

            
 
 

     
 

  
   

  
 

+  .
 
 

  
   

   
/]  .

 
 

  
  

   
/ 

 ومنه نجد أن:

     
 .

 
 

  
    

   
/  .

 
 

  
  

   
/  .

 
  

  
  

   
/ 

 ولتكن:  فضاءٌن شعاعٌٌن فوق الحقل     لٌكن  نظرٌة: 

             

 . قاعدة ل

      فإنه ٌوجد تطبٌق خطً وحٌد   أشعة إختٌارٌة من            وإذا كانت 

 ٌحقق العلاقات التالٌة:

 )  (         (           (       

 ٌكتب بالشكل الوحٌد التالً:  عندئذٍ فإن     لٌكن  البرهان:

                   

 بالشكل التالً       ولنعرف التطبٌق 

 (                    

معرف جٌداً وٌمكن التحقق بسهولة أن التطبٌق   وحٌدة بالتالً التطبٌق    وبما أن المركبات 

هو تطبٌق خطً أخر ٌحقق       ونفرض أن التطبٌق   )ٌحقق مجموعة العلاقات   

 ومنه نجد:  )العلاقات 

 (                    

                               (       (         (    

                   (            

 والتطبٌق الخطً واحد.   )    ) وبالتالً 
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 وٌحقق العلاقات:        بٌن أنه ٌوجد تطبٌق خطً وحٌد   مثال:

 (     (               (     (     

 .        )لعنصر كٌفً      ) وأوجد 

 الحل: 

 )تحقق من ذلك(؟.  ل تشكل أساس      )     )  إن مجموعة الأشعة  -

 ٌحقق العلاقات         وبالتالً حسب النظرٌة السابقة ٌوجد تطبٌق خطً وحٌد 

 (     (               (     (     

         )لنفرض أن  -

 ومنه نجد أن:

(      (      (     

 ومن الأخٌرة ٌنتج ماٌلً:

α       

      

 وبحل المعادلتٌن الأخٌرتٌن ٌنتج لدٌنا:

  
    

 
    و  

   

 
 

 وبالتالً:

(     
    

 
(     

   

 
(       

 (      (
    

 
(     

   

 
(     *

 
    

 
 (     

   

 
 (      

    

 
(     

   

 
(      (        (              

 (     (           

 وهو المطلوب.
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 29/2/2192الرابعة                                                                      المحاضرة 

        حٌث   فضاء شعاعً فوق الحقل   لٌكن تمرٌن:

  مؤثر خطً على  φولٌكن 

 إذا علمت أن:

[

    
     
 
 

 
 

  
   

] 

 بالنسبة للأساس φفأوجد مصفوفة               بالنسبة للأساس  φهً مصفوفة 

                                                

 من النظرٌة:الحل:

        
                  

                       

                       

                       

                       

     *

    
    
 
 

 
 

  
  

+ 

   لنوجد مقلوب مصفوفة الإنتقال والناتج سٌكون مصفوفة الإنتقال 
    

  [

         
         
 
 

 
 

       
       

] 

 

 بتطبٌق على المصفوفة الأخٌرة التحوٌلات الأولٌة المنتهٌة التالٌة :
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 نحصل على:

[

          
          
 
 

 
 

        
       

] 

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

   
    *

     
     
 
 

 
 

   
  

+ 

 وبالتالً:

     *

     
     
 
 

 
 

   
  

+  [

    
     
 
 

 
 

  
   

]  *

    
    
 
 

 
 

  
  

+   

     [

      
     

  
 

 
 

   
   

]  *

    
    
 
 

 
 

  
  

+  [

        
               

  
 

  
 

 
    
     

] 

                        -------------------------------------------- 

 ولتكن:  فضاء شعاعً فوق الحقل   لٌكن تعرٌف:

 فإن:    إذا كان   أساس ل                 

                   

]تسمى المصفوفة 

  

  

 
  

 هذا ب:ونركز ل  وفق القاعدة   بشعاع إحداثٌات  [

     [

  

  

 
  

] 
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 تطبٌقاً خطٌاً ولتكن:      لٌكن  تعرٌف:

                

                

 على الترتٌب     أساسٌن ل 

 فإن:  أشعة من      )       )     ) بما أن 

 (                        

 (                        

                                                            

 (                        

 تسمى المصفوفة:

(

      
    

      
    

        
      

    

, 

بالنسبة للأساسٌن   بمصفوفة التطبٌق الخطً     وهً المصفوفة المستطٌلة ذات البعد 

 ونرمز لها بالرمز:   و    

     

   

 تطبٌقاً خطٌاً وكانت       إذا كان  نظرٌة:

                 أساس  

                     

 . أساس ل 

    فإن
            (                            

 تطبٌقاً خطٌاً معرفاً بالعلاقة التالٌة:        لٌكن مثال: 

 (       (              

 بالنسبة للأساسٌن   أوجد مصفوفة  -1
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       (          (          (        

       (        (       

 بطرٌقتٌن مختلفتٌن.     )  فأوجد         )  إذا كان  -2

 الحل:

          بما أن  -
 

       )     ) فإن  

 ولكن:

 (       (      

 (       (     

 (       (     

 ومنه نجد أن:

(       (      (       

                   

 وبالتالً     ومنه ٌنتج:  

(        (      (      

(      (      (      

(      (      (      

 وٌكون لدٌنا:

     
  *

    
      

+ 

 الطرٌقة الأولى: -

  (           

 (    (        (        

(      (      (      

 ومن الأخٌرة ٌنتج لدٌنا:
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                      )      )      )           ومنه 

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

  (     *
 

  
+ 

 الطرٌقة الثانٌة:

    حسب النظرٌة فإن 
            (         

             (        

(         (        (        (       

 على ثلاثة معادلات بثلاثة مجاهٌل وهً: ومنه نحصل

        

α      

α     

 وٌكون الحل لها هو:

                     

(          (        (        (       

 وبالتالً نحصل على:

     [
  
 

  
]        

*
    

      
+
   

 [
  
 

  
]

   

 *
 

  
+
   

 

 وهو المطلوب.
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 4/3/2192                                              المحاضرة الخامسة                        

 

   تطبٌقاً خطٌاً ولتكن         لٌكن  نظرٌة:
 . قاعدتٌن مختلفتٌن ل      و    

   و   
 عندئذٍ فإن:  قاعدتٌن مختلفتٌن أٌضاً ولكن بالنسبة ل     و    

   
  
  

    
          

         

   إلى     هً مصفوفة الإنتقال من   θبحٌث أن 
     

    إلى      هً مصفوفة الإنتقال من   و
  . 

 

 القٌم الذاتٌة والأشعة الذاتٌة

 القٌم الذاتٌة والأشعة الذاتٌة لمصفوفة مربعة:

 .  أو  ℂهً إما   حٌث    )      لتكن 

   )        إذا وجد شعاع   قٌمة ذاتٌة)خاصة( للمصفوفة     نسمً العدد 

 بحٌث أن:

        

 .  والموافق للقٌمة   بالشعاع الذاتً للمصفوفة   وٌسمى عندئذٍ 

 . بطٌف   تسمى مجموعة القٌم الذاتٌة للمصفوفة  -

 ملاحظات:

والموافقة   فإن مجموعة الأشعة الذاتٌة للمصفوفة   قٌمة ذاتٌة للمصفوفة  λإذا كانت  -1

   )    بالإضافة للشعاع الصفري تشكل فضاء جزئً من الفضاء   للقٌمة الذاتٌة 

 .  ونرمز له ب  والموافق للقٌمة   ٌدعى هذا الفضاء بالفضاء الذاتً للمصفوفة 

 أي:

           (              

 فإن:  قٌمتٌن مختلفتٌن للمصفوفة       إذا كانت  -2
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 والتً تعنً أن الشعاع الذاتً لمصفوفة لاٌكون موافقاً لقٌمتٌن ذاتٌتٌن مختلفتٌن.

 البرهان:

       
    

  

     
            

    

                        

             (             

      ولكن 

           

[    ]متحول ولٌكن   لٌكن  تعرٌف:  نسمً:   )       

|    |  |

              
    
 

    

     
 

    

 
 
 

    
 

     

| 

 .  بكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة 

تكون جذر لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة   : أن كل قٌمة ذاتٌة للمصفوفة لنستنتج أن  -

 .هو قٌمة ذاتٌة للمصفوفة  وبالعكس كل جذر لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة   

 وأن:  قٌمة ذاتٌة للمصفوفة   لنفرض الأن أن الإستنتاج: 

  [

  

  

 
  

] 

 أي: λوالموافق للقٌمة   شعاع ذاتً للمصفوفة 

     

*

          
   
 
   

   
 
   

 
 
 

   
 
   

+

   

 [

  

  

 
  

]

   

  [

  

  

 
  

]
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*

                   

      
 

      

      
 

      

  
 

  

     
 

     

+

   

 [

   

   

 
   

]

   

 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد أن:

                        

                        

                                                           

                        

 ومن الأخٌرة ٌنتج لدٌنا:

(                         

      (                   

                                                           

              (           

 لأنه شعاع ذاتً فإنه حسب النظرٌة القائلة:    وبما أن 

مجهول عدد لانهائً من الحلول   معادلة متجانسة ب  الشرط اللازم والكافً حتى ٌكون ل 

 ( (.9)جبر خطً )مساوٌاً للصفرهو أن ٌكون محدد الأمثال 

 أي

|

              

    
 

    

     
 

    

 
 
 

    
 

     

| 

 أوجد القٌم الذاتٌة والأشعة الذاتٌة وقاعدة للفضاء الذاتً للمصفوفة  :(9)مثال

  [
     
    

     
] 

وبما أن كثٌر الحدود   بما أن القٌم الذاتٌة هً جذور لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة  الحل:

 ٌعطى ب:  الممٌز للمصفوفة 
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|    |  |
                       

 
  

    
                
                

|    

 لنوجد قٌمة هذا المحدد:

 بجمع العمودٌن الثانً والثالث إلى الأول نحصل على:

|
                       
   
   

    
                
                

|    

 وإضافة الناتج إلى السطر الثالث نجد:    )نضرب السطر الأول من المحدد الأخٌر ب

|
                       
   

 
    

                
                

|    

 وبنشر المحدد الأخٌر حسب السطر الثالث نجد:

(      (     (      (         

(    (            

(     (       

 هً:  ومنه نستنتج أن مجموعة القٌم الذاتٌة للمصفوفة المعطاة والتً تدعى بطٌف 

       

    الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

[
 

  
 

  
 

  

  
 

  
]  *

  

   
  

+  *

  

   
  

+   
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[
           

           

           

]  *

  

   
  

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                        

                             

                     

 ومنه نحصل على:

                      

                            

                    

 بحل حملة المعادلات السابقة والتً لها عدد لانهائً من الحلو.

   )ب    ومن ثم بضرب المعادلة    وإضافة الناتج إلى    )ب    بضرب المعادلة 

 نجد الجملة الجدٌدة:   وإضافة الناتج إلى 

                   

                             

                

 متكافئتٌن وبالتالً الجملة الجدٌدة هً:     و    نلاحظ أن 

                             

                

 نجد:    بالتعوٌض فً         نجد أن     من 

                         

 ومنه : 

  *

    

   
    

+                
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 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

     {   [

  
  

  

]           } 

]ونستنتج أن 

  
  

  

  وبعده مساوٌاً ل      أساس ل     [

    الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

[
 

  
 

  
 

  

  
 

  
]  *

  

   
  

+    *

  

   
  

+   

[
           

           

           

]  *

   

    
   

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                         

                              

                      

 ومنه نحصل على:
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 بحل حملة المعادلات السابقة والتً لها عدد لانهائً من الحلول.

 نجد الجملة الجدٌدة:   و    وإضافة الناتج إلى    )ب    بضرب المعادلة 

                       

                             

                     

 متكافئتٌن وبالتالً الجملة الجدٌدة هً:     و    نلاحظ أن 

                             

                     

 نجد أن     من 

           

 ومنه : 

  *

       

   
  

والأخٌرة هً التً                                     +

 تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

     {   [

 
  
 

]    [
 
 
 
]              } 

 ونستنتج أن مجموعة الأشعة:

 { [

 
  
 

]   [
 
 
 
          أي   وبعده مساوٌاً ل      أساس ل  { [
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 7/3/2192المحاضرة السادسة                                                                      

 

 بحٌث أن:   )      أوجد القٌم الذاتٌة للمصفوفة  (:2مثال)

  *
   
   

+ 

وبما أن كثٌر الحدود   بما أن القٌم الذاتٌة هً جذور لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة  الحل:

 ٌعطى ب:  الممٌز للمصفوفة 

 

|    |  |
   
  

 
   

|    

 لنوجد قٌمة هذا المحدد:

 وبنشر المحدد الأخٌر نجد:

(     (          

(         

λوبما أن  مساوٌاً   أي أن طٌف   حسب الفرض وبالتالً لاٌوجد قٌم ذاتٌة للمصفوفة    

 للخالٌة.

 بحٌث أن:  ℂ)      أوجد القٌم الذاتٌة للمصفوفة  (:3مثال)

  *
   
   

+ 

|    |  |
   
  

 
   

|    

(     (          

(         

 ومنه نجد ان:

                    

 .       هو   إذاً طٌف 
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    الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *
  

  
+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

*
   
   

+  *
  

  
+    *

  

  
+   

[
      

     
]  [

    

    
] 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                     

                         

 ومنه نحصل على:

(                     

    (                       

وٌكافئان       )وذلك بعد ضربها ب   تنتج من    متكافئتٌن لأن   و  نلاحظ أن 

 معادلة واحدة وهً:

(             

 ومنه نجد أن:

  [

  

 
 

 
(      

]                

 فإن:والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً 

     {   [
 

  

 
(    

]           } 

0ونستنتج أن 
 

  

 
  وبعده مساوٌاً ل      أساس ل     1    )
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     الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *
  

  
+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:     وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

          

*
   
   

+  *
  

  
+     *

  

  
+   

[
      

     
]  [

     

     
] 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                                       

                                    

(                     

   (                       

وٌكافئان معادلة      )وذلك بعد ضربها ب   تنتج من    متكافئتٌن لأن   و  نلاحظ أن 

 واحدة وهً:

(               

 ومنه نجد أن:

  [

  

 

 
(      

]                

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

     {   [
 

 

 
(    

]           } 

0ونستنتج أن 
 

 

 
  وبعده مساوٌاً ل       أساس ل     1    )
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وٌاً لمجموع عناصر القطر أي مسا(  )بأثر المصفوفة إن مجموع القٌم الذاتٌة ٌسمى ملاحظة:

    الرئٌسً ونرمز له بالرمز 

موافقٌن   شعاعٌن ذاتٌٌن للمصفوفة     مصفوفة تناظرٌة وإذا كان   إذا كانت  : (9)نظرٌة

       على الترتٌب فإن     لقٌمتٌن ذاتٌتٌن مختلفتٌن 

 لنحسب الجداء التالً:البرهان:

     

 تناظرٌة من الفرض نجد أن:  بما أن 

           (      (       (          

       (     (        

 ومنه نجد:

 (       (     (    (       

 إذاً:    ولكن 

      

 وهو المطلوب.

إن جداء شعاعٌن ذاتٌٌن موافقٌن لقٌمتٌن ذاتٌتٌن مختلفتٌن لمصفوفة متناظرة ٌكون  نتٌجة:

 متعامدٌن( .    معدوماً)أي ٌكون 

 القٌم الذاتٌة لمصفوفة حقٌقٌة تناظرٌة هً أعداد حقٌقٌة. (:2نظرٌة)

 البرهان:

  و   هً عبارة عن قٌمة ذاتٌة للمصفوفة  λناظرٌة وأن مصفوفة حقٌقٌة ت  لنفرض أن 

 لنحسب الجداء: λموافقاً للقٌمة الذاتٌة   شعاعاً ذاتٌاً للمصفوفة 

     

 تناظرٌة إذاً:  بما أن 

           (      (                

 مصفوفة حقٌقٌة نجد:  وبما أن 

                              (   )     
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 (نجد:2(و1من 

      (   )  (   )                

 عدد حقٌقً وبالتالً تتحقق النظرٌة السابقة.  وبالتالً نستنتج أن 

 ملاحظات هامة متعلقة بالنظرٌة السابقة:

 مرافق مصفوفة:هو مرافق جمٌع عناصرها -1

 تهجداء عدد بمرافقه ٌساوي إلى مربع طوٌل -2

3- (  )      

 99/3/2192المحاضرة السابعة                                                                     

 

 القٌم الذاتٌة لمصفوفة حقٌقٌة شٌه تناظرٌة هً أعداد عقدٌة من الشكل: نظرٌة:

                 

 لنوجد ماٌلً: البرهان:

     

 شبه تناظرٌة إذاً:  بما أن 

       (       (       (                 

 مصفوفة حقٌقٌة نجد:  وبما أن 

                              (   )     

 (نجد:2(و1من 

       (   )  (   )                 

 . عقديعدد   وبالتالً نستنتج أن 

لأنه عبارة عن مجموع مقادٌر موجبة كل منها لاتساوي       لأنه لٌمكن أن ٌكون 

 الصفر.

 فإن:  مصفوفة مربعة من المرتبة   إذا كانت ملاحظة:

|    |                (          
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 :بحٌث أن  إذا وجد مصفوفة غٌر شاذة   تشابه المصفوفة   نقول أن المصفوفة  تعرٌف:

           (                                        

 فإن:             إذا كانت  ملاحظة:

  (             

 . تشابه   فإن   تشابه   وبالتالً إذا كانت 

 وبالتالً علاقة ٌشابه تناظرٌة.

 وأكثر من ذلك إذا كانت 

          

                                                      وكانت:

 فإن:  تشابه   وكانت   تشابه   أي إذا كانت 

      (           

             

 (        (    

 . تشابه   ومنه نستنتج أن 

وأخٌراً فإن كل وبالتالً فإن علاقة ٌشابه علاقة متعدٌة على مجموعة المصفوفات المربعة 

 مصفوفة تشلبه نفسها لأن:

          

 وبالتالً علاقة تشابه هً علاقة إنعكاسٌة وبالتالً هً علقة تكافؤ.

 تتجزء إلى صفوف تكافؤ  ونستنتج مما سبق أن مجموعة المصفوفات المربعة من المرتبة 

 للمصفوفات المتشابهة نفس كثٌر الحدود الممٌز. نظرٌة:

 بحٌث أن:  عندئذٍ توجد مصفوفة غٌر شاذة   تشابه   لنفرض أن البرهان:

          

 وبالتالً لنبرهن المساواة التالٌة:

|    |  |    | 
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   |    |  |              |  |   (       |

 |   | |    | | |  |     | |    |  | | |    |

   |    |  |    |     

 وهو المطلوب.

 للمصفوفات المتشابهة نفس القٌم الذاتٌة ونفس أثر المصفوفة ونفس قٌمة المحدد. نتٌجة:

 إن العكس لٌس صحٌح فً الحالة العامة فعلى سبٌل المثال للمصفوفتٌن:ملاحظة:

  *
 
 

 
 
+          *

  
  

+ 

 نفس كثٌر الحدود الممٌزإلا أنهما غٌر متشابهتٌن وذلك لأنه:

 نلاحظ أن شرط التعدي غٌر محقق لأن:غٌر الشاذة و    )         

             

 نظرٌة كٌلً هاملتون:

 كل مصفوفة مربعة هً جذر لكثٌر حدودها الممٌز.

هً المصفوفة المساعدة للمصفوفة   وأن   مصفوفة مربعة من المرتبة   بفرض أن البرهان:

 عندئذٍ فإن:     

(    )   |    |  

     )درجة كل منها أصغر أو تساوي   هً كثٌرات حدود ب  بما أن عناصر  -

 بالشكل:  فإنه ٌمكن التعبٌر عن 

                
    

 وبحٌث:  مصفوفات مربعة من المرتبة    حٌث 

             

 وبالتالً فإن:

(    ) (              
     |    |  

                                                                                      (               

 ومن الأخٌرة نستنتج أن:

 

LG User
Highlight



 
35 

                 

                                          

                                                                                   

                                               

                  

 بضرب المعادلات السابقة من الٌسار ب:

               

 على الترتٌب وجمعها نجد:

           
         

         

 

 إٌجاد مقلوب مصفوفة غٌر شاذة باستخدام نظرٌة كٌلً هاملتون

 باستخدام نظرٌة كٌلً هاملتون أوجد مقلوب المصفوفة التالٌة: -

  [
   

    
    

] 

 هو:  إن كثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة 

|    |  |
     
  
  

    
    

|    

 بنشر المحدد الأخٌر حسب السطر الأول نجد:

(     (     (           

(    (            

             

 وحسب نظرٌة كٌلً هاملتون نجد أن:
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(             

 ولكن نعلم أن:

  0
   
 
 

  
  

1 

 وأن:

       [
   

    
    

]  [
   

    
    

]  [
   

    
    

] 

 وبالعودة إلى * نجد:

     
 

 
([

   
    
    

]   [
   

    
    

]  0
   
 
 

  
  

1+   

    
  

 
([

    
    
    

]+  

[
 
 
 
 
        

  
 

 

  

 

 
  

 
 

 

 ]
 
 
 
 

 

 وللتأكد نحسب:

              

             ------------------------------------------------------------------ 

 القٌم الذاتٌة والأشعة الذاتٌة لمؤثر خطً

λمؤثراً خطٌاً ٌسمى العدد       لٌكن تعرٌف:   على هو الحقل المعرف   حٌث    

 بحٌث أن:      إذا وجد شعاع   هً قٌمة ذاتٌة للمؤثر 

            (      

λبحٌث  λرموافقاً للقٌمة الذاتٌة  ٌحقق العلاقة السابقة شعاعاً ذاتٌاً ل  ٌسمى كل شعاع    . 

بما فٌها الشعاع  λوالموافقة للقٌمة الذاتٌة   إن مجموعة الاشعة الذاتٌة للمؤثر الخطً  -

 λٌسمى بالفضاء الذاتً الموافق للقٌمة الذاتٌة   الصفري تشكل فضاءاً شعاعٌاً من 

 أي:   ونرمز له ب

              (        
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 أوجد القٌم الذاتٌة والأشعة للمؤثر الخطً:مثال:

        

 والمعرف بالشكل التالً:

 (     (            

λحسب التعرٌف ٌسمى العدد  الحل: هً قٌمة ذاتٌة    هو الحقل المعرف على   حٌث    

 بحٌث أن:       إذا وجد شعاع   للمؤثر 

            (        (       

 (                (         

                

                      

 ومنه نجد ان:

        (             

             (         

 معادلتٌن بمجهولٌن ومتجانستٌن وحسب النظرٌة    و    ونلاحظ أن 

مجهول   معادلة متجانسة ب  الشرط اللازم والكافً حتى ٌكون ل  

 عدد لانهائً من الحلول هو أن ٌكون محدد الأمثال مساوٌاً للصفر

 وبالتالً ٌنتج لدٌنا:

  |
     
     

|  (    (          

          (    (       

 ومنه نستنتج أن:

          

   قٌمتٌن ذاتٌتٌن للمؤثر الخطً 

λالموافقة للقٌمة الذاتٌة  إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمؤثر           

 لنفرض أن 

  (       
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 ٌجب أن ٌتحقق:     وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

          

                  

                  

وذلك بعد ضربها ب    تنتج من    متكافئتٌن لأن   و  نلاحظ أن 
 

 
وٌكافئان معادلة واحدة  

 وهً:

        

 نجد أن:ومنه 

       

     (                      

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

          (                  

  وبعده مساوٌاً ل       أساس ل      )ونستنتج أن 

λالموافقة للقٌمة الذاتٌة  إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمؤثر  -         

 لنفرض أن 

  (       

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

                 

                  

وٌكافئان معادلة     )وذلك بعد ضربها ب    تنتج من    متكافئتٌن لأن   و  نلاحظ أن 

 واحدة وهً:

          

 ومنه نجد أن:
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     (   
 

 
                  

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

     {   (  
 

 
            } 

  )ونستنتج أن 
 

 
  وبعده مساوٌاً ل      أساس ل  

 94/3/2192المحاضرة الثامنة                                                                      

 

 ولٌكن:  فضاء شعاعً منتهً البعد فوق الحقل   لٌكن تعرٌف:

      

   بكثٌر الحدود الممٌز للمؤثر الخطً  |    |مؤثراً خطٌاً ٌسمى كثٌر الحدود 

 ( بالنسبة لقاعدة ما   مصفوفة   )حٌث 

   بالنسبة للقاعدة   هً مصفوفة   وكانت   قاعدة أخرى ل    إذا كانت  -

 عندئذٍ وحسب نظرٌة سابقة نجد:

           
                      

   إلى   هً مصفوفة الإنتقال من   حٌث 

)وحسب نظرٌة(وبما   بالنسبة للقاعدة   تشابه مصفوفة   بالنسبة للقاعدة   أي أن مصفوفة 

أن للمصفوفان المتشابهة نفس كثٌر الحدود الممٌز فإن كثٌر الحدود الممٌز لمؤثر خطً لاٌتعلق 

 باختٌار )قاعدة الفضاء الشعاعً(.

برهن أن كل قٌمة ذاتٌة هً جذر لكثٌر حدودها الممٌز أي برهن أن كل قٌمة  على شكل نظرٌة:

هً مصفوفة   بحٌث أن  |    |هً جذر لكثٌر حدودها الممٌز   ذاتٌة لمؤثر خطً 

 . بالنسبة لقاعدة ما للفضاء 

بالنسبة   هً مصفوفة   ولنفرض أن   قٌمة ذاتٌة للمؤثر الخطً  λلنفرض أولاً أن البرهان:

 التالٌة:  للقاعدة 
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  (

      
    

      
    

        
      

    

, 

 وبحٌث:    إذاً ٌوجد   قٌمة ذاتٌة للمؤثر الخطً  λوبما أنه فرضنا أن 

(      (       

       وبما أن 

   خطً                     

 (                   (                  

   )         )       )     خطً

                     

 ولكن:

 (                        

 (                        

                                                            

 (                        

 وبالتعوٌض نجد:

  (                        (                    

                     

 وبما أن 

               

 فهو ٌكتب بشكل وحٌد.     قاعدة إذاً فإن 

     (                         

                      (                                            

                                                           

                     (           
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 شعاع ذاتً.  وبالتالً للجملة حل بالإضافة إلى الحل الصفري وذلك لأن 

|

              

    
 

    

     
 

    

 
 
 

    
 

     

|    

 ومنه ٌنتج:

(    |    |    

 هً جذر لكثٌر حدوده الممٌز.  وبالتالً فإن كل قٌمة ذاتٌة للمؤثر الخطً 

 حلأ:   )والجملة    )جذراً لكثٌر الحدود الممٌز فإن للمعادلة  λإذا كانت  وبالعكس:

           

 ٌوجد شعاع: λٌختلف عن الحل الصفري وبالتالً مقابل العدد 

  ∑    

 

   

 

 للمؤثر.  والموافق للقٌمة   ٌكون شعاع ذاتً للتطبٌق 

                           ----------------------------------------------- 

 بالشكل التالً:   معرف على   أوجد القٌم الذاتٌة والأشعة الذاتٌة للمؤثر الخطً مثال:

        

 (       (                

 لك بطرٌقتٌن مختلفتٌن.وذ

 الحل:

λحسب التعرٌف ٌسمى العدد  الطرٌقة الأولى: هً    هو الحقل المعرف على   حٌث    

 بحٌث أن:       إذا وجد شعاع   قٌمة ذاتٌة للمؤثر 

            (           (          

 (                      (             
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 ومنه نجد ان:

       (            

                                         (                         (   

         (         

ثلاثة معاعدلات بثلاثة مجاهٌل ومتجانسة وحتى تقبل حلول غٌر    و   و    ونلاحظ أن 

 الحلول الصفرٌة ٌجب أن ٌتحقق:

|
   

 
      

            
         

|     

 ومن المحدد الأخٌر نجد:

(     (    (           

(    (            

(     (       

 ومنه نجد أن:

λ         

 . وهً مجموعة القٌم الذاتٌة للمؤثر 

 ----------------------------------------------- 

λلنوجد مجموعة الأشعة الذاتٌة الموافقة للقٌمة الذاتٌة    للمؤثر    

 فنجد:    كل    )نعوض فً الجملة 

                

                                                                                        

               

              

 نجد:   )بالتعوٌض فً 



 
43 

     

 

   (                      

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

         (                   

  وبعده مساوٌاً ل      أساس ل       )ونستنتج أن 

λلنوجد مجموعة الأشعة الذاتٌة الموافقة للقٌمة الذاتٌة  -   للمؤثر    

 فنجد:    كل    )نعوض فً الجملة 

               

                                                                                         

                        

      

        ونجد أٌضاً أن:     

   (                          

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

         (                    

  وبعده مساوٌاً ل      أساس ل        )ونستنتج أن 

   سوف نستخدم مصفوفة بالنسبة للقاعدة القانونٌة ل الطرٌقة الثانٌة:

 هً:   نعلم أن القاعدة القانونٌة ل

       (          (          (        

 بالنسبة للقاعدة السابقة:  لنوجد مصفوفة 

 (       (        (        (        (       

 (       (        (        (        (       

 (       (         (        (        (       
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 ومنه ٌكون لدٌنا:

       0
   
 
 

 
 

  
 

1 

 وكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة الأخٌرة هو:

|
   

 
      

            
         

|     

 وبالمتابعة نحصل على نفس النتائج فً الطرٌقة الأولى.

 98/3/2192              المحاضرة التاسعة                                                       

 

 . فضاء شعاعً فوق الحقل   لٌكن  نظرٌة:

والموافقة لقٌم ذاتٌة مختلفة   مؤثراً خطٌاً إن الأشعة الذاتٌة للمؤثر الخطً       ولٌكن 

 تكون مستقلة خطٌاً.

 البرهان:

 سنبرهن النظرٌة بتطبٌق مبدأ الإستقراء الرٌاضً على عدد الأشعة.

 أن كل شعاع ذاتً ٌكون مستقل خطٌاً)باعتباره مغاٌر للصفر(.أولاً واضح 

لنفرض أن النظرٌة صحٌحة لكل جملة أشعة ذاتٌة موافقة لقٌم ذاتٌة مختلفة مثنى مثنى  -

 . عددها أقل تماماً من 

           موافقة للقٌم الذاتٌة   أشعة ذاتٌة ل           لنفرض أن  -

مستقلة خطٌاً            ولنبرهن على أن  الترتٌبعلى  المختلفة مثنى مثنى

 نضع:

                      (   

 نجد:   )على طرفً   بتطبٌق 

    خطً                    ) 

   (       (         (         (           

  (        (          (         

(        (          (          (  
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 نجد:   )وطرحها من    ب    )بضرب طرفً العلاقة 

  (           (              (               

 وبحسب فرضٌة الإستقراء الرٌاضً نجد أن:

  (                            

 مختلفة مثنى مثنى فإن:             وبما أن 

                       

 نجد أن:   )وبالتعوٌض فً 

          

     وبالتالً      شعاع ذاتً فإن    وبما أن 

 وبهذا نجد أن:

                     

 وهو المطلوب.

                               ------------------------------------------ 

غٌر الشاذة هو أن   الشرط اللازم والكافً حتى تكون المصفوفة المربعة من المرتبة  ملاحظة:

 تكون الأشعة الممثلة بأعمدتها مستقلة خطٌاً 

 

 تقطٌر المصفوفات

أنها قابلة للتقطٌر إذا   ٌقال عن المصفوفة   مصفوفة مربعة من المرتبة   لتكن تعرٌف:

 :وجدت مصفوفة)إذا شابهت(مصفوفة قطرٌة

 بحٌث أن:  أي إذا وجدت مصفوفة غٌر شاذة 

 قطرٌة.         

قابلة للتقطٌر هو   من المرتبة   الشرط اللازم والكافً حتى تكون المصفوفة المربعة  نظرٌة:

شعاع ذاتً مستقل خطٌاً)وفً هذه الحالة تكون العناصر القطرٌة للمصفوفة     أن ٌكون ل 

 هً المصفوفة التً أعمدتها الأشعة الذاتٌة المقابلة(  وتكون   هً القٌم الذاتٌة ل        

 البرهان:

 بحٌث أن:  قابلة للتقطٌر فإنه توجد مصفوفة غٌر شاذة   بما أن لزوم الشرط:
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        [

     

 
 
 

    
   
    

]   

      [

     

 
 
 

    
   
    

] 

                                                            لنفرض أن:  

                                [

     

 
 
 

    
   
    

]   

                                       

 ومنه نجد بالمطابقة:

           

)وٌنتج  غٌر صفرٌة وبالتالً فهً أشعة ذاتٌة ل    غٌر شاذة فإن الأشعة   وبما أن  -

 مستقلة خطٌاً.   غٌر شاذة أن الأشعة   أٌضاً من كون 

 شعاعاً ذاتٌاً مستقلة خطٌاً:      لنفرض أن ل  كفاٌة الشرط:

           

 ومنه:

           

 وبالتالً فإن المصفوفة:

                 

 ة.مصفوفة غٌر شاذ

                                      

                     

                [

     

 
 
 

    
   
    

]   
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        [

     

 
 
 

    
   
    

] 

 وهو المطلوب.

                               ----------------------------------- 

 التالٌة:  قطر إن أمكن المصفوفة  مثال:

  [
     
     

   
] 

  لنوجد القٌم الذاتٌة ل  الحل:

|    |  |
      
  
 

    
    

|    

 بنشر المحدد الأخٌر حسب السطر الأخٌر نجد:

(     (            

(    (           (    (    (       

 هو:  وبالتالً نستنتج أن طٌف 

          

    لنوجد شعاع ذاتً موافق للقٌمة الذاتٌة 

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

[
  
 
 

 
  
 

  
  
 

]  *

  

   
  

+    *

  

   
  

+   
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[

           

          

           

]  *

   

    
   

+ 

 مصفوفتٌن نجد ان:وحسب تساوي 

                         

                             

                      

 ومنه نحصل على:

                       

                            

                    

 متكافئتٌن وتكافئ معادلة واحدة وهً:  )و   )ونلاحظ أن      نجد ان    )من 

                    

 نجد أن:     وبتعوٌض فً *     )بعد ضربها ب  )تنتج من   )وذلك لأن 

                        

 وهو:    وٌكون لدٌنا الشعاع الذاتً الموافق للقٌمة الذاتٌة           وبإعطاء 

  [
 
 
 
] 

     لنوجد شعاع ذاتً موافق للقٌمة الذاتٌة  -

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:     وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 
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[
  
 
 

 
  
 

  
  
 

]  *

  

   
  

+     *

  

   
  

+   

[

           

          

           

]  *

    

     
    

+ 

 مصفوفتٌن نجد ان: وحسب تساوي

                          

                              

                       

 ومنه نحصل على:

                      

                            

                     

 متكافئتٌن وتكافئ معادلة واحدة وهً:  )و   )ونلاحظ أن      نجد ان    )من 

                    

 نجد أن:     وبتعوٌض فً *  

                         

     وٌكون لدٌنا الشعاع الذاتً الموافق للقٌمة الذاتٌة            وبإعطاء 

 وهو:

  [ 
 
 
 
] 

    لنوجد شعاع ذاتً موافق للقٌمة الذاتٌة  -

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 
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 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

[
  
 
 

 
  
 

  
  
 

]  *

  

   
  

+    *

  

   
  

+   

[

           

          

           

]  *

   

    
   

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                         

                             

                      

 ومنه نحصل على:

                       

                            

                    

 :نجد الجملة الجدٌدة  ) جمع الناتج إلى و    )ب  ) بضرب

                       

                          

            

 نجد أن:  )من 

                          

 نجد ان:   )بالتعوٌض فً 

                 

وٌكون لدٌنا الشعاع الذاتً الموافق للقٌمة                       وبإعطاء 

 وهو:   الذاتٌة 
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  [
 
 

  
] 

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

  [
 
 
 

 
  
 

 
 

  
] 

 التأكد أن:ولابد من 

        [
 
 
 

 
  
 

 
 
 
] 

 25/3/2192المحاضرة العاشرة                                                                     

 

 مصفوفة مربعة ولٌكن:  لتكن  نظرٌة:

|    |  (     
      (     

   

 مرة.   قٌمة ذاتٌة مكررة    وبحٌث ان 

 فإن:عندئذٍ 

             
                    

        
   قابلة للتقطٌر     

 وكانت:  القٌمة الذاتٌة المختلفة للمصفوفة            إذا كانت  ملاحظة:

           

 قاعدة للفضاء الذاتً:

   
    

      
 

 فإن:

           

 )البرهان بالإستقراء الرٌاضً(.تكون مستقلة خطٌاً 
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 لتكن: مثال:

  [
    
   

       
] 

 بحٌث أن:  والمطلوب أوجد مصفوفة غٌر شاذة 

 قطرٌة.         

 قابلة للتقطٌر حسب النظرٌة السابقة:  لنرى فٌما إذا كانت المصفوفة الحل:

ما أن كثٌر الحدود الممٌز وب  بما أن القٌم الذاتٌة هً جذور لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة 

 ٌعطى ب:  للمصفوفة 

 

|    |  |
                         

  
 

    
                
                 

|    

 لنوجد قٌمة هذا المحدد:

 وبإضافته ل العمود الأول نجد:     )بضرب العمود الثانً ب

|
                         
    

 
    

                
                 

|    

 بإضافة السطر الأول من المحدد الأخٌر إلى السطر الثانً نجد:

|
                         

 
 
    

                 
                 

|    

 بنشر المحدد الأخٌر حسب العمود الأول نجد:

(      (    (             

(    (           (     (     

 هً:  ومنه نستنتج أن مجموعة القٌم الذاتٌة للمصفوفة المعطاة والتً تدعى بطٌف 

        

    لنوجد شعاع ذاتً موافق للقٌمة الذاتٌة  -

 لنفرض أن 
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  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

[
 
 

  

 
 

  

  
 

   
]  *

  

   
  

+    *

  

   
  

+   

[
            

          

             

]  *

  

   
  

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                         

                            

                       

 ومنه نحصل على:

                       

                        

                       

 نجد الجملة الجدٌدة:  )ل   )بجمع  

                                                               

                        

                 

 نجد أن:  )من 

                             

 نجد أن:  )ومن 
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وٌكون لدٌنا الشعاع الذاتً الموافق للقٌمة                        وبإعطاء 

 وهو:   الذاتٌة 

  [
  
  
 

] 

    لنوجد بعد الفضاء  -

     الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:     وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

          

[
 
 

  

 
 

  

  
 

   
]  *

  

   
  

+     *

  

   
  

+   

[
            

          

             

]  *

    

    

  
 

  

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                           

                              

                         

 ومنه نحصل على:
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 ومنه نجد ان جملة المعادلات الثلاثة الأخٌرة متكافئة وتكافئ معادلة واحدة لأن:

    )وذلك بعد ضربها ب  )تنتج من  ) وكذلك    )وذلك بعد ضربها ب  )تنتج من  ) 

 ومنه نجد أن:

                                (            

 

  *

 (        
   
  

والأخٌرة هً                                     +

 التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

      {   [

  
  
 

]    [
  
 
 

]              } 

 ونستنتج أن مجموعة الأشعة:

 { [

  
  
 

]   [
  
 
 

           أي   وبعده مساوٌاً ل       أساس ل  { [

 هً:  قابلة للتقطٌر وٌكون لدٌنا المصفوفة   وبالتالً المصفوفة          وبما أن 

  [
      
         
         

] 

 وٌكون لدٌنا:

        [
  
 
 

 
  
 

 
 
 
] 

                              ----------------------------------------- 

 قطر إن أمكن المصفوفة التالٌة:مثال:

  0
 
 

  
  

     
1 
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 قابلة للتقطٌر حسب النظرٌة السابقة:  لنرى فٌما إذا كانت المصفوفة  الحل:

وبما أن كثٌر الحدود الممٌز   بما أن القٌم الذاتٌة هً جذور لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة 

 ٌعطى ب:  للمصفوفة 

 

|    |  |
                      

  
  

    
               
                

|    

 لنوجد قٌمة هذا المحدد:

 بالنشر حسب السطر الأول نجد:

(     (    (          (     (       

 هً:  والتً تدعى بطٌف  ومنه نستنتج أن مجموعة القٌم الذاتٌة للمصفوفة المعطاة

        

   لنوجد بعد الفضاء  -

    الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

[
 
 
 

 
 

  

 
 

  
]  *

  

   
  

+    *

  

   
  

+   

[

           

           

          

]  *

   

   

 
 

  

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:
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 ومنه نحصل على:

                      

                            

                    

 نجد:  )بالتعوٌض فً و     نجد   )من 

                              

 ومنه نجد أن:

  [

 
   

  

 
  

والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة                        [

 أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

     {   [

 
  

  

 

]           } 

 مجموعة الأشعة:ونستنتج أن 

 ,*

 
  
  

 

          أي   وبعده مساوٌاً ل      أساس ل  - +

 ستنتج أن المصفوفة غٌر قابلة للتقطٌرنومنه 

 

 نقول عم مؤثر خطً:   فضاءاً شعاعٌاً منته البعد فوق حقل   لٌكن تعرٌف:
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بالنسبة لهذه القاعدة أي   بحٌث تكون مصفوفة   أنه قابل للتقطٌر إذا أمكن إٌجاد قاعدة ل

 هً مصفوفة قطرٌة.     

قابلاً للتقطٌر إذا وفقط إذا   على الفضاء الشعاعً النتهً البعد   ٌكون المؤثر الخطً  نظرٌة:

 .  عناصرها هً أشعة ذاتٌة ل  وجدت قاعدة ل 

                              ------------------------------------- 

 اءات الشعاعٌة الجزئٌة اللامتغٌرة)المستقرة(الفض

 بالنسبة لمؤثر خطً 

أنه   من   مؤثراً خطٌاً ٌقال عن فضاء شعاعً جزئً       لٌكن تعرٌف:

 إذا كان:  لامتغٌر)مستقر( بالنسبة ل

 (                

 أي إذا كان

 (     

 .  مستقرٌن بالنسبة ل  و    وٌنتج من التعرٌف مباشرةً أن 

 مؤثراً خطٌاً معرفاً بالعلاقة التالٌة:                     لٌكن مثال:

 (       (                   

 بٌن أن الفضاء الشعاعً الجزئً:

    (                

 . مستقر بالنسبة ل

 ومنه نجد:         )  لٌكن  الإثبات:

 (   (                   

 مؤثراً خطٌاً:  ولٌكن   فضاء شعاعً فوق الحقل   لٌكن تمرٌن:

      

 برهن على أن الشرط اللازم والكافً حتى ٌكون الفضاء الشعاعً الجزئً المولد بالأشعة:

               

 هو أن ٌكون:  مستقراً بالنسبة ل
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 (                         

 البرهان:

 مستقر وبالتالً:  لنفرض أن الفضاء الجزئً لزوم الشرط:

       (         (             (      

 الفضاء الجزئً المولد بالأشعة   وبحٌث       ) لنفرض أن كفاٌة الشرط:

               

   مستقر)لامتغٌر(بالنسبة ل            )      ولنبرهن أن 

     

 فإن:

                 

    خطً             )    ) 

 (      (         (    

 ومنه نجد أن:     )   فضاء جزئً  و      ) ولكن 

 (     

 . مستقر بالنسبة ل  وبالتالً 

 مؤثراً خطٌاً:      ولٌكن   فضاء شعاعً فوق الحقل   لٌكن  نظرٌة:

   )    فإن الفضاء الشعاعً الجزئً  λشعاعاً ذاتٌاً موافقاً للقٌمة الذاتٌة   إذا كان  -

 . إحادي البعد ومستقراَ بالنسبة ل 

فإن كل شعاع   إحادي البعد ومستقر بالنسبة ل  فضاء شعاعً جزئً من   إذا كان  -

 .  ٌكون شعاعاً ذاتٌاً ل  ٌختلف عن الصفر من 

 البرهان:

 لأنه شعاع ذاتً    بما أن  -

 أحادي البعد.   )    وبالتالً فإان    )    أساس ل      فإن 

       (   

 فهو ٌكتب بالشكل:
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 ومنه نجد:

 (      (    (     (           (   

   أساس ل    لنفرض ان  -

 ٌكتب بالشكل:  عندئذٍ فإن       لٌكن 

      

 وبالتالً فإن

 (      (   

 ومن ثم فإن:     ) فإن   مستقر بالنسبة ل  وبما أن 

 (                                         

 ومنه نجد:

 (     (     

 (       

 (       

  (         

 . شعاع ذاتً ل  إذاً 
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 مؤثر خطً معرف ب:        لٌكن (:9مثال)

 (     (      

 . المستقرة بالنسبة ل   أوجد جمٌع الفضاءات الشعاعٌة الجزئٌة من 
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 الحل:

 :  بالنسبة للقاعدة القانونٌة ل  لنكتب مصفوفة 

 هً مجموعة الأشعة:   نعلم أن القاعدة القانونٌة ل

     (         (      

 (     (     (      

 (     (     (     

 وبالتالً ٌكون لدٌنا المصفوفة المطلوبة:

  *
 

  
 
 
+ 

 للمصفوفة السابقة هو:وإن كثٌر الحدود الممٌز 

|    |  |
   
  

|         

 . والمعادلة الأخٌرة مستحٌلة الحل فً 

  أحادٌة البعد ومستقرة بالنسبة ل   وبالتالً لاتوجد فضاءات شعاعٌة جزئٌة من 

 . والمستقرة بالنسبة ل   هً كل الفضاءات الشعاعٌة الجزئٌة من    و     إذاً 

                          -------------------------------------                           

 مؤثر خطً  ℂ  ℂ  لٌكن  (:2مثال)

 ℂ  فضاء شعاعً جزئً فوق الحقل   ℂحٌث 

 معرف ب:

 (     (      

 . المستقرة بالنسبة ل  ℂأوجد جمٌع الفضاءات الشعاعٌة الجزئٌة من 

 الحل:

 : ℂبالنسبة للقاعدة القانونٌة ل  نكتب مصفوفة ل

 هً مجموعة الأشعة:  ℂنعلم أن القاعدة القانونٌة ل

     (         (      
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 (     (     (      

 (     (     (     

 وبالتالً ٌكون لدٌنا المصفوفة المطلوبة:

  *
 

  
 
 
+ 

 وإن كثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة السابقة هو:

|    |  |
   
  

|         

 ومنه نجد ان:

                    

 .       هو   إذاً طٌف 

 

    الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *
  

  
+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

*
 

  
 
 
+  *

  

  
+    *

  

  
+   

*
  

   
+  [

    

    
] 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                 

                       

 ومنه نحصل على:
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وٌكافئان معادلة    )وذلك بعد ضربها ب   تنتج من    متكافئتٌن لأن   و  نلاحظ أن 

 واحدة وهً:

                

 ومنه نجد أن:

  *
  

   
+          ℂ     

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

     ,   *
 
 
+          ℂ- 

*ونستنتج أن 
 
 
 وٌكون لدٌنا:  وبعده مساوٌاً ل      أساس ل +

   (     

     الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *
  

  
+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:     وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

          

*
 

  
 
 
+  *

  

  
+     *

  

  
+   

*
  

   
+  [

     

     
] 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:
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وٌكافئان معادلة     )وذلك بعد ضربها ب   تنتج من    متكافئتٌن لأن   و  نلاحظ أن 

 واحدة وهً:

                   

 ومنه نجد أن:

  [
   

  
]          ℂ     

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

      ,   *
 
 
+          ℂ- 

*ونستنتج أن 
 
 
 وٌكون لدٌنا:  وبعده مساوٌاً ل       أساس ل     +

   (     

 وٌكون لدٌنا حسب النظرٌة:

 . بالنسبة لأحادي البعد ومستقر      ))     

 . أحادي البعد ومستقر بالنسبة ل     ))     

 هً:  والمستقرة بالنسبة ل  ℂوبالتالً فإن الفضاءات الشعاعٌة الجزئٌة من 

    ℂ      (        (    

 

 

 

 

 

 9/4/2192المحاضرة الثانٌة عشر                                                              

 

 فضاءات الجداء الداخلً

 .ℂأو    إما   حٌث   فضاء شعاعً فوق الحقل   لٌكن تعرٌف:

 ٌقال عن التطبٌق:
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                       (           

 إذا تحققت الشروط التالٌة:  أنه جداء داخلً على 

                                               

                               

                                 

                                                  

 ٌمكن دمجهما بشرط واحد كالأتً:  )و   )إن الشرطٌن 

                            

بفضاء         )جداء داخلً عندئذٍ ٌدعى      خطً عرف علٌه فضاء   إذا كان 

 الجداء الداخلً.

 نتائج:

                                             

                                                

                                                              

                                                               

                                    

                         ----------------------------------------------- 

 

 

فإن    عنصرٌن من         )  و          )  برهن على أنه إذا كان تمرٌن:

 :التطبٌق

             

 المعرف بالشكل التالً:

        (       (                  
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 .  هو جداء داخلً على 

 البرهان:

     (       (                            

 (       (                

    (       (       (         (             (       

 (          (         

                    

 (           (                        

 (       (        

       (       (           (         (       

 (       (        (       (     

  (             (       (                

     (       (          
    

               

 (       (          (       (       

 .  ٌسمى الجداء الداخلً السابق بالجداء الداخلً العادي على 

عنصرٌن              )  و              )  برهن على أنه إذا كان  -

 فإن التطبٌق:  ℂمن 

     ℂ  ℂ  ℂ 

 المعرف بالشكل التالً:

        (           (             ∑     

 

   

                  

  ℂهو فضاء جداء داخلً ٌدعى بفضاء الجداء الداخلً العقدي على 

ٌدعى   فإن  ℂأو   فضاء جداء داخلً منته البعد فوق   إذا كان  تعرٌف:

 واحدي(على الترتٌب.-فضاء)هرمٌتً

 هو بالتعرٌف:    فضاء جداء داخلً إن نظٌم عنصر   لٌكن تعرٌف:

‖ ‖  √       
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 وٌنتج من التعرٌف الأخٌر مباشرةً أن:

‖   ‖  | |  ‖ ‖ 

                       ---------------------------------------------- 

ومستخدماً    مستخدماً الجداء الداخلً العادي على  ‖ ‖أوجد      )  لٌكن  مثال:

 الجداء الداخلً المعرف بالشكل:

 (       (                    

 الحل:

  ‖ ‖  √       ‖ ‖          (     (          

     ‖ ‖    

  ‖ ‖  √       ‖ ‖          (     (       (     

     ‖ ‖   √  

 شفارتز:متراجحة كوشً 

 فضاء جداء داخلً فإن:  إذا كان 

|      |  ‖ ‖ ‖ ‖                

 البرهان:

     أو     واضح أن المترجحة تكون محققة إذا كان 

 للشعاع  زلنرمز ب    و     لنفرض أن 

                  

 عندئذٍ فإن:

                             

                            

‖ ‖                                           

 ‖ ‖              ‖ ‖        

 ‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  |       |
 
 

 ‖ ‖  (‖ ‖  ‖ ‖  |       |   
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 إذاً نستنتج أن:

‖ ‖  ‖ ‖  (‖ ‖  ‖ ‖  |       |   

 نجد أن:    ‖ ‖وبما أن 

‖ ‖  (‖ ‖  ‖ ‖  |       |     

‖ ‖فإن     وبما ان   وبالتالً:   

‖ ‖  ‖ ‖   |       |       

|       |  ‖ ‖ ‖ ‖              

 الزواٌا فً فضاء جداء داخلً حقٌقً:

بأنه       بحٌث أن     فضاء جداء داخلً حقٌقً تعرف الزاوٌة بٌن شعاعٌن   لٌكن 

 المعرف بالشكل: θالعدد 

     
      

‖ ‖ ‖ ‖
                

 والسؤال هنا هل الزاوٌة موجودة؟

 لدٌنا من متراجحة شوارتز نجد:

|       |  ‖ ‖ ‖ ‖  
      

‖ ‖ ‖ ‖
   

 موجودة. θوبالتالً الزاوٌة موجودة أي 

 اوٌة بٌن الشعاعٌن:هً الز θحٌث      أوجد    فً الفضاء الإقلٌدي)الهرمٌتً(  (:9مثال)

  (        

  (       

 

 الحل:

     
      

‖ ‖ ‖ ‖
 

      

√      √      
 

 

√   √  
 

فضاء المصفوفات الحقٌقٌة من المرتبة الثانٌة مع الجداء الداخلً المعرف   لٌكن (: 2مثال)

 كالأتً:
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         (      

 هً الزاوٌة الكائنة بٌن الشعاعٌن: θحٌث      والمطلوب: أوجد 

  *
  
   

+                 *
   
  

+ 

 الحل:

         (      

*        ولكن         
  

   
 وبالتالً ٌكون:+

       *
  

   
+  *

  
   

+  *
   
   

+        

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

         (        (      

‖ ‖           (         *
  
   

+  *
  
   

+    *
    
   

+

    ‖ ‖  √   

‖ ‖           (         *
  

   
+  *

   
  

+    *
  
   

+  

    ‖ ‖  √   

 ومنه نستنتج أن:

     
      

‖ ‖ ‖ ‖
 

 

√   √  
 

 ونكتب:  أنه ٌعامد   ٌقال عن   شعاعٌن من فضاء جداء داخلً     لٌكن تعرٌف:

            إذا كان     

 

 نتائج:

 .    فإنه حتماً     إذا كان  -1

 .    لكل      -2

αوذلك أٌاً كان      فإن     إذا كان  -3   . 

4-           
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غٌر   مجموعة جزئٌة من   وكانت   فضاء جداء داخلً فوق الحقل   إذا كان  تعرٌف:

 خالٌة فإن:

                             

      وٌرمز لها ب  المعامدة لتدعى بالمجموعة 

غٌر خالٌة فإن   مجموعة جزئٌة من   فضاء جداء داخلً وكانت   إذا كان نظرٌة:

 : هً فضاء جزئً من   المجموعة المعامدة ل

 البرهان:

     واضح أن 

     αو        لٌكن 

                    

                                          

          

 4/4/2192                                        المحاضرة الثالثة عشر                          

 ولتكن:     لٌكن  مثال:

    (         

 .  والمطلوب: أوجد قاعدة للمجموعة الجزئٌة المعامدة ل

 الحل:

                                

   (              (          (              

                                                        

 

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

                               

 نجد:     و      وبفرض 
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    (        (                  

 .   هً قاعدة ل         )       ) إذاً 

أنها مجموعة متعامدة إذا كانت   من فضاء جداء داخلً     ٌقال عن مجموعة  تعرٌف:

أنها مجموعة نظامٌة التعامد إذا كانت متعامدة   متعامدة مثنى مثنى كما ٌقال عن   عناصر 

 وكان نظٌم كل عنصر من عناصرها ٌساوي الواحد.

لاتحوي   مجموعة جزئٌة من   وكانت   فضاء جداء داخلً فوق الحقل   إذا كان  نظرٌة:

 مستقلة خطٌاً.  الصفر ومتعامدة فإن 

 البرهان:

 مجموعة متعامدة ولاتحوي الصفر ولنبرهن أن:                لنفرض أن 

                         

                                                      

 مجموعة متعامدة فإن:  بما أن 

                     

 ومن * نجد أن:

            

 وبالتالً نستنتج أن:          نجد أن      وبما أن 

     

 وبنفس الطرٌق نجد ان:

             

والمطلوب أوجد قاعدة نظامٌة           )    لتكن      فً الفضاء الإقلٌدي مثال:

 .   التعامد ل

 الحل:

 نجد:   حسب تعرٌف 

                                

   (              (             (               
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                              بإعطاء 

 فنحصل على الشعاع الأول:

   (          

 تٌن:أي ٌحقق المعادل   وٌعامد عناصرالقاعدة  أما بالنسبة للشعاع الثانً فٌكون من

                        

                    

       

 نجد:   وبتعوٌض الأخٌرة فً 

            

                                    بإعطاء 

 ومنه نحصل على الشعاع الثانً:

   (          

أي هو حل المعادلات       أما بالنسبة للشعاع الثالث فٌكون من عناصر القاعدة ومعامد ل 

 الثلاثة التالٌة:

                                           

                                    

                 

            وبإعطاء        نجد   )و من       نجد   )من 

 فنحصل على الشعاع الثالث:          وبإعطاء 

   (           

 فٌكون لدٌنا القاعدة نظامٌة التعامد:

  
  

‖  ‖
  

  

‖  ‖
  

  

‖  ‖
   

   { (    
 

√ 
   

 

√ 
*  (

 

√ 
  
  

√ 
      *  (

  

 
 
  

 
 
 

 
 
 

 
* } 

 قاعدة نظامٌة التعامد.
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 99/4/2192                                المحاضرة الرابعة عشر                               

ولٌكن   مجموعة نظامٌة التعامد فً فضاء جداء داخلً                لتكن  نظرٌة:

 عندئذٍ:   )      

وذلك   والأخر ٌعامد   ٌكتب على شكل مجموع عنصرٌن أحدهما من   فإن       

 بصورة وحٌدة.

 ولٌكن:    لٌكن  البرهان:

                                  

 للشعاع:  ولنرمز ب

      

فٌجب أن ٌعامد كل   ٌعامد   ولنبرهن أن     وبحٌث       عندئذٍ فإن 

   عنصر من المجموعة 

                                                

                                             

                            وبطرٌقة مماثلة نجد أن 

 ولنبرهن الأن على وحدانٌة الكتابة:

(                 

ٌعامد      فإن    )ولكن بحسب   ٌعامد      فإن   ٌعامد      بما أن كلاً من 

                   ومن ثم فإن        نفسه وعلٌه 

  بمركبة   وتسمى   على   بالمسقط العمودي للشعاع   ٌسمى الشعاع ملاحظة: -

  العمودٌة على 

 فإن مجموعة العناصر:    إذا كان  -

                  
 

‖ ‖
 نظامٌة التعامد.   

 تمارٌن هامة: 

 شاذة.  إذا وفقط إذا كانت   قٌمة ذاتٌة للمصفوفة المربعة     برهن أن  -1

 .   قٌمة ذاتٌة ل    فإن   قٌمة ذاتٌة للمصفوفة غٌر الشاذة  λبرهن أنه إذا كانت  -2

فإن القٌم الذاتٌة   على الفضاء الشعاعً       )مؤثر إسقاط   برهن أنه إذا كان  -3

 . أو   تساوي   ل
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نفس القٌم     و     فإن ل  مصفوفتٌن مربعتٌن من المرتبة     برهن على أن  -4

 الذاتٌة.

 البرهان:

 لزوم الشرط: -1

λلنفرض أن   عندئذٍ فإن كثٌر الحدود الممٌز هو:  قٌمة ذاتٌة للمصفوفة المربعة    

|    |                (             

(                  

 شاذة ونعلم أن كثٌر الحدود الممٌز هو:  لنفرض أن كفاٌة الشرط:

|    |                (         

 وبما أن القٌم الذاتٌة للمصفوفة هً جذور لكثٌر حدودها الممٌز وبما أن المصفوفة شاذة نجد:

|    |                    

 وبالتالً نجد أن:

 (                   

λوبالتالً   هً جذر لكثٌر الحدود الممٌز وهً قٌمة ذاتٌة للمصفوفة السابقة.   

 فحسب التعرٌف ٌوجد مصفوفة عمودٌة   قٌمة ذاتٌة للمصفوفة غٌر الشاذة λإذا كانت  -2

                                                    بحٌث أن    

 هوالحقل.  حٌث 

 موجودة.  غٌر شاذة فإن مصفوفة مقلوب   وبما أن المصفوفة 

 وبالعودة إلى * نجد:       حقل فإن    و    وبما أن 

 نجد:    بضرب طرفً * ب

   (        (     (           (        

      (            

 نجد ان:    وبضرب طرفً ** ب 

   (            (        
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        (        

            

 .   قٌمة ذاتٌة للمصفوفة     ومن الأخٌرة نستنتج أن 

 :عندئذٍ    قٌمة ذاتٌة للمؤثر الخطً  لنفرض أن  -3

 (                    

 :وإذا قمنا بأخذ صورة الطرفٌن ل* نجد

 ( (  )    خطً     )  

  (      (      

 مؤثر إسقاط نجد من ** أن:  وبما أنه حسب الفرض 

  (      (        

 بطرح *من *** نجد:

  (    (     ( (       

  ( (        

 ومنه نجد أن:

    

           )        ) أو

 وبتعوٌض الأخٌرة فً * نجد:

          

فإن القٌم   على الفضاء الشعاعً       )مؤثر إسقاط   إذا كان وبالتالً نستنتج انه 

 . أو   تساوي   الذاتٌة ل

 لنفرض أنه: -4

 من أجله ٌكون:  فإنه ٌوجد شعاع     قٌمة ذاتٌة للمصفوفة المربعة          

      (           

 نجد أنه:    مصفوفة عمود من المرتبة   أي ان       )      وبما أن 
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 نجد:  بضرب طرفً العلاقة * بالمصفوفة 

  (         (      

(     (       (         

 ولكن:

               

 بالعودة إلى ** نجد أن:

(           

 وهو مانرٌد برهانه وهو المطلوب.    قٌمة ذاتٌة للمصفوفة   والأخٌرة تعنً أنه 

 22/4/2192المحاضرة الخامسة عشر                                                             

 كل فضاء جداء داخلً منتهً البعد ٌملك قاعدة نظامٌة التعامد. نظرٌة:

 فضاء جداء داخلً منتهً البعد  لنفرض أن البرهان:

 ,فإن المجموعة            عندئذٍ        إذا كان  (1
 

‖ ‖
تمثل قاعدة  - 

 نظامٌة التعامد.

   قاعدة ل               ولنفرض أن          لنفرض أن  (2

   نضع 
  

‖  ‖
 هً عبارة عن مجموعة نظامٌة التعامد.   فتكون المجموعة المؤلفة من  

 لنفرض أن  -

                  

أساس                مستقلة خطٌاً لأن المجموعة         وبما أن          فٌكون 

 جزئٌة منها تكون مستقلة خطٌاً وبالتالً فإن: ومستقلة خطٌاً وكل مجموعة  وبالتالً تولد   ل

 ,       
  

‖  ‖
 نظامٌة التعامد. - 

 لنضع:

                              

مستقلة خطٌاً وبالتالً تكون لدٌنا            وبما أن المجموعة       وأنه ٌعامد كل من 

 المجموعة:
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 ,       
  

‖  ‖
     

  

‖  ‖
 نظامٌة التعامد. -

شعاع وبالتالً فهً   بمتابعة العمل نحصل على مجموعة نظامٌة التعامد مؤلفة من 

 .  قاعدة)اساس( نظامٌة التعامد ل

 )تسمى الطرٌقة السابقة فً بناء قاعدة نظامٌة التعامد بطرٌقة )غرام شمٌدت(  (

                             ------------------------------------ 

 :   إستخدم القاعدة فً الفضاء المنتهً البعد :(9)مثال

     (          (          (        

 وطرٌقة غرام شمٌدت فً بناء قاعدة نظامٌة التعامد.

 الحل:

 ,وبالتالً        )     إن الشعاع  
  

‖  ‖
 نظامٌة التعامد. - 

 لنرمز ب:

   
  

‖  ‖
 

(      

√ 
 (

 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
* 

 الشعاع:لنأخذ 

                  

 مستقلة خطٌاً وبالتالً:           وبما أن    إن الشعاع السبق ٌعامد 

   
  

‖  ‖
 

 ولكن

   (        (       (
 

√ 
 
 

√ 
 
 

√ 
*   (

 

√ 
 
 

√ 
 
 

√ 
* 

 (       
 

√ 
 (

 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
*  (       (

 

 
 
 

 
 
 

 
*  (

 

 
 
 

 
 
  

 
* 

 وبالتالً نجد:
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‖  ‖
 

(
 
 

 
 
 

 
  
 )

√ 
 

 
(       

√ 
 (

 

√ 
 
 

√ 
 
  

√ 
* 

 لنأخذ الشعاع

                              

 (        (       (
 

√ 
 
 

√ 
 
 

√ 
*   (

 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
* 

 (       (
 

√ 
 

 

√ 
 
  

√ 
*   (

 

√ 
 
 

√ 
 
  

√ 
*   

 (       
 

√ 
 (

 

√ 
 
 

√ 
 

 

√ 
*  

 

√ 
 (

 

√ 
 
 

√ 
 
  

√ 
* 

 (       (
 

 
 
 

 
 
 

 
*  (

 

 
 
 

 
 
  

 
  

 (  
 

 
 

 

 
   

 

 
 

 

 
   

 

 
 

 

 
*  (

 

 
 
  

 
  * 

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

   
  

‖  ‖
 

(
 
 

 
  
 

  )

√ 
 

 
 
 

 
(
 
 

 
  
 

  )

 

√ 

 (
 

√ 
 
  

√ 
  * 

 وبالتالً القاعدة نظامٌة التعامد هً:

{ (
 

√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
*  (

 

√ 
 

 

√ 
 
  

√ 
*  (

 

√ 
 
  

√ 
  * } 

                                  ------------------------------------- 

 

 

أوجد قاعدة نظامٌة         )    معرفة ب    مجموعة جزئٌة من   إذا كانت  (:2مثال)

 وذلك بطرٌقتٌن مختلفتٌن.   التعامد ل 

 نجد:   حسب تعرٌف الحل:
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   (              (          (             

                                                           

                                                 

   (                           

   (                                       

   (                        

   (         (                    

 ومنه نستنتج أن مجموعة الأشعة:

  (         (           

 .   تشكل أساس ل 

 والتً هً قاعدة نظامٌة التعامد.لنستخدم طرٌقة غرام شمٌدت فً بناء القاعدة المطلوبة  -

 المكونة من:  هو المجموعة    لنفرض أن الاساس ل

          

 ,وبالتالً        )     إن الشعاع  
  

‖  ‖
 نظامٌة التعامد. - 

 لنرمز ب:

   
  

‖  ‖
 

(       

√ 
 (

 

√ 
   

  

√ 
* 

 لنأخذ الشعاع:

                  

 مستقلة خطٌاً وبالتالً:           وبما أن    إن الشعاع السبق ٌعامد 

   
  

‖  ‖
 

 ولكن
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   (         (        (
 

√ 
   

  

√ 
*   (

 

√ 
   

  

√ 
* 

 (        
 

√ 
 (

 

√ 
   

  

√ 
*  (        (

 

 
   

  

 
*

 (
  

 
   

  

 
* 

 وبالتالً نجد:

   
  

‖  ‖
 

(
  
 

   
  
 )

√ 
 

 
(       

√ 
 (

  

√ 
 
 

√ 
 
  

√ 
* 

 هً:والقاعدة نظامٌة التعامد  استطعنا بناء وبالتالً

{ (
 

√ 
   

  

√ 
*  (

  

√ 
 

 

√ 
 
  

√ 
* } 

                                  ------------------------------------- 

 فإن:  فضاء جزئً من   فضاء جاء داخلً منته البعد وكان   إذا كان  نظرٌة:

       

 عندئذٍ:  قاعدة نظامٌة التعامد ل   لنفرض ان البرهان:

 بالشكل:ٌكتب بصورة وحٌدة     

                        

 وبالتالً فإن:

       

 مزوداً بالجداء الداخلً المعرف بالشكل:   )      لٌكن لدٌنا  تمرٌن:

               

 نظامٌة التعامد.  أثبت أن القاعدة القانونٌة ل -1

 المؤلف من المصفوفات القطرٌة والمطلوب  الفضاء الجزئً من   لٌكن  -2

 ( )المتمم العمودي ل  أوجد قاعدة نظامٌة التعامد ل

 المؤلف من المصفوفات المتناظرة   الفضاء الجزئً من   لٌكن  -3
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   أوجد قاعدة نظامٌة التعامد ل

 الحل:

 إن القاعدة القانونٌة هً: -1

,    *
  
  

+     *
  
  

+     *
  
  

+     *
  
  

+ - 

 واضح أن نظٌم كل عنصر من القاعدة مساوٌاً للواحد.

 لنرى فٌما إذا كانت العناصر متعامدة مثنى مثتى

           (  
        

وبنفس الطرٌقة نجد أن متعامدة مثنى مثنى وبالتالً الاساس القانونً ٌشكل قاعدة نظامٌة 

 التعامد.

2-   ,       (          *
  
  

+         -    

 ومن الواضح أن:   لنوجد قاعدة ل

   قاعدة ل           

 وبالتالً ٌكون لدٌنا

 وهً قاعدة نظامٌة التعامد.       وهً قاعدة وذلك لأن    قاعدة ل          

 أو بطرٌقة ثانٌة:

   ,      (        *
  
  

+              - 

 , *
  
  

+          - 

 ,  *
  
  

+   *
  
  

+         - 

 وبالتالً ٌكون لدٌنا مجموعة الأشعة:

,    *
  
  

+     *
  
  

+ - 

 قاعدة نظامٌة التعامد.

3-   ,         *
  
  

+        -      
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 والتً لها قاعدة وهً:

,            *
  
  

+ - 

                                

                        

                           

                                     

   ,          *
  

   
+-           

   , *
  

   
+-           

 وبالتالً ٌكون لدٌنا :

 ,  *
  

   
    أساس ل -  +

 ومنه نستنتج ان المجموعة:

 , *
 

 

√ 

 
 

√ 
 

    تشكل قاعدة نظامٌة التعامد ل - +

                                         ------------------------------------- 

فغنه ٌوجد مؤثر خطً وحٌد   مؤثراً خطٌاً على الفضاء الواحدي الإقلٌدي   إذا كان  -

 بحٌث ٌكون:  على    

  (            (               

 كما أن

 وذلك بالنسبة لقاعدة نظامٌة التعامد.      )      )  

 فهو:  أما قرٌن المصفوفة   بقرٌن    ٌسمى 

   (    

 مثال:

 الواحدي المعرف بالشكل:   على   قرٌن المؤثر الخطً    أوجد 
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 (       (                   

والذي ٌشكل    بالنسبة للأساس القانونً ل  لنوجد المصفوفة والتً هً مصفوفة  الحل:

 قاعدة نظامٌة التعامد:

 (   0
    
 
 

  
    

1 

 مؤثر خطً على فضاء واحدي فإن:  وبما ان 

 (      (     * (  +
 
 0

   
 

  
   
   

1 

 وبالتالً:

  (       (                    

 فإن:  مؤثرٌن خطٌٌن على الفضاء الواحدي الإقلٌدي     إذا كان  نظرٌة:

          

                     (      (    

                          (            

                     (            

         

          

                       (      (      

 فً الخاصة السابقة ٌحقق شرط التقابل.  بحٌث ان التابع 

 

 

 25/4/2192المحاضرة السادسة عشر                                                             

 على الفضاء الواحدي)الإقلٌدي( هرمٌتٌاً أو تناظرٌاً إذا كان:  ٌسمى المؤثر الخطً  تعرٌف:
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إذا شٌه تناظري أوشبه هرمٌتً على الفضاء الواحدي)الإقلٌدي(  ٌسمى المؤثر الخطً  -

 كان:

      

على الفضاء الواحدي)الإقلٌدي( هرمٌتٌاً)تناظرٌاً( على الترتٌب   ٌكون المؤثر الخطً نتٌجة:

 إذا كان:

  (           (                  

تناظري( شبه )مٌتًهرشبه على الفضاء الواحدي)الإقلٌدي(   ٌكون المؤثر الخطً  -

 على الترتٌب إذا كان:

  (             (                  

 تسمى المصفوفة المربعة العقدٌة هرمٌتٌة إذا كان:تعرٌف: 

     (   
 
 

على الفضاء الواحدي)الإقلٌدي( هرمٌتٌاً)تناظرٌاً( على   ٌكون المؤثر الخطً  نظرٌة:

بالنسبة لقاعدة نظامٌة التعامد هً مصفوفة   الترتٌب إذا وفقط إذا كانت مصفوفة 

 هرمٌتٌة)تناظرٌة(.

 البرهان:

 بالنسبة لقاعدة نظامٌة التعامد.  مصفوفة    ) لتكن  -1

 هرمٌتٌاً فإن   إذا كان 

     

               )     ) وبالتالً 

 ولكن:

 (      (     

                                  )      ) ومنه 

 هرمٌتٌة.    ) وبالتالً 

 هرمٌتٌة وهذا ٌعنً أن:   ) لنفرض أن  -2

 (      (     

 ولكن 

 (      (     
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 ومنه ٌكون:

 (     (    

                                           وبالتالً 

 هرمٌتً.  وبالتالً 

 برهن على أن المؤثر الخطً: مثال:

  ℂ  ℂ  

 المعرف بالشكل التالً:

 (       (                            

 مؤثراً هرمٌتٌاً.

 البرهان:

 حسب النظرٌة نجد أن:

 (   0
    

   
 

   
  

1 

  ℂبالنسبة لقاعدة نظامٌة التعامد )القاعدة القانونٌة ل   والمصفوفة الأخٌرة هً مصفوفة 

 ولكن:

 (      (     

 ونعلم أن:

  (       (     0
    

   
 

   
  

1   (   

 هرمٌتً.  وبالتالً      وبالتالً 

 

 .عناصر القطر الرئٌسً فً مصفوفة هرمٌتٌة هً أعداد حقٌقٌة فقط ملاحظة:

على الفضاء الواحدي )الإقلٌدي( شبه هرمٌتً)شبه تناظري( إذا   ٌكون المؤثر الخطً  نظرٌة:

هً مصفوفة شبه هرمٌتٌة)شبه تناظرٌة( إذا كانت مأخوذة بالنسبة   وفقط إذا كانت مصفوفة 

 لقاعدة نظامٌة التعامد.



 
86 

 القٌم الذاتٌة لمؤثر خطً هرمٌتً هً أعداد حقٌقٌة. نظرٌة:

ولنفرض أن   قٌمة ذاتٌة ل λولتكن   مؤثراً هرمٌتٌاً على الفضاء الواحدي   لٌكن البرهان:

  موافق للقٌمة الذاتٌة   شعاع ذاتً ل  

  (                          

  (           (                          

 نجد أن:  )و  )من 

                  (             

                         ومنه إما 

 قٌمة حقٌقٌة. λوبالتالً 

 ولأنه شعاع ذاتً.    لأن          ولكن          أو 

                                    ------------------------------------------ 

 نتائج:

 أعداد حقٌقٌة.القٌم الذاتٌة لمصفوفة هرمٌتٌة هً  -1

 القٌم الذاتٌة لمصفوفة حقٌقٌة تناظرٌة هً أعداد حقٌقٌة. -2

 القٌم الذاتٌة لمؤثر تناظري هً أعداد حقٌقٌة. -3

 إن الأشعة الذاتٌة لمؤثر هرمٌتً والموافقة لقٌم ذاتٌة مختلفة تكون متعامدة. نظرٌة:

موافقة   أشعة ذاتٌة ل    ولتكن   مؤثر هرمٌتً على الفضاء الواحدي   لٌكن  البرهان:

 لدٌنا:   λلقٌم ذاتٌة مختلفة 

  (                          

  (           (                        

 نجد أن  )و   )من 

                 (             

 فإن:    وبما أن 

         

                                               ومن الأخٌرة نجد:   
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 وهو المطلوب.

 29/4/2192المحاضرة السابعة عشر                                                               

 القٌم الذاتٌة لمصفوفة شبه هرمٌتٌة)شبه تناظرٌة( هً أعداد تخٌلٌة بحتة. نظرٌة:

 واحدٌة)عمودٌة( إذا تحقق الشرط الأتً:  عة العقدٌة)الحقٌقٌة( تسمى المصفوفة المربتعرٌف:

            

 عمودٌة إذا كان:  أي تكون المصفوفة المربعة الحقٌقة 

            

 أي تكون المصفوفة المربعة الحقٌقٌة عمودٌة إذا كان مقلوب المصفوفة هو منقولها.

 لتكن لدٌنا: مثال:

√]             واحدٌة 
   

  √ 
] 

             عمودٌة                    
 

√ 
*

  
   

+                                       

تكون المصفوفة )واحدٌة()عمودٌة( إذا وفقط إذا كانت أعمدتها)أسطرها( أشعة نظامٌة  نظرٌة:

 ( على الترتٌب.  ) ℂالتعامد بالنسبة للجداء الداخلً العادي على 

)سطرها الأول   أوجد مصفوفة عمودٌة تمرٌن:
 

 
 
 

 
 
 

 
). 

إن اسطر المصفوفة المطلوبة أو أعمدتها ٌجب أن تشكل مجموعة أشعة نظامٌة التعامد الحل:

 بحٌث ان:    وبالتالً لنبحث عن شعاع غٌر صفري ولٌكن 

 ومنه:       )وهو ٌعامد الشعاع المعطى وبالتالً ٌعامد          )   

 (       (              

             

       نجد أن      وبأخذ 

 ومنه ٌكون لدٌنا:      نجد     وبإعطاء 

  (        

 هو الشعاع الثانً.
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والشعاع المعطى ولنرمز   لنبحث عن شعاع ثالث غٌر صفري وٌعامد كل من الشعاع  -

 ومنه نجد المعادلتٌن:                  )  له ب: 

                  

              

 نجد أن:  )من 

      

 نجد:  )وبتعوٌض الأخٌرة فً 

        

 ومنه ٌكون لدٌنا الشعاع الثالث هو:             نجد      وٌكون بإعطاء 

  (        

 وهً:  وبالتالً ٌكون لدٌنا المصفوفة العمودٌة 

  

[
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
  

 √ 

 

√ 

  

√ 
 

 √ 

 

 √ ]
 
 
 
 
 
 

 

 عمودٌة ومنه ٌكون:  ومنه حسب النظرٌة أسطرها أشعة نظامٌة التعامد وبالتالً 

       

[
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  

 √ 

 

 
 

 

 

√ 

 

 √ 
  

√ 

 

 √ ]
 
 
 
 
 
 

 

 وهو المطلوب.

على الفضاء الواحدي)الإقلٌدي( واحدٌاً)عمودٌاً( على الترتٌب   ٌسمى المؤثر الخطً تعرٌف:

 إذا تحقق التالً:

         (    (    
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     وذلك لكل 

 ب:   المعرف على   برهن على أن المؤثر الخطً  مثال:

 (     
 

√ 
(          

 عمودي.

 لنأخذ عنصرٌن ولٌكن: البرهان:

  (       

  (       

   من 

  (    (      (        (        

 
 

 
 (               (                

 
 

 
 (       (       (       (        

 
 

 
                         

 ونعلم ان:

        (       (                  

 مؤثر عمودي.  وبالتالً 

                                      ------------------------------------------- 

على الفضاء الواحدي )الإقلٌدي( واحدٌاً)عمودٌاً( إذا وفقط إذا   ٌكون المؤثر الخطً  نظرٌة:

 بالنسبة لقاعدة نظامٌة التعامد)واحدٌة()عمودٌة(.  كانت مصفوفة 

 كل مصفوفة حقٌقٌة تناظرٌة تكون قابلة للتقطٌر بمصفوفة عمودٌة. نظرٌة:

 

 قطر المصفوفة التالٌة بواسطة مصفوفة عمودٌة)إن أمكن(. مثال:
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  0
    
 
 

   
   

1 

حقٌقٌة ومتناظرة إذاً حسب النظرٌة القائلة أن كل مصفوفة حقٌقٌة   نلاحظ أن المصفوفة  الحل:

 تناظرٌة تكون قابلة للتقطٌر بمصفوفة عمودٌة .

 .  لنوجد القٌم الذاتٌة للمصفوفة 

الممٌز وبما أن كثٌر الحدود   بما أن القٌم الذاتٌة هً جذور لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة 

 ٌعطى ب:  للمصفوفة 

 

|    |  |
                        

  
  

    
                
                 

|    

 لنوجد قٌمة هذا المحدد:

 بجمع العمودٌن الثانً والثالث إلى الأول نحصل على:

|
                        
   
   

    
                
                 

|    

السطر السطر الثانً و وإضافة الناتج إلى    )رب السطر الأول من المحدد الأخٌر بنض

 الثالث نجد:

|
                        

 
 
    

               
                

|    

 :ونلاحظ أن المحدد الأخٌر مثلثً علوي وقٌمته هً جداء عناصر القطر الرئٌسً 

(     (        

 هً:  ومنه نستنتج أن مجموعة القٌم الذاتٌة للمصفوفة المعطاة والتً تدعى بطٌف 

        

    الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 
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  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

0
    
 
 

   
   

1  *

  

   
  

+    *

  

   
  

+   

[

           

          

          

]  *

   

    
   

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                         

                             

                     

 ومنه نحصل على:

                       

                            

                   

 .لبحل حملة المعادلات السابقة والتً لها عدد لانهائً من الحلو

ب    ومن ثم بضرب المعادلة    وإضافة الناتج إلى أولاً    )ب    بضرب المعادلة 

 نجد الجملة الجدٌدة:   وإضافة الناتج إلى     )

                    

                             

                 

 متكافئتٌن وبالتالً الجملة الجدٌدة هً:     و    نلاحظ أن 
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 نجد:    بالتعوٌض فً                       نجد أن        من 

              

 ومنه : 

  *

  

   
  

+                

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

     {   [

 
  
 

]           } 

]ونستنتج أن 

 
  
 

  وبعده مساوٌاً ل      أساس ل  [

 وبالتالً لنأخذ الشعاع:

   [

 
  
 

]  

     الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة 

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:     وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 
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0
    
 
 

   
   

1  *

  

   
  

+     *

  

   
  

+   

[

           

          

          

]  *

    

    

 
 

   

+ 

 ان:وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد 

                          

                              

                      

 ومنه نحصل على:

                      

                            

                   

 بحل حملة المعادلات السابقة والتً لها عدد لانهائً من الحلول.

 المعادلات الثلاثة السابقة متكافئة وتكافئ المعادلة:نلاحظ أن 

                         

 ومنه :

  ,  *

  

   
      

+                      -  

 والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة أما بالنسبة للفضاء الذاتً فإن:

      {   [

 
  

  

]    [
 
 

  
]             } 

 ومنه نستنتج أن مجموعة الاشعة:
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 { [

 
  

  

]  [
 
 

  
            وبعده     أساس للفضاء {[

حصراً. لأن الأشعة الذاتٌة لمصفوفة متناظرة    وهو ٌعامد         )   لنأخذ الشعاع 

 والموافقة لقٌم ذاتٌة مختلفة تكون متعامدة.

ونلاحظ    و   بحٌث ٌعامد            )       لنبحث عن شعاع  -

 نضع:   ولكن لكً ٌعامد    وضوحاً ومهما كان هذا الشعاع فهو ٌعامد 

            (        (             

 ومنه نجد أن:

            

 فٌجب أن ٌحقق أٌضاً:    ولكن بما أنه من عناصر الفضاء الجزئً 

                 

 وبالتعوٌض فً ** نجد:            من * نجد أن

        

 نجد:     وبإعطاء 

                  

 ومنه ٌكون لدٌنا الشعاع الثالث:

   (        

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

  

[
 
 
 
 
 
 
 

√ 

 

√ 

 

√ 
 

√ 
 

√ 

 
  

√ 
 

√ 

 

√ ]
 
 
 
 
 
 

 

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:
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[
 
 
 
 
 
 
 

√ 

 

√ 

 

√ 
 

√ 
 

√ 

 
 

√ 
  

√ 

 

√ ]
 
 
 
 
 
 

 

 وٌكون لدٌنا:

          0
   
 
 

   
   

1 

 وهو المطلوب.

                        ---------- ---------------------------------------- 

 الأشكال ثنائٌة الخطٌة والأشكال التربٌعٌة

  فضاء شعاعً فوق الحقل   لٌكن 

                               ٌقال عن تطبٌق  

                           (      (     

خطٌاً بالنسبة للمركبة الأولى وخطٌاً بالنسبة للمركبة   إذا كان   أنه شكل ثنائً الخطٌة على 

 الثانٌة.

 أي إذا تحققت الشروط التالٌة:

    (            (        (       

      (            (        (        

      (            (        (       

αو لكل               وذلك لكل     

 ملاحظة:

بالنسبة لعملٌة جمع   تشكل فضاء شعاعً فوق   ثنائٌة الخطٌة على  إن مجموعة الأشكال

 تطبٌق وضرب تطبٌق بعدد.

 . تشكل ثنائٌة الخطٌة على      فضاء جداء داخلً حقٌقً فإن          )إذا كان مثال:
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 2/5/2192عشر والأخٌرة                                                       المحاضرة الثامنة 

    )   بالرمز   سنرمز لمجموعة كل الأشكال ثنائٌة الخطٌة على 

 مصفوفة شكل ثنائً الخطٌة: -

 ولتكن:  فضاء شعاعً منتهً البعد فوق الحقل   لٌكن 

  قاعدة ل                  

     )     لنفرض أن 

                       ∑     

 

   

    ∑    

 

   

 

 (         (∑     

 

   

  ∑    

 

   

 ) 

     (              (                (           

    (              (                (           

                             

    (              (                (          

            [

 (       (        (      

 (      
 

 (      

 (        (      
   

 (        (      

]  

[
 
 
 
 
  

  

 
 
  ]

 
 
 
 

 

 حٌث       توجد مصفوفة مربعة   على   إذاً مقابل كل شكل ثنائً الخطٌة 

وبالعكس إذا كانت   بالنسبة للقاعدة   تسمى بمصفوفة الشكل         )       

 وعرفنا التطبٌق:  فوق الحقل   مصفوفة مربعة من المرتبة          

 بالشكل التالً:         

 (                   

[
 
 
 
 
  

  

 
 
  ]
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  بالنسبة للقاعدة   مركبات            حٌث 

 .  بالنسبة للقاعدة   مركبات            

 وذلك لأن:  بالنسبة للقاعدة   هً المصفوفة   وتكون 

 (     )            [

          

   

 
   

       
   

       

]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  ]

 
 
 
 
 

 

  (     )       

                          -------------------------------------------- 

 معرف ب:  شكلاً ثنائً الخطٌة على   ولٌكن      لٌكن  (:9مثال)

 ( (       (                     

 بالنسبة للقاعدة:  والمطلوب أوجد مصفوفة 

       (         (       

 الحل:

 (        ((      (     )   (  (    (  (     

 (        ((      (     )   (  (    (  (     

 (        ((      (     )   (  (    (  (      

 (        ((      (     )   (  (    (  (     

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

  *
  

   
+ 

 ولتكن:     لٌكن  (:2مثال)

  *
   
  

+ 

 بالنسبة للقاعدة:  الممثل للمصفوفة   والمطلوب أوجد شكل ثنائً الخطٌة على 
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       (         (       

 فإن:         )  إذا كان الحل:

(         (       (               

هو التطبٌق   بالنسبة للقاعدة   الممثل للمصفوفة   ن الشكل ثنائً الخطٌة على إوبالتالً 

 المعرف ب:

        

 ( (       (                *
   
  

+  *
  

  
+

                  *
  

  
+

 (           (            

                        

 وبالتالً نجد أن:

 ( (       (                                

 وهو شكل ثنائً الخطٌة المطلوب.

 ولتكن:     لٌكن  (:3مثال)

  *
  

   
+ 

 بالنسبة للقاعدة:  الممثل للمصفوفة   والمطلوب أوجد شكل ثنائً الخطٌة على 

       (         (       

 فإن:         )  إذا كان الحل:

(        (      (     

 ومن الأخٌرة نستنتج أن:

                    

 وٌكون الحل المشترك هو:

                     

هو التطبٌق   بالنسبة للقاعدة   الممثل للمصفوفة   وبالتالً فإن الشكل ثنائً الخطٌة على 

 المعرف ب:
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 ( (       (                   *
  

   
+  *

  

     
+

      (          (        *
  

     
+

                 *
  

     
+

 (           (        (      

                                  

                             

 وبالتالً نستنتج أن:

 ( (       (                                   

 وهو شكل ثنائً الخطٌة المطلوب.

 ( فصل ثانً مع الحل2192-2199دورة)

 السؤال الأول:

0  حٌث    )      لتكن 
   
 
 

  
  

 المطلوب: 1

 .  أوجد القٌم الذاتٌة للمصفوفة  (1

λإذا علمت أن  (2  فأوجد الاشعة الذاتٌة الموافقة لها.  قٌمة ذاتٌة ل   

وبما أن كثٌر الحدود   بما أن القٌم الذاتٌة هً جذور لكثٌر الحدود الممٌز للمصفوفة  الحل:

 ٌعطى ب:  الممٌز للمصفوفة 

 

|    |  |
                        

  
  

    
               
                 

|    

 لنوجد قٌمة هذا المحدد:

 وإضافة الناتج إلى العمود الأول نجد ان:   )بضرب العمود الثانً ب

|
                        
    

 
    

               
                 

|     
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 المحدد الأخٌر نجد أن:بجمع السطر الأول إلى السطر الثانً فً 

|
                        

 
 
    

               
                 

|     

 وبنشر المحدد الأخٌر حسب العمود الأول نجد:

(      (     (           

(    (            

  (     (       

 هً:  ومنه نستنتج أن مجموعة القٌم الذاتٌة للمصفوفة المعطاة والتً تدعى بطٌف 

       

    الموافقة للقٌمة الذاتٌة   إٌجاد الأشعة الذاتٌة للمصفوفة  -

 لنفرض أن 

  *

  

   
  

+ 

 ٌجب أن ٌتحقق:    وموافق للقٌمة الذاتٌة   وحتى ٌكون شعاع ذاتً ل 

         

0
   
 
 

  
  

1  *

  

   
  

+  *

  

   
  

+   

[

         

           

           

]  *

  

   
  

+ 

 وحسب تساوي مصفوفتٌن نجد ان:

                      

                             

                     

 ومنه نحصل على:
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 وتكافئ معادلة واحدة وهً:ونلاحظ أن المعادلات الثلاثة السابقة متكافئة 

                                  

 ومن الأخٌرة نجد:

          

 ومنه :

  ,  *

  

   
      

+                     -   

 .والأخٌرة هً التً تعطً الأشعة الذاتٌة غٌر الصفرٌة 

 السؤال الثانً: 

 المؤثر الخطً المعرف بالقاعدة:      ولٌكن      )      لٌكن  (9

*  حٌث       )  
   
  

المولد   . أثبت أن الفضاء الشعاعً الجزئً +

 . مستقر بالنسبة ل  و  بالشعاعٌن 

 البرهان:

 أي:  و  مولد بالشعاعٌن   حسب الفرض إن الفضاء الجزئً 

      (     

 كنظرٌة وجدنا أن:وحسب تمرٌن سابق والذي ٌمكن إعتباره 

 الشرط اللازم والكافً حتى ٌكون الفضاء الشعاعً الجزئً المولد بالأشعة:

        

 هو أن ٌكون:  مستقراً بالنسبة ل

 (    (           

 لنرى فٌما إذا كان الشرط محقق:
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*  نعلم أن 
  
  

+  

 (    (*
  
  

+)  *
   
  

+  *
  
  

+  *
   
  

+      

 (    (*
   
  

+)  *
   
  

+  *
   
  

+  *
   
   

+ 

*  وحتى ٌكون   
   
   

+ لان الشعاعٌن     ٌجب ان ٌكتب كتركٌبة خطٌة بالشعاعٌن   

  الأخٌرٌن ٌولدان 

*
   
   

+   *
  
  

+   *
   
  

+ 

 ومن الأخٌرة ٌنتج لدٌنا المعادلات:

α  β                                         

 ومنه نستنتج أن:

*
   
   

+  (    *
  
  

+    *
   
  

+ 

 كُتب كتركٌبة خطٌة بالشعاعٌن ومنه نستنتج ان:وبالتالً 

*
   
   

+    

الشرط اللازم والكافً حتى ٌكون الفضاء الشعاعً الجزئً  وبالتالً حسب النظرٌة القائلة:

 المولد بالأشعة:

        

 هو أن ٌكون:  مستقراً بالنسبة ل

 (    (           

 .  مستقر بالنسبة ل  من   نستنتج أن الفضاء الجزئً 

                              ----------------------------------------------- 

 المعرف ب:  ℂ  ℂ  المؤثر لقرٌن للمؤثر الخطً    أوجد  (2

 (     (            

 ماذا تستنتج؟



 
103 

 الحل:

 بالنسبة لقاعدة نظامٌة التعامد.  لنوجد مصفوفة 

تمثل قاعدة نظامٌة التعامد وٌكون       )         )    نعلم أن مجموعة الأشعة 

 بالنسبة لتلك القاعدة هً:  لدٌنا مصفوفة 

 (   *
   
  

+ 

 ٌحقق:   وحسب التعرٌف ٌوجد مؤثر خطً وحٌد 

 (      (     

 وذلك بالنسبة لقاعدة نظامٌة التعامد.

 ولكن نعلم أن:

  (       (     

 وبالتالً:

  (     *
   
  

+ 

 ومن الأخٌرة نلاحظ أن:

  (      (     

 وٌكون لدٌنا:

   ℂ  ℂ  

 معرف بالشكل

  (     (            

 مؤثر هرمٌتً)تناظري(.  ومن * وحسب نظرٌة نستنتج أن 

 السؤال الثالث:

شمٌدت لتحوٌل القاعدة -استخدم خوارزمٌة غرام     فً الفضاء الإقلٌدي  (1

  إلى قاعدة نظامٌة التعامد ل       )        )     

 الحل:

 ,وبالتالً      )     إن الشعاع  
  

‖  ‖
 نظامٌة التعامد. - 
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 لنرمز ب:

   
  

‖  ‖
 

(    

√ 
 (     

 لنأخذ الشعاع:

                  

 مستقلة خطٌاً وبالتالً:           وبما أن    إن الشعاع السابق ٌعامد 

   
  

‖  ‖
 

 ولكن

   (       (      (      (     

 (        (     (      (     (      

 وبالتالً نجد:

   
  

‖  ‖
 

(     

√  
 

(     

 
 (      

 وبالتالً القاعدة نظامٌة التعامد هً:

  (      (        

                                  ------------------------------------- 

فضاء جزئً   .برهن على أنه إذا كان  مؤثراً خطٌاً على الفضاء الواحدي   لٌكن  (2

   مستقر بالنسبة ل    فإن   مستقر بالنسبة ل  من 

 البرهان:

                           

 فإن:  مستقر بالنسبة ل  فضاء جزئً من   ولكن بما ان 

 وبالتالً:    )  

  (        

 من أجله ٌكون:   وبما انه ٌوجد مؤثر خطً وحٌد 

  (            (    
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 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

  (            (      

          )      وبما أن 

       )  فإن      وبما ان 

مستقر    وبالتالً نستنتج أن         )  وجدنا أن        وبما أننا أخذنا  

    بالنسبة ل 

 وهو المطلوب برهانه.

 السؤال الرابع:

 المعرف ب:   الشكل ثنائً الخطٌة على   لٌكن  (9

 ( (       (                          

 .      )        )     بالنسبة للأساس   المطلوب أوجد مصفوفة 

 الحل:

 (        ((      (     )   (  (    (  (   (  (     

 (        ((      (     )   (  (    (  (   (  (     

 (        ((      (     )   (  (    (  (   (  (     

 (        ((      (     )   (  (    (  (   (  (     

 وبالتالً ٌكون لدٌنا:

  [    ]   (       *
  
  

+ 

 وهً المصفوفة المطلوبة.

                                      ------------------------------------ 

 برهن على أن للمصفوفات المتشابهة نفس كثٌر الحدود الممٌز. (2

 بحٌث أن:  عندئذٍ توجد مصفوفة غٌر شاذة   تشابه   لنفرض أن  البرهان:

          

 وبالتالً لنبرهن المساواة التالٌة:
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|    |  |    | 

   |    |  |              |  |   (       |

 |   | |    | | |  |     | |    |  | | |    |

   |    |  |    |     

 وهو المطلوب.

 

 (2تم بعىوه تعالى إعذاد ملخص جبر خطً)

 والحمذ لله رب العالميه

 أتمىى فً حال وجىد أي خطأ فً الملخص تىبيهىا عليه 

 مع تمىياتً بالتىفيق لجميع الطلاب بإرن الله 

 

 

 

 

 


