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 البحث الأول:

 تقريب المربعات الصغرى

 هدفنا من هذا البحث هو تقريب مجموعة بيانات)نقاط( معطاة أودالة معطاة إلى دالة أ ُخرى.

 طاة إلى دالة:تقريب البيانات المع1-1   

وسنسعى إلى تقريب هذه  {(     )   (     ) (     )}لتكن لدينا مجموعة من النقاط 

وهذا الخطأ لهُ   ونتيجة لهذا التقريب سينتج خطأ مقدارهُ   تابعة للمتحول   النقاط إلى دالة 

 عدة صيغ:

      
        

{|    (  )|}          ∑|    (  )|

   

   

 

   ∑(      (  )  )
 

   

   

 

 وسنحاول أن يكون هذا الخطأ أصغر مايمكن.

من أجل ذلك سوف ندرس التقريب باستخدام الصيغة الثالثة للخطأ والتي يُقصد بها مجموع 

.ولهذا السبب سُميت ( ) ط المعطاة وبين قيم الدالة المقربة مربعات الفروق بين قيم النقا

 طريقة التقريب هذه بطريقة:

 تقريب المربعات الصغرى

                            

 وهناك منافع عديدة لاستخدام هذه الصيغة للخطأ منها:

 الفروق الموجبة لاتلغي الفروق السالبة. -1

 لصغيرة تصبح أصغر.الفروق ا -2

 يُمكن أن تأخذ عدة أشكال سنوردها فيما يلي. ( ) إن الدالة مُلاحظة:

 تقريب البيانات إلى خط مستقيم:   1-1-1

إلى خط مستقيم,فإننا نسعى إلى  {(     )   (     ) (     )}من أجل تقريب البيانات

( ) أن نجد دالة خطية  أصغر مايمكن أي يجب أن نُحدد   بحيث يكون الخطأ       

 .أصغر مايمكن  التي تجعل الخطأ     المعاملات 

 نقطة في المستوي.  سنوضح هذه العملية من أجل 
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 تُعطى بالشكل:  إن دالة الخطأ 

  ∑(      (  )  )
 

   

   

 ∑(   (  )      )
 

   

   

 ∑(             )
 

   

   

 

( يوجد عندما المشتق الجزئي للدالة    إن الحد الأدنى لدالة بعدة متغيرات)إثنان في هذه الحالة 

 بالنسبة لكل من متغيراتها مساوياً للصفر في هذه الحالة يكون:

  

  
 

  

  
   

  

  
   

 

  
(∑(             )

 

   

   

)  ∑
 

  
(             )

 

   

   

 

 ∑   (             )
 

   

   

    ∑  
 

 

   

  ∑  

 

   

 ∑  

 

   

     

 تالية:ومنهُ نحصل على المعادلة الأولى ال

 ∑  
 

 

   

  ∑  

 

   

 ∑  

 

   

      ( ) 

  

  
   

 

  
(∑(             )

 

   

   

)  ∑
 

  
(             )

 

   

   

 

 ∑ (             )
 

   

   

    ∑  
 

 

   

  ∑ 

 

   

 ∑  

 

   

   

 ومنهُ نحصل على المعادلة الثانية التالية:

 ∑  
 

 

   

    ∑  

 

   

     ( ) 

∑أن  مع العلم   
      . 
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 من هذا كُله أصبح لدينا المعادلتين:

 ∑  
 

 

   

  ∑  

 

   

 ∑  

 

   

      ( ) 

 ∑  
 

 

   

    ∑  

 

   

     ( ) 

 لنستخدم الرموز التالية:

   ∑  
 

 

   

            ∑  
 

 

   

          ∑  

 

   

          ∑  

 

   

   

 بح لدينا:وبالتالي أص

                ( ) 

              ( ) 

 وبحل جُملة المعادلتين بطريقة كرامر نحصل على:

  
          

         
        

            

         
 

 باستخدام التقريب إلى خط مستقيم قرب البيانات التالية::( )مثال

(     )  (     )      (     )  (     )      (     )  (     )      (     )  (     ) 

 ثم أوجد قيمة الخطأ المرتكب.

 .               والآن لنحسب     إن عدد البيانات هو  الحل:

    ∑  
 

 

   

   
    

    
    

                ∑  
 

 

   

                

    ∑   
 

 

   

 
 
      

      
      

      
      

   ∑  
 

 

   

                  

 وبالتالي نجد أن:
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 (    )  (  )(    )

 (  )  (  )(  )
 

  

  
             

  
            

         
 

(  )(    )  (    )(  )

 (  )  (  )(  )
 

   

   
              

مُلاحظة:من الآن فصاعداً وخصوصاً في بحث تقريبات المربعات الصُغرى سوف نقوم بتدوير 

 لأرقام إلى خمسة أرقام عشرية فقط وسوف نتجاهل الخطأ الناتج عن التدوير.ا

 البيانات المعطاة بالفرض تُعطى بالشكل: وبالتالي نجد أن الدالة الخطية التي تُقرب

 ( )                    

 إن الخطأ المُرتكب يُعطى بالشكل: -

  ∑(      (  )  )
 

 

   

 (    (  ))  (    (  ))  (    (  ))  (    (  )) 

 الناتج. هولة الحصول علىسلننظم الجدول التالي ل

(    (  ))
 
  (  )      

                      

                      

                      

                      

 ومنهُ نجد أن الخطأ المرتكب هو:

                                          

 البيانات المعطاة والدالة الخطية المقربة:وسنوضح بالرسم البياني كلاً من 
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 قرب البيانات التالية إلى دالة خطية مع تقدير الخطأ المرتكب::( )مثال

                    

                     

 

               والآن لنقوم بحساب كُل من     إن عدد البيانات هو  الحل:

    ∑  
 

 

   

             ∑  

 

   

            ∑  

 

   

            ∑     

 

   

      

 وبذلك نجد:

  
          

         
 

 (  )  (  )(  )

 (  )  (  )(  )
  

  

  
          

  
            

         
 

(  )(  )  (  )(  )

 (  )  (  )(  )
 

   

  
         

 وبالتالي تكون الدالة الخطية هي:

 ( )                     

 ويكون الخطأ المرتكب هو:

  ∑(      (  )  )
 

 

   

 

 لننظم الجدول التالي لسهولة الحصول على الناتج.

(    (  ))
 
  (  )      

                  

                    

                    

                    

                    

                   

                    

                      

 

 ومنهُ نجد أن الخطأ المرتكب هو:
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 والرسم البياني الذي يوضح البيانات المعطاة والدالة المقربة:

 

 تقريب البيانات إلى قطع مُكافئ:   2-1-1

 إلى دالة تربيعية من الشكل: {(     )   (     ) (     )}لنقرب الآن البيانات

 ( )           

 بحيث يكون الخطأ المرتكب أصغر مايمكن.      سنسعى إلى تحديد المعاملات  

 أي أن تبلغ الدالة:

  ∑( (  )    )
 

 

   

 

 الحد الأدنى لها.

      بالنسبة لكُل من متغيراتها   شتقات الجزئية للدالة من المن أجل ذلك يجب أن تكو

 مساوية للصفر أي:

  

  
 

  

  
 

  

  
   

 وبالقيام بنفس الخطوات التي قمُنا بها في التقريب إلى دالة خطية نجد:
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 ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

 ∑  
   

 

   

 

 ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

  ∑  

 

   

 ∑  
   

 

   

 

 ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

     ∑  

 

   

 

      وبحساب قيمة المجاميع وتعويضها نحصل على جُملة معادلات خطية بثلاثة مجاهيل 

 نستطيع حساب قيمة كُل منهم بسهولة.

 قرب البيانات التالية إلى دالة تربيعية ثم احسب قيمة الخطأ المرتكب:( )مثال

                 

                         

 الحل:

 وسنسعى إلى إيجاد الدالة:    لدينا عدد البيانات 

 ( )           

 قاً أن:ووجدنا ساب

 ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

 ∑  
   

 

   

 

 ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

  ∑  

 

   

 ∑  
   

 

   

 

 ∑  
 

 

   

  ∑  
 

 

   

     ∑  

 

   

 

 مة المجاميع السابقة:لنحسب قي

∑  
 

 

   

           ∑  
 

 

   

            ∑  
 

 

   

           ∑  

 

   

   

∑  
   

 

   

          ∑  
   

 

   

           ∑  
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 ومنه نجد أن:

                           (  

                               (   

                                  (  

 وهي جُملة ثلاث معادلات بثلاث مجاهيل بحلها نحصل على:

                                           

 ومنه تكون الدالة التربيعية المطلوبة هي:

 ( )                                

 إن الخطأ المُرتكب يُعطى بالشكل: -

  ∑(      (  )  )
 

 

   

 

 لننظم الجدول التالي:

(    (  ))
 
  (  )      

                    

                       

                       

                       

                       
 ومنهُ نجد أن الخطأ المرتكب هو:

                                                  

 والرسم البياني التالي يوضح البيانات المعطاة والدالة المقربة:
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 تقريب البيانات إلى كثير حدود:   3-1-1

 ة بالشكل:نقط  لتكن لدينا مجموعة من النقاط في المستوي عددها مثلاً 

وسنسعى إلى تقريب البيانات السابقة إلى حدودية من  {(     )   (     ) (     )} 

 من الشكل:  الدرجة 

 ( )            
         ∑   

 

 

   

          

 ثوابت.          وبحيث 

 :بنفس الأسلوب تكون دالة خطأ المربعات الصغرى هي

  ∑(    (  ))
 

 

 

   

∑( (  )    )
  

 

   

∑(∑    
 

 

   

   )

 
 

   

 

 ∑((∑    
 

 

   

)

 

    ∑    
 

 

   

   
 )

 
 

   

 ∑(∑    
 

 

   

)

 
 

   

  ∑  

 

   

∑    
 

 

   

 ∑  
 

 

   

 

 ∑[∑    
 

 

   

∑    
 

 

   

]

 

   

  ∑  

 

   

∑    
 

 

   

 ∑  
 

 

   

 ∑ ∑     

 

   

 

   

∑  
   

 

   

  ∑  

 

   

∑    
 

 

   

 ∑  
 

 

   

   

  ∑ ∑     

 

   

 

   

∑  
   

 

   

  ∑  

 

   

∑    
 

 

   

 ∑  
 

 

   

 

∑مُلاحظة:في المتسلسلة  [∑     
  

   ∑     
  

   ] 
    كُل مافي الأمر أننا بدلنا كُل     

∑في إحدى المتسلسلتين     
  

 مابين قوسين.    

 أصغرية يجب أن يكون:  بالعودة وحتى تكون الدالة 

  

   
                    

 ومنهُ:
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[∑ ∑     

 

   

 

   

∑  
   

 

   

  ∑  

 

   

∑    
 

 

   

 ∑  
 

 

   

]       

  ∑    
 

 

   

  ∑   

 

   

∑  
   

 

   

                      

 وبالتالي ينتُج لدينا:

∑   

 

   

∑  
   

 

   

 ∑    
 

 

   

                   

 مجهول ويكون:    معادلة ب     وهي جُملة 

        ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

     ∑  
 

 

   

 ∑    
 

 

   

 

        ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

     ∑  
   

 

   

 ∑    
 

 

   

 

 وهكذا.....

        ∑  
 

 

   

   ∑  
   

 

   

     ∑  
  

 

   

 ∑    
 

 

   

 

 :( )مثال

قرب البيانات التالية إلى كثير حدود من الدرجة الثالثة ثم أوجد قيمة الخطأ المرتكب مع العلم 

 أن:

                                              

                                                          

 

وسنسعى إلى إيجاد الحدودية من الدرجة الثالثة أي      عدد النقاط هو نُلاحظ أن  الحل:

 من الشكل:    

 ( )     
     

         

 وحسب الدراسة النظرية السابقة يكون لدينا أربع معادلات بأربع مجاهيل من الشكل:
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  ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

 ∑  

  

   

  (  

  ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

 ∑    

  

   

  (     

  ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

 ∑    
 

  

   

   (  

  ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

   ∑  
 

  

   

 ∑    
 

  

   

  (  

 اميع السابقة.لنوجد أولاً قيمة كُل من المج

∑  
 

  

   

     ∑  
 

  

   

    ∑  
 

  

   

 
  

 
      ∑  

 

  

   

   

∑  
 

  

   

 
    

   
          ∑  

 

  

   

     ∑  
  

  

   

        

∑  

  

   

 
  

 
           ∑    

  

   

 
  

  
           ∑     

 

  

   

 
  

 
       ∑     

 

  

   

         

 بتعويض ماحصلنا عليه في جُملة المعادلات السابقة نجد:

                      (  

                       (   

                        (   

                              (  

 حل مُشترك نجد:  )مع   )بحل

   
 

 
                

 حل مُشترك نجد آيضاً:  )مع   )وبحل 
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 وبالتالي تكون الحدودية المطلوبة من الدرجة الثالثة هي:

 ( )                              

 ويكون الخطأ المُرتكب هو:

  ∑(    (  ))
 

  

   

 

 ولنُنظم الجدول التالي:

(    (  ))
 
  (  )         

                         

                            

                            

                            

                            

               

                           

                           

                           

                            

                         

 وبالتالي يكون الخطأ المُرتكب هو:

                                                                                 

         

 والدالة المقربة هو: والرسم البياني الذي يوضح البيانات المعطاة
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 :أ سُية والدتقريب البيانات إلى    4-1-1

( ) من الشكل  تقريب البيانات إلى دالة أ ُسية   1-1-4-1       

ونُريد تقرييب هذه البيانات  {(     )   (     ) (     )}لتكن لدينا مجموعة النقاط 

( ) بدالة أسية من الشكل   غر مايمكن.بحيث يكون الخطأ أص      

 تُعطى بالشكل:  إن دالة الخطأ 

  ∑(    (  ))
 

 

 

   

∑(         ) 

 

   

 

 وحتى يكون الخطأ أصغر مايُمكن)الخطأ أصغري( يجب أن يتحقق:

  

  
 

  

  
   

 أي:

 

  
[∑(         ) 

 

   

]    ∑
 

  
(         ) 

 

   

     

   ∑   
   (         ) 

 

   

    ∑     
   

 

   

  ∑    
    

 

   

 

 وبالتالي نحصل على:

∑     
   

 

   

  ∑    
    

 

   

   (  

وبنفس الطريقة وبوضع 
  

  
 نجد أن:   

 ∑    (         )   

 

   

  ∑   
   

 

   

  ∑      

 

   

 

 وبالتالي نحصل على:

∑   
   

 

   

  ∑      

 

   

  (  
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من هذه المعادلات أمر صعب     هي معادلات غير خطية وحساب   )و   )إن المعادلات 

 لذلك سوف نلجأ للطريقة التالية.

          ( )    ( )     

 وباستخدام الرموز التالية :

    ( )          ( )                  

 نحصل على المعادلة التالية:

       

 والأخيرة هي عبارة عن دالة خطية نحسب فيها الثوابت بالطريقة المعتادة المذكورة سابقاً.

إن الدالة الأسية التي نسعى لتقريب البيانات إليها هي دالة موجبة تماماً كمانعلم :( )مُلاحظة

 .        قيمة سالبة وذلك آياً كانت    وبالتالي لايُمكن أن يكون قيمة 

بنفس الأسلوب نتعامل من أجل التقريب إلى دالة لوغارتمية أو كسرية أو مثلثية :( )مُلاحظة 

بمعنى آخر إذا أردنا تقريب مجموعة نقاط معطاة إلى دالة لوغارتمية أو مثلثية أو كسرية فإننا 

المُراد تقريب البيانات إليها إلى دالة  ويل شكل الدالةمكاننا تحبإبإجراء تغيير في المتحولات 

 خطية)كثير حدود من الدرجة الأولى(.

 :( )مثال

 لتكن لدينا مجموعة النقاط في المستوي موضحة بالجدول التالي:

                      

                            

 والمطلوب:

 رتكب.أ سُية ثم أحسب قيمة الخطأ المُ  قرب البيانات السابقة إلى دالة -1

 .قرب البيانات السابقة إلى كثير حدود من الدرجة الثالثة -2

  الحل:

التي تُقرب         وسنسعى إلى إيجاد الدالة     نُلاحظ أن عدد البيانات هو  -1

البيانات السابقة بحيث يكون الخطأ المرتكب أصغر مايمكن ومن أجل ذلك نُجري 

 يلات التالية:التحو

    ( )      ( )           

       فنحصل على الدالة الخطية 
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وبالتالي نُنظم الجدول الخاص             وبحيث       و  (  )      ويكون 

 بالشكل التالي: (     )بالنقاط 

                         

                                              (  ) 

 ويكون:

  
          

         
        

            

         
 

   ∑  

 

   

 ∑  

 

   

               ∑  
 

 

   

 

 ∑  
 

 

   

           

   ∑  

 

   

                  ∑  

 

   

   ∑  

 

   

            

 وبالتالي:

  
 (        )  (   )(       ) 

 (      )  (    )(    )
         

   
(      )(       )  (        )(   ) 

 (      )  (    )(    )
 

   

   
        

 ومنهُ:

                     ( )                       

 والدالة الأ سُية المطلوبة التي تُقرب البيانات المعطاة بالفرض هي:

 ( )                     

 والخطأ المُرتكب هو:

  ∑(    (  ))
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 ولنُنظم الجدول التالي:

 ومنه يكون الخطأ المُرتكب هو:

                                                  

 سنسعى إلى إيجاد الحدودية من الدرجة الثالثة  من الشكل: -2

 ( )     
     

         

 وبالتالي يكون لدينا أربع معادلات بأربع مجاهيل من الشكل:

  ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

 ∑  

 

   

  (  

  ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

 ∑    

 

   

  (     

  ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

 ∑    
 

 

   

   (  

  ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

   ∑  
 

 

   

 ∑    
 

 

   

  (  

 يمة كُل من المجاميع السابقة.لنوجد أولاً ق

∑  
 

 

   

    ∑  
 

 

   

      ∑  
 

 

   

 
  

 
         ∑  

 

 

   

 
   

  
         

∑  
 

 

   

 
    

   
            ∑  

 

 

   

 
     

   
            ∑  

  

 

   

          

∑  

 

   

 
    

   
             ∑    

 

   

 
    

   
            ∑    

 

 

   

 
    

   
          ∑    

 

 

   

 
     

   
           

(    (  ))
 
  (  )         
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 بتعويض ماحصلنا عليه في جُملة المعادلات السابقة نجد:

                                            (  

                                               (   

                                                       (   

                                                             (  

 نجد أن:ت السابقة عادلابحل الم

                                                         

 وبالتالي تكون الحدودية المطلوبة من الدرجة الثالثة هي:

 ( )                                           

سم البياني البيانات المعطاة والدالة الأسية المقربة لهذه البيانات ومن ثم الحدودية ولنوضح بالر

 من الدرجة الثالثة التي تُقرب البيانات آيضاً:

 

 

 الحدودية من الدرجة الثالثة التي تقرب البياناتالدالة الأسية المقربة للبيانات                              

 

( ) دالة أ ُسية من الشكل تقريب البيانات إلى    2-4-1-1                                          .

ونُريد تقريب هذه البيانات  {(     )   (     ) (     )}لتكن لدينا مجموعة النقاط 

( ) بدالة أسية من الشكل   بحيث يكون الخطأ أصغر مايمكن.      

 تُعطى بالشكل:  خطأ إن دالة ال
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  ∑(    (  ))
 

 

 

   

∑(       
 ) 

 

   

 

 وحتى يكون الخطأ أصغر مايُمكن)أصغري( يجب أن يتحقق:

  

  
 

  

  
   

 أي:

 

  
[∑(       

 ) 

 

   

]    ∑
 

  
(       

 ) 

 

   

     

   ∑   (  )  
 (       

 ) 

 

   

    ∑   (  )    
 

 

   

  ∑    (  )  
  

 

   

 

 وبالتالي نحصل على:

∑   (  )    
 

 

   

  ∑    (  )  
  

 

   

   (  

وبنفس الطريقة وبوضع 
  

  
 نجد أن:   

 ∑   
 (       

 )   

 

   

  ∑    
 

 

   

  ∑   
  

 

   

 

 وبالتالي نحصل على:

∑    
 

 

   

  ∑   
  

 

   

  (  

من هذه المعادلات أمر صعب     هي معادلات غير خطية وحساب   )و   )دلات إن المعا

 لذلك سوف نلجأ للطريقة التالية.

         ( )    ( )     ( ) 

 وباستخدام الرموز التالية :

    ( )          ( )                   ( ) 

 تالية:نحصل على المعادلة ال
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 والأخيرة هي عبارة عن دالة خطية نحسب فيها الثوابت بالطريقة المعتادة المذكورة سابقاً.

 حالة خاصة:

 معلومة فإنهُ حتى يكون الخطأ أصغر مايُمكن يجب أن يكون:  إذا كانت قيمة 

  

  
   

 وبالإشتقاق والإصلاح نجد أن:

  
∑     

  
   

∑   
   

   

 

 :( )مثال

 قرب البيانات التالية إلى الدالة:

  ( )     
 

 مع العلم أن:  

        
        

          

          

          

 الحل:

 ووجدنا أن:    إن عدد البيانات هو 

  
∑     

  
   

∑   
   

   

 
∑     

 
  

   

∑   
  

   

 

 ولكن:

∑    

 
 

 

   

 (  )(  )
 
  (   )(   )

 
  (   )(   )

 
  (   )(   )

 
              

∑  
 

 

   

 (  )  (   )  (   )  (   )           

 د:وبالتالي نج
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 والدالة التي تُقرب البيانات هي:

 ( )           
 
  

 :( )مثال

 قرب البيانات التالية إلى الدالة

 ( )  
 

 
     

 حيث:

        
             

             

             

             

             
 حل:ال

 وجدنا أن:    إن عدد البيانات هو 

  
∑     

  
   

∑   
   

   

 
∑     

  
   

∑   
  

   

 

 ولكن:

∑    
 

 

   

 (      )(   )  (      )(   )  (      )(   )  (      )(   )  (      )(   )         

∑  
 

 

   

 (   )  (   )  (   )  (   )  (   )         

 وبالتالي نجد:

 

 
  

      

      
 

    

   
                    

 والدالة التي تُقرب البيانات هي:

 ( )             
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 :البيانات إلى أشكال دوال أ خُرى تقريب   5-1-1

إلى تقريب البيانات إليها فإنهُ يُمكننا تحويل هذه الدالة الغير خطية أياً كان شكل الدالة التي نسعى 

 .      إلى دالة خطية من الشكل 

من الدوال السابقة موضح كمايلي وذلك من أجل قيم معلومة الدوال  بعضويكون الرسم البياني ل

 :   لكُل من 

 الدالة الغير خطية طريقة التحويل الترميز

    ( )      ( )             ( )    ( )            

    ( )      ( )            ( )   ( )    ( )     ( )       

                 
 

 
      (

 

 
)     

 

 
 

  
 

 
     

 

 
    

 

 
      

 

 
  (

 

 
)  (

 

 
)   

 

   
 

  
 

 
                 

 

 
        

 

    
 

                      ( ) ------------------------------      ( )    

  
 

√ 
                 

 

√ 
        

 

(    ) 
 

    (
 

 
)      ( )              (

 

 
)    ( )              

    (
 

 
  )       ( )              (

 

 
  )    ( )       

 

      
 

 ثابت معلوم  

                      ------------------------------            

                      ------------------------------            
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 :ات على مجال ماتقريب دالة إلى حدودي   2-1

 : تقريب دالة إلى حدودية من الدرجة    1-2-1

 نظرية وايرشتراس في التقريب:

𝜀عندئذٍ من أجل عدد مُعطى         تابعاً مستمراً على المجال  ( ) ليكن  يوجد    

 بحيث: ( ) حدودية 

          | ( )   ( )|  𝜀 

من أجل كُل النقاط في مجال ما أي من أجل كُل  ( ) لنفرض أننا نعلم القيمة الحقيقية لدالة 

والتي تُسمى حدودية التقريب الأمثل  ( )  , عندئذٍ سنسعى إلى إيجاد الدالة         

 الخطي أو التربيعي أو من أي درجة أ ُخرى.

 وهذا الخطأ لهُ عدة صيغ:  ونتيجة لهذا التقريب سينتج خطأ مقدارهُ 

 :   في الفضاء    )

   ∫ | ( )    ( )|  

 

 

 

𝑦  𝑏𝑒𝑎𝑥   𝑎  
 

 
  𝑏  

 

 
 

𝐼         

𝑦  𝑏𝑥𝑎    𝑎  
 

 
  𝑏  

 

 
 

𝐼        

𝑦  𝑏  
𝑎

𝑥
   𝑎      𝑏    

𝐼         

𝑦  
𝑏

𝑥  𝑎
   𝑎   

 

 
  𝑏     

𝐼         

𝑦  
 

𝑎𝑥  𝑏
   𝑎     𝑏     

𝐼         

𝑦  𝑎𝑙𝑛(𝑥)  𝑏   𝑎      𝑏    

𝐼        
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 :     في فضاء التوابع المستمرة على المجال   ) 

      
     

| ( )    ( )| 

 :  في الفضاء  ) 

   √∫( ( )    ( ))
 
  

 

 

 

 وسنستخدم الصيغة الثالثة والتي تُدعى خطأ المربعات الصُغرى.

الحد الأدنى لها   وتبلغ الحد الأدنى لها عندما تبلغُ الدالة  هي دالة بعدة مُتغيرات   إن الدالة 

 وبحيث:

    
  ∫( ( )    ( ))

 
  

 

 

 

 لها الشكل التالي:  لنفرض أن الحدودية من الدرجة 

  ( )            
            ∑    

 

 

   

 

 دئذٍ:عن

  ∫( ( )  ∑    
 

 

   

)

 

  

 

 

 

أصغر   بحيث تُصبح الدالة           والمهمة الرئيسية الآن هي تحديد المعاملات 

 مايُمكن ومن أجل ذلك يجب أن يكون:

  

   
                 

 وبما أن

  ∫ (( ( ))
 
   ( ) ∑    

 

 

   

 (∑    
 

 

   

)

 

)
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 ∫( ( ))
 

 

 

    ∑   ∫ (   ( ))   

 

 

 

   

 ∫(∑    
 

 

   

)

 

  

 

 

 

 فنجد

  

   
   ∫    ( )  

 

 

  ∑   ∫       

 

 

 

   

 

 (   )بالنسبة لكل متغيراتها تساوي الصفر ينتج لدينا   وبوضع المشتقات الجزئية للدالة 

 مجهول هي: (   )معادلة خطية ب 

∑   ∫       

 

 

 

   

 ∫    ( )  

 

 

                 

على  ( ) الصغرى من الدرجة الثانية للتابع لنوجد حدودية تقريب المربعات  حالة خاصة:

 وبالتالي نسعى إلى إيجاد الحدودية:       المجال 

  ( )     
         

 بحيث يكون الخطأ المرتكب أصغر مايُمكن.

 ينتج لدينا ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل وهي:    بملاحظة أن 

        ∫     

  

  

   ∫     

  

  

   ∫      

  

  

 ∫  ( )   

  

  

       

        ∫     

  

  

   ∫      

  

  

   ∫      

  

  

 ∫    ( )   

  

  

  

          ∫      

  

  

   ∫      

  

  

   ∫      

  

  

 ∫     ( )   

  

  

 

 إن التكاملات في الطرف الأيسر من المعادلات السابقة يُمكن حسابها بالشكل:

∫     

  

  

      
           ∫     

  

  

 [
  

 
]
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∫      

  

  

 [
  

 
]
  

  

 
 

 
        ∫      

  

  

 [
  

 
]
  

  

         ∫      

  

  

 [
  

 
]
  

  

 
 

 
 

 بالتعويض بجملة المعادلات الخطية السابقة نجد مايلي:

     ( )   
 

 
   ∫  ( )   

  

  

       

( )   
 

 
   ( )   ∫    ( )   

  

  

  

  
 

 
   ( )   

 

 
   ∫     ( )   

  

  

 

 .        وبحل الجملة السابقة نحصل على قيمة المتغيرات 

 أوجد حدودية تقريب المربعات الصغرى من الدرجة الثانية للدالة:( )مثال

  ( )       وذلك على المجال                 

التمرين السابق نُذكر أن جميع الأرقام مقربة إلى خمسة أرقام عشرية قبل البدء في حل تذكرة:

 فقط وأننا سوف نتجاهل الخطأ الناتج عن التدوير.

  الحل:

 يكون لدينا جملة المعادلات التالية:    و     و     بملاحظة أن 

  ∫     

  

 

   ∫     

  

 

   ∫      

  

 

 ∫         

  

 

       

  ∫     

  

 

   ∫      

  

 

   ∫      

  

 

 ∫           

  

 

  

   ∫      

  

 

   ∫      

  

 

   ∫      

  

 

 ∫           

  

 

 

 بالشكل التالي:تكاملات لابُد من حسابها  8لدينا 
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∫     

  

 

     
           ∫     

  

 

 [
  

 
]
 

  

 
 

 
       ∫      

  

 

 [
  

 
]
 

  

 
 

 
 

∫      

  

 

 [
  

 
]
 

  

 
 

 
       ∫      

  

 

 [
  

 
]
 

  

 
 

 
 

∫         

  

 

 
 

 
         

   
 

 
 

∫           

  

 

  
 

 
         

   ∫( ) ( 
 

 
     )   

 

 

 

  
 

 
         

   
 

 
∫       

 

 

  
 

 
         

   
 

 
[
 

 
     ]

 

  

 

  
 

 
(    )  

 

 
(   )  

 

 
   ∫           

  

 

 
 

 
 

∫           

  

 

 
  

 
           

   ∫(  ) ( 
 

 
     )   

 

 

 

 
  

 
           

   
 

 
∫        

 

 

 
  

 
           

   
 

 
(

 

 
        

   
 

 
∫       

 

 

)   

 
  

 
           

   
 

  
        

   
 

  
         

    

 
 

 
 

 

  
 

    

  
 

 بتعويض ماحصلنا عليه في جملة المعادلات السابقة نجد أن:
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 وبحل هذه الجُملة نجد أن:

   
        

  
                      

        

  
           

( ) ودية تقريب المربعات الصغرى من الدرجة الثانية للدالة وبالتالي حد  هي:       

  ( )                                  

 هي:      ويكون الرسم البياني للدالة المعطاة والدالة المقربة على المجال 

 

 والآن لنحسب قيمة الخطأ المُرتكب.

 بوضع:

                                          

 يكون

    
  ∫( ( )    ( ))

 
  

 

 

 ∫(( ( ))
 
   ( )  ( )  (  ( ))

 
)   

 

 

 

 ∫( ( ))
 
  

 

 

  ∫  ( )  ( )  

 

 

 ∫(  ( ))   

 

 

 

 ة بالرموز:وإذا رمزنا للتكاملات الثلاثة السابق
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   ∫( ( ))
 
  

 

 

     ∫  ( )  ( )  

 

 

     ∫(  ( ))   

 

 

 

  لوجدنا

            

   ∫( ( ))
 
  

 

 

 ∫(     )   

 

 

 
 

 
∫(        )   

 

 

 

 
 

 
[  

 

 
      ]

 

 

 
 

 
[  

 

  
      ]

 

 

 
 

 
(   )  

 

 
          

   ∫  ( )  ( )  

 

 

 ∫      (        )  

 

 

 

  ∫         

 

 

  ∫         

 

 

  ∫       

 

 

 

  (
    

  
)   (

 

 
)   (

 

 
)          

   ∫(  ( ))   

 

 

 ∫(        )   

 

 

  

   ∫  

 

 

     ∫  

 

 

     ∫  

 

 

    ∫  

 

 

      ∫  

 

 

      ∫  

 

 

   

   (
 

 
)    (

 

 
)    ( )     (

 

 
)     (

 

 
)     (

 

 
)          

 وبالتالي:

       (       )                  

 هو: (وبالتالي الخطأ المُرتكب)خطأ المُربعات الصُغرى

   √  √                
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 الةأوجد حدودية تقريب المربعات الصغرى من الدرجة الثانية للد:( )مثال

  ( )        على المجال     

 يكون لدينا جملة المعادلات التالية:    و      و     بملاحظة أن  الحل:

  ∫     

  

  

   ∫     

  

  

   ∫      

  

  

 ∫      

  

 

       

  ∫     

  

  

   ∫      

  

  

   ∫      

  

  

 ∫        

  

  

  

   ∫      

  

  

   ∫      

  

  

   ∫      

  

  

 ∫        

  

  

 

 تكاملات لابُد من حسابها بالشكل التالي: 8لدينا 

∫     

  

  

      
           ∫     

  

  

 [
  

 
]
  

  

         ∫      

  

  

 [
  

 
]
  

  

 
 

 
 

∫      

  

  

 [
  

 
]
  

  

         ∫      

  

  

 [
  

 
]
  

  

 
 

 
 

∫      

  

  

       
         

    

 
 

∫        

  

  

        
   ∫( )(  )  

 

  

        
         

   (     )  (     )  
 

 
 

∫        

  

  

         
   ∫(  )(  )  

 

  

         
    (

 

 
)  (     )  

 

 
 

    

 
 

 بتعويض ماحصلنا عليه في جملة المعادلات السابقة نجد أن:
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 وبحل هذه الجُملة نجد أن:

   
      

  
                 

 

 
         

   
  

 
(
    

 
)          

( ) وبالتالي حدودية تقريب المربعات الصغرى من الدرجة الثانية للدالة   هي:    

  ( )                                 

( ) والرسم البياني الذي يوضح الدالة   والحدودية المُقربة لها بالشكل:    

 
 والآن لنحسب قيمة الخطأ المُرتكب.

 بوضع:

                                        

 يكون
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  ∫( ( )    ( ))

 
  

 

  

 ∫(( ( ))
 
   ( )  ( )  (  ( ))

 
)   

 

  

 

 ∫( ( ))
 
  

 

  

  ∫  ( )  ( )  

 

  

 ∫(  ( ))   

 

  

 

  وبالتالي

            

   ∫( ( ))
 
  

 

  

 ∫     

 

  

 
 

 
       

   
 

 
(      )          

   ∫ ( )  ( )  

 

  

 ∫  (        )  

 

  

  ∫      

 

  

  ∫      

 

  

  ∫    

 

  

 

  (
    

 
)   (

 

 
)   (

    

 
)          

   ∫(  ( ))   

 

 

 ∫(        )   

 

 

  

   ∫  

 

  

     ∫  

 

  

     ∫  

 

  

    ∫  

 

  

      ∫  

 

  

      ∫  

 

  

   

   (
 

 
)    (

 

 
)    ( )     (

 

 
)          

 وبالتالي:

           (       )                  

 هو: (وبالتالي الخطأ المُرتكب)خطأ المُربعات الصُغرى

   √  √                
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 إيجاد حدودية المربعات الصُغرى باستخدام حدوديات متعامدة:   2-2-1

 تعاريف:

أنها مُستقلة خطياً على المجال المغلق           نقول عن مجموعة من التوابع  -1

إذا كان التركيب الخطي لهذه التوابع يساوي الصفر)التابع الصفري( عندما       

 اوي الصفر وبمعنى آخر:وفقط عندما كُل من المعاملات تس

              ( )      ( )       ( )                             

 ومن الأمثلة على توابع مُستقلة خطياً:

  ( )       ( )       ( )          ( )     

والأكثر من ذلك أي مجموعة من التوابع       ستقلة خطياً على المجال هذه التوابع مُ 

 تكون مُستقلة خطياً.  حدودية من الدرجة    حيثُ           

 وكمثال آخر مجموعة التوابع التالية مُستقلة خطياً:

                                            

 إذا وفقط إذا حقق مايلي:                                    هو تابع وزن على المجال  ( ) نقول أن التابع  -2

 تابع مُستمر.  التابع     )

 (   ( )  موجب تماماً.     

(                   ∫  ( )|  |  
 

 
                         

( ) ثال على ذلك إن التابع وكم  
 

√    
 .      هو تابع وزن على المجال  

بالنسبة       أنها مُتعامدة على المجال           نقول عن مجموعة من التوابع  -3

 إذا تحقق مايلي: ( ) لتابع الوزن 

∫  ( )  ( )  ( )  

 

 

 {
              
              

 عدد                 

 وسنذكر فيما يلي بعض الحدوديات المتعامدة الشهيرة.
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 حدوديات غرام شميدت: -1

وتُعطى  ( ) بالنسبة لتابع الوزن       وهي عبارة عن دوال متعامدة ضمن المجال 

 بالتعريف بالشكل:

  ( )    

  ( )       

  ( )  (    )    ( )        ( )                       

 ومن شرط التعامد يكون لدينا:

   
∫   ( )     ( )    

 

 

∫  ( )     ( )    
 

 

                       
∫   ( )    ( )    ( )  

 

 

∫  ( )     ( )    
 

 

 

 حدوديات لوجاندر: -2

       وهي حالة خاصة من غرام شميدت وهي عبارة عن حدوديات متعامدة ضمن المجال 

( ) بالنسبة لتابع الوزن   وتُعطى بالتعريف بالشكل:   

  ( )    

  ( )         

 وذلك لأن:

   
∫  ( )[ 

 
( )]

 
  

 

  

∫ ( )[ 
 
( )]

 
  

 

  

 
∫     

 

  

∫   
 

  

 

[
  

 
]
  

 

     
  

 

 
   

  ( )  (    )  ( )      ( ) 

   
∫  ( )[ 

 
( )]

 
  

  

  

∫ ( )[ 
 
( )]

 
  

  

  

 
∫     

  

  

∫     
  

  

 

[
  

 ]
  

  

[
  

 ]
  

   
 

 
 ⁄

   

   
∫  ( ) 

 
( ) 

 
( )  

  

  

∫ ( )[ 
 
( )]

 
  

  

  

 
∫     

  

  

∫   
  

  

 

[
  

 
]
  

  

     
   

 

 

 
 

 

 
 

 وبالتالي:
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  ( )  (    )  ( )      ( )     
 

 
 

 وبنفس الطريقة نستطيع إيجاد باقي حدوديات لوجاندر بالشكل:

  ( )     
 

 
                            ( )     

 

 
   

 

  
 

 وهكذا .....

 من المُلاحظ أن:

 ناك عُلاقة تكرارية بين حدوديات لوجاندر وهي:هُ  – 1

(   )    ( )  (    )   ( )       ( )    

 إن حدوديات لوجاندر تُحقق مايلي: -2

∫   ( )  ( )  

  

  

 {

                                   

 
 

     
                          

            ( )    

الحدودية من الدرجة صفر إلى الحدودية من الدرجة  منوالرسم البياني لحدوديات لوجاندر 

 الرابعة يكون بالشكل التالي:

 

  ( )    

  ( )    

  ( )      
 ⁄  

  ( )      
 ⁄   

  ( )      
 ⁄     

  ⁄  
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 التقريب باستخدام حدوديات لوجاندر:   1-2-2-1

 تأخذ الشكل:  حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة 

 ( )      ( )      ( )        ( ) 

       على المجال  ( ) لدالة   لإيجاد حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة 

 والتي تجعل الخطأ           يات لوجاندر فإننا نحتاج إلى تحديد المعاملات باستخدام حدود

    
  ∫ ( ( )   ( ))

 
  

  

  

 ∫ (    ( )      ( )        ( )   ( ))
 
  

  

  

 

 أصغر مايُمكن.

 من أجل ذلك يجب أن يتحقق:

  

   
                   

بوضع 
  

   
 نحصل على:   

 ∫   ( )(    ( )      ( )        ( )   ( ))
 
  

  

  

   

 وبعد الإصلاح والإستفادة من خواص التكامل المحدد والترتيب نجد أن:

  ∫   ( )  ( )  

  

  

   ∫   ( )  ( )  

  

  

     ∫   ( )  ( )  

  

  

 ∫   ( ) ( )  

  

  

 

ن جميع التكاملات في إوحسب الملاحظة المأخوذة سابقاً فوبما أن حدوديات لوجاندر متعامدة 

 الطرف الأيسر مساوية للصفر عدا التكامل الأول وبذلك يكون:

  ∫   ( )  ( )  

  

  

 ∫   ( ) ( )  

  

  

 

وبأسلوب مماثل وبوضع 
  

   
 نجد:   
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  ∫   ( )  ( )  

  

  

 ∫   ( ) ( )  

  

  

 

وهكذا... وبوضع 
  

   
 نجد:   

  ∫   ( )  ( )  

  

  

 ∫   ( ) ( )  

  

  

 

  إن التكاملات في الطرف الأيسر تم إيجادها سابقاً وبتعويض كُل منها بقيمته نحصل على 

ويمكن إيجاد قيمة المتغيرات بطريقة           معادلة تمكننا من حساب قيمة المتغيرات 

 بسيطة جداً كالتالي:

   
    

 
∫   ( ) ( )  

  

  

                   

∫ وذلك لأن        ( )  ( )  
  

  
 

 

    
 

( ) أوجد حدودية المربعات الصُغرى من الدرجة الأولى للتابع :( )مثال  على       

 باستخدام حدوديات لوجاندر ثم احسب قيمة الخطأ المُرتكب.       المجال 

 ف هو إيجاد الحدوديةالهدالحل:

 ( )      ( )      ( ) 

 ولكن وجدنا سابقاً أن:

   
    

 
∫   ( ) ( )  

  

  

             

        
 

 
∫   ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫       

  

  

 
 

 
        

   
 

 
        

      ( ) 

       
 ( )   

 
∫   ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫         

  

  

 
 

 
(         

   ∫       

  

  

)

 
 

 
(         

            
  )  

 

 
(            

              
 )    

أنه مساوي للصفر وذلك كون الدالة المُراد    يُمكن الحُكم مباشرةً على المُعامل لاحظة:مُ 

 مُكاملتها فردية.
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 وبالتالي الحدودية المطلوبة تُصبح بالشكل:

 ( )        

 والرسم البياني يوضح الدالة المُعطاة والحدودية المُقربة لها بالشكل التالي:

 

 ( )       

 ( )       

 لنحسب قيمة الخطأ المُرتكب.

    
  ∫ ( ( )   ( ))

 

  

  

 ∫(( ( ))
 
   ( )  ( )  (  ( ))

 
)    

 

  

 

 وبالتالي 

            

   ∫( ( ))
 
  

 

  

 ∫(    )   

 

  

 
 

 
∫(       )  

 

  

 
 

 
[  

 

 
    ]

  

  

 
 

 
         

          

   ∫ ( ) ( )  

 

  

 ∫          

 

  

     ∫      

 

  

             
    (    )          

   ∫( ( ))   

 

  

 ∫(    )   

 

  

  (    )          

 وبالتالي:

           (       )                 
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 وبالتالي الخطأ المُرتكب)خطأ المُربعات الصُغرى( هو:

   √  √               

 

( ) أوجد حدودية المربعات الصُغرى من الدرجة الثانية للتابع :( )مثال على المجال     

 استخدام حدوديات لوجاندر.ب       

 يجاد الحدوديةإنهدف إلى  الحل:

 ( )      ( )      ( )      ( ) 

 وجدنا سابقاً أن:

   
    

 
∫   ( ) ( )  

  

  

               

        
 

 
∫   ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫     

  

  

 
 

 
      

   
 

 
(  

 

 
)
 

 

 

       
 

 
∫   ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫       

  

  

 
 

 
(        

   ∫     

  

  

) 

 
 

 
(       

         
  )  

 

 
(        

          
 )  

 

 
(    )  

 

 
 

       
 

 
∫   ( ) ( )   

 

 
∫ (   

 

 
)      

  

  

  

  

 

 
∫        

 

 
∫     

  

  

 

  

  

 

 
 

 
(         

    ∫      

  

  

)  
 

 
(  

 

 
)  

 

 
([  

 

 
]  

 

 
)  

 

 
(  

 

 
) 

 
 

 
(  

 

 
)  

 

 
(  

 

 
)  

 

 
(  

 

 
)          

 

 
(  

 

 
) 

 وبالتالي الحدودية المطلوبة تُصبح بالشكل:

 ( )      ( )      ( )      ( )  
 

 
(  

 

 
)

 

 

 
 

 
   

 

 
(  

 

 
) (   

 

 
) 

 
 

 
(  

 

 
)    

 

 
   

 

 
(  

 

 
)
 

 

 
 

 
(  

 

 
)  

 

 
(  

 

 
)    

 

 
   

 

  
(
  

 
  )

 

 

  

 ( )                               
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 والآن لنحسب قيمة الخطأ المُرتكب:

 بوضع:

                                        

 يكون

    
  ∫( ( )   ( ))   

 

  

 ∫(( ( ))
 
   ( ) ( )  ( ( )) )   

 

  

 

 ∫( ( ))
 
  

 

  

  ∫  ( ) ( )  

 

  

 ∫( ( ))   

 

  

 

 وبالتالي 

            

   ∫( ( ))
 
  

 

  

 ∫     

 

  

 
 

 
       

   
 

 
(      )          

   ∫ ( ) ( )  

 

  

 ∫  (        )  

 

  

  ∫      

 

  

  ∫      

 

  

  ∫    

 

  

 

  (
    

 
)   (

 

 
)   (

    

 
)          

   ∫( ( ))   

 

  

 ∫(        )   

 

  

  

   ∫  

 

  

     ∫  

 

  

     ∫  

 

  

    ∫  

 

  

     (
 

 
)    (

 

 
)    ( )     (

 

 
)          

 وبالتالي:

           (       )                  

 وبالتالي الخطأ المُرتكب هو:

   √  √                
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 بالشكل التالي:       والرسم البياني يوضح الدالة المعطاة والدالة المُقربة لها على المجال 

 

 

 

 

 

 

 ( )                               

 ( )     

 

يُمكن تحويلهُ إلى تابع للمتحول الجديد       على مجال منتهٍ    أي تابع للمتغير ة:مُلاحظة هام

 وذلك بإجراء التحويل التالي:       على المجال   

  
   

 
  

   

 
 

( ) أوجد حدودية المربعات الصُغرى من الدرجة الثانية للتابع :( )مثال على       

 تخدام حدوديات لوجاندر.باس      المجال 

 نجري التحويل الحل:

  
   

 
  

   

 
 

 

 
  

 

 
 

 وبالتالي:

 ( )   (
 

 
  

 

 
)     (

 

 
  

 

 
)      

 

 
              

 نهدف إلى إيجاد الحدودية:

 ( )      ( )      ( )      ( ) 

 وجدنا سابقاً أن:

   
    

 
∫   ( ) ( )   
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∫   ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫ (    

 
 

 )   

  

  

 
 

 
[
 

 
   

 
 

 ]
  

  

   

       
 

 
∫   ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫   (    

 

 
 )   

  

  

 

 
 

 
([

  

 
    

 
 

 ]
  

  

 
 

 
∫    

 
 

    

  

  

)  
 

 
([

  

 
    

 
 

 ]
  

  

 
 

 
[
 

 
   

 
 

 ]
  

  

) 

 
 

 
(      

  
 

 
[
 

 
]
 

 

)  
   

  
 

       
 

 
∫   ( ) ( )   

 

 
∫ (   

 

 
) (    

 
 

 )    

  

  

  

  

  

 وذلك كون التابع المُراد مُكاملته هو تابع فردي.

 وبالتالي الحدودية المطلوبة تُصبح بالشكل:

 ( )      ( )      ( )      ( )  
   

  
  

 القديم نجد أن: وبالعودة إلى المتحول

  
 
 
  

 
 

   
  
    

 وبالتالي:

 ( )   (
  

 
  )  

   

  
(
  

 
  )   

  

  
  

  

  
                    

 ولنحسب قيمة الخطأ المرتكب بوضع:

                           

    
  ∫( ( )   ( ))

 

 

 

 ∫ (( ( ))
 
   ( )  ( )  (  ( ))

 
)   

 

 

 

 وبالتالي 

            

   ∫( ( ))
 
  

 

 

 ∫(    )   

 

 

 
 

 
∫(       )  

 

 

 
 

 
[  

 

 
    ]

 

 

 
 

  

 

         



43 | P a g e 
 

   ∫  ( ) ( )  

 

 

 ∫     (    )  

 

 

  ∫        

 

 

  ∫       

 

 

 

  (        
  ∫       

 

 

)          
   (        

         
 )          

              

   ∫( ( ))   

 

 

 ∫(    )   

 

 

   ∫   

 

 

     ∫   

 

 

    ∫   

 

 

   

   (
  

 
)    ( )     (

  

 
)          

 وبالتالي:

           (       )                  

 هو: الخطأ المُرتكب منهو

   √  √                

 والرسم البياني للدالة المُعطاة والحدودية المُقربة لها يكون بالشكل التالي:

 

 

 

 

 

 

 

 

 حدوديات تشيبتشيف: -3

( ) بالنسبة لتابع الوزن        وهي حدوديات متعامدة ضمن المجال   
 

√    
وتُعطى  

 كل التالي:بالش

  ( )     (         ( )) 

 ( )                     

 ( )       
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 وبشكلٍ خاص يكون

       ( )     (         ( ))         

      ( )     (       ( ))    

 حتى نستغل خواص التوابع المثلثية المتعامدة نُجري التحويل مُلاحظة:

𝜃        ( )     𝜃    

 في الحقيقة هي حدوديات وذلك بالأخذ بعين الإعتبار أن ( )  إن التوابع  -

   ( 𝜃)      ( 𝜃)      (𝜃)      (𝜃)   

بالتعبير الموافق في حدود  (𝜃)    بنشر الطرف الأيمن وبتبديل القوى الزوجية للتابع 

(      𝜃) لجزء الحقيقي من المعادلة الناتجة لنرى أن وبعدها نأخذ ا    ( 𝜃)  هي

𝜃   ومن ناحية أ ُخرى  (𝜃)    للتابع   حدودية من الدرجة  وبذلك نحصل على    

 الحدودية المطلوبة.

 إن حدوديات تشيبتشيف تُحقق: -

∫  ( )  ( )  ( )  

  

  

 {

                                
 

 
                       

                         

 

 هُناك عُلاقة تكرارية تربط بين حدوديات تشيبتشيف وهي: -

    ( )       ( )      ( )           

طريقة مبسطة للحصول على توابع تشيبتشيف على شكل حدوديات وذلك باستخدام  -

 ين الأول والثاني )تم إيجادهما سابقاً( وباستخدام العُلاقة التكرارية الأساسية:التابع

  ( )     (         ( ))         

  ( )     (         ( ))    

  ( )       ( )    ( )        

  ( )       ( )    ( )    (     )           

  ( )       ( )    ( )    (      )  (     )            

 وهكذا...
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ويكون الرسم البياني لحدوديات تشيبتشيف من الحدودية من الدرجة صفر إلى الحدودية من 

 الدرجة الرابعة بالشكل التالي:

 

  ( )    

  ( )        

  ( )         

  ( )         

  ( )            

 التقريب باستخدام حدوديات تشيبتشيف:   2-2-2-1

 تأخذ الشكل التالي:  حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة 

 ( )      ( )      ( )        ( ) 

       على المجال  ( ) لدالة   لإيجاد حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة 

والتي تجعل           باستخدام حدوديات تشيبتشيف فإننا نحتاج إلى تحديد المعاملات 

 الخطأ 

    
  ∫

 

√    
( ( )   ( ))

 
  

  

  

 ∫
 

√    
(    ( )      ( )        ( )   ( ))

 
  

  

  

 

 أصغر مايُمكن.

وبإتباع نفس الخطوات التي قمُنا بإتباعها في حالة حدوديات لوجاندر نتوصل إلى المعادلات 

 التالية:
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  ∫
 

√    
  ( )  ( )  

 

  

 ∫
 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 

  ∫
 

√    
  ( )  ( )  

 

  

 ∫
 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 

 وهكذا....

  ∫
 

√    
  ( )  ( )  

 

  

 ∫
 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 

 ي الطرف الأيسر تم إيجادها سابقاً وبتعويض كُل منها بقيمته نجد:إن التكاملات ف

   
 

 
∫

 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 

   
 

 
∫

 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 

 وهكذا...

   
 

 
∫

 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 

 المعاملات تتعين بالشكل: وباختصار فإن

   
 

 
∫

 

√    
  ( ) ( )  

  

  

          
 

 
∫

 

√    
  ( ) ( )  

  

  

                 

( ) أوجد حدودية المربعات الصُغرى من الدرجة الأولى للتابع :( )مثال على       

( ) بالنسبة لتابع الوزن        المجال   
 

√    
 باستخدام حدوديات تشيبتشيف. 

 حدودية تقريب المربعات الصغرى المطلوبة هي الحل:

 ( )      ( )      ( ) 

 ووجدنا سابقاً أن:
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∫

 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫

 

√    
( )(    )  

  

  

 
 

 
∫ √      

  

  

 

 لحساب قيمة التكامل السابق نُجري تغيير في المتحول من الشكل:

                 

    وتصبح حدود التكامل الجديدة 
 

 
   الحد الأدنى للتكامل و  

 

 
الحد الأعلى للتكامل  

 وبالتالي:

   
 

 
∫ √      

  

  

 
 

 
∫(    )   

 
 

 
 
 

 
 

  
∫(       )  

 
 

 
 
 

     

   
 

 
∫

 

√    
  ( ) ( )  

  

  

 
 

 
∫

 

√    
 (    )  

  

  

 
 

 
∫  √      

  

  

   

 وذلك كون التابع المُراد مُكاملتهُ هو تابع فردي.

 وبالتالي الحدودية المطلوبة هي:

 ( )      ( )      ( )      

 لنحسب قيمة الخطأ المُرتكب.

    
  ∫

 

√    
( ( )   ( ))

 
  

  

  

 ∫
( ( ))

 

√    
  

  

  

  ∫
 ( ) ( )

√    
  

  

  

 ∫
( ( )) 

√    
  

  

  

 

 وبالتالي:

            

   ∫
( ( ))

 

√    
  

  

  

 
 

 
∫

  

√    

  

  

 
 

 
∫   

 
 

 
 
 

 
 

 
         

 .      راء تغيير بالمتحول من الشكل الخطوة السابقة تمت بإج

   ∫
 ( ) ( )

√    
  

  

  

 
 

 
∫ √      
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   ∫
( ( )) 

√    
  

  

  

 ∫
(    ) 

√    
  

  

  

 ∫(    )   

 
 

 
 
 

 
 

 
∫(       )   

 
 

 
 
 

 

 

 
∫   

 
 

 
 
 

 
 

 
∫        

 
 

 
 
 

 
 

 
∫(     )   

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
( )  

 

 
∫(       )  

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 

 
[  

 

 
     ]

 
 

 

 

 

 
  

 
                        

 وبالتالي:

           (       )                 

 ومنهُ الخطأ المُرتكب هو:

   √  √               

بالشكل        لها على المجال  ةوالحدودية المُقرب دالة المعطاةوالرسم البياني الذي يوضح ال

 التالي:

 

 

 

  

 حدوديات لاغير: -4

( ) بالنسبة لتابع الوزن        وهي حدوديات متعامدة ضمن المجال  وتُعطى      

 بالشكل:

 

 

 

 ( )      

 ( )       
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  ( )    

  ( )      

    ( )  
 

   
(      )  ( )  

 

   
    ( ) 

 ل والثاني نجد أن:وبالإستفادة من العُلاقة التكرارية والتابع الأو

  ( )  
 

 
(   )(   )  

 

 
 

 

 
        

  ( )  
 

 
(   ) (

 

 
       )  

 

 
(   )   

 

 
   

 

 
        

  ( )  
 

  
   

 

 
            

  وهكذا...

 والأكثر من ذلك فإن حدوديات لاغير تُحقق:

∫      ( )  ( )   

  

 

 {
              
              

 

والرسم البياني لحدوديات لاغير من الحدودية من الدرجة صفر إلى الحدودية من الدرجة 

 الرابعة بالشكل التالي:

 

 

 

 

  ( )    

  ( )      

  ( )  
 

 
        

  ( )   
 

 
   

 

 
        

  ( )  
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 التقريب باستخدام حدوديات لاغير:   3-2-2-1

 تأخذ الشكل التالي:  حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة 

 ( )      ( )      ( )        ( ) 

 ]    على المجال  ( ) لدالة   يجاد حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة لإ

 والتي تجعل الخطأ           باستخدام حدوديات لاغيرفإننا نحتاج إلى تحديد المعاملات 

    
  ∫    ( ( )   ( ))

 
  

  

 

 ∫    (    ( )      ( )        ( )   ( ))
 
  

  

 

 

 أصغر مايُمكن.

وبإتباع نفس الخطوات التي قمُنا بإتباعها في حالة حدوديات لوجاندر وحدوديات تشيبتشيف 

 نتوصل إلى المعادلات التالية:

  ∫      ( )  ( )  

  

 

 ∫      ( ) ( )  

  

 

 

  ∫      ( )  ( )  

  

 

 ∫      ( ) ( )  

  

 

 

 وهكذا....

  ∫      ( )  ( )  

  

 

 ∫      ( ) ( )  

  

 

 

المعاملات ه نجدإن التكاملات في الطرف الأيسر تم إيجادها سابقاً وبتعويض كُل منها بقيمت

 تتعين بالشكل:

      ∫      ( ) ( )  
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( ) أوجد حدودية المربعات الصُغرى من الدرجة الأولى للتابع :( )مثال  على       

( ) بالنسبة لتابع الوزن        المجال   باستخدام حدوديات لاغير.     

 يُمكن الإستفادة في إيجاد الحل للمثال السابق من الدستورين التاليين:مُلاحظة:

∫            
               

     
    

∫            
               

     
    

 ب المربعات الصُغرى المطلوبة هيحدودية تقري الحل:

 ( )      ( )      ( ) 

 ووجدنا سابقاً أن

   ∫      ( ) ( )  

  

 

             

        ∫      ( ) ( )  

  

 

 ∫          

  

 

 [
           

 
   ]

 

  

 
 

 
 

        ∫      ( ) ( )  

  

 

 ∫    (   )       

  

 

 ∫          

  

 

 ∫           

  

 

 [
           

 
   ]

 

  

 (           
   ∫ (

           

 
   )   

  

 

)   

[
           

 
   ]

 

  

 (           
   

 
 

∫          

  

 

 
 

 
∫          

  

 

) 

 [
           

 
   ]

 

  

 (           
   

 

 
[
           

 
   ]

 

  

 
 

 
[
           

 
   ]

 

 

) 

 
 

 
 ([

 

 
] [

 

 
]  [

 

 
] [

 

 
])    

 .      وبالتالي نستنتج أن

 والحدودية المطلوبة هي:

 ( )      ( )      ( )  
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 لنحسب الخطأ المُرتكب:

    
  ∫  ( )( ( )   ( ))

 

 

 

 ∫    (( ( ))
 
   ( )  ( )  (  ( ))

 
)   

 

 

 

 وبالتالي 

            

   ∫    ( ( ))
 
  

 

 

 ∫    (    )   

 

 

 
 

 
∫    (       )  

 

 

 

 
 

 
∫      

 

 

 
 

 
∫           

 

 

 
 

 
       

  
 

 
[
              

 
   ]

 

  

 

 

 
 

 
 

 

 
(
 

 
)  

 

 
 

   ∫  ( ) ( ) ( )  

 

 

 
 

 
∫          

 

 

 
 

 
 

   ∫  ( )( ( ))   

 

 

 
 

 
∫      

 

 

 
 

 
 

 وبالتالي:

  
 

 
  (

 

 
)  

 

 
 

 

  
      

 وبالتالي الخطأ المُرتكب هو:

   √  √             

 والرسم البياني للدالة المُعطاة والدالة المُقربة لها يكون بالشكل التالي:

 

 

 

 

   

 ( )      

 ( )       
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 حدوديات هرميت: -5

( ) بالنسبة لتابع الوزن         ت متعامدة ضمن المجال وهي حدوديا      
 

 وهذه الحدوديات مُعرفة بالشكل:

  ( )    

  ( )     

    ( )       ( )         ( )          

 وبالإستفادة من العُلاقة التكرارية والتابعين الأول والثاني نجد:

  ( )        

  ( )          

  ( )               

 وهكذا..

 والأكثر من ذلك فإن حدوديات هرميت تُحقق مايلي:

∫     
  ( )  ( )  

  

  

 { 
                                  

        √                        
 

جة درالدرجة صفر إلى الحدودية من ال والرسم البياني لحدوديات هرميت من الحدودية من

 الرابعة يكون بالشكل التالي:

 

 

 

 

 

 

  ( )    

  ( )     

  ( )        

  ( )          

  ( )               
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 دوديات هرميت:التقريب باستخدام ح   4-2-2-1

 تأخذ الشكل التالي:  حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة 

 ( )      ( )      ( )       ( ) 

        على المجال  ( ) لدالة   لإيجاد حدودية تقريب المربعات الصُغرى من الدرجة 

 والتي تجعل الخطأ           ى تحديد المعاملات باستخدام حدوديات هرميت فإننا نحتاج إل

    
  ∫     

( ( )   ( ))
 
  

  

  

 ∫     
(    ( )      ( )       ( )   ( ))

 
  

  

  

 

 أصغر مايُمكن.

في حالة حدوديات لوجاندر وحدوديات تشيبتشيف  وبإتباع نفس الخطوات التي قمُنا بإتباعها 

 وحدوديات لاغيرنتوصل إلى المعادلات التالية:

  ∫     
  ( )  ( )  

  

  

 ∫     
  ( ) ( )  

  

  

 

  ∫     
  ( )  ( )  

  

  

 ∫     
  ( ) ( )  

  

  

 

 وهكذا....

  ∫     
  ( )  ( )  

  

  

 ∫     
  ( ) ( )  

  

  

 

المعاملات إن التكاملات في الطرف الأيسر تم إيجادها سابقاً وبتعويض كُل منها بقيمته نجد

 تتعين بالشكل:

      
 

      √ 
∫     

  ( ) ( )  
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 أهمية حدوديات تشيبتشيف 

 وجدنا سابقاً أن حدوديات تشيبتشيف لها الشكل:

  ( )    

  ( )    

 ومن العُلاقة التكرارية:

    ( )       ( )      ( )        

 يكون

  ( )       ( )    ( )        

  ( )       ( )    ( )         

  ( )       ( )    ( )            

 وهكذا...

 :( )مُبرهنة 

صفراً بسيطاً)من المرتبة الأولى(   تملكُ     من الدرجة  ( )  إن حدودية تشيبتشيف 

 عند النقاط:       على المجال 

      (
    

  
 )                  

 تبلغُ قيمتها العظمى بالقيمة المُطلقة عند النقاط: ( )  والأكثر من ذلك إن 

  
 
    (

 

 
 )                           (  

 
)  (  )   

  تعريف:

وهي الحدوديات  ( ) ̃ ونرمز لها بالرمز تشيف واحدية المعامل الرئيسي:حدوديات تشيب

 ومنهُ:     على المُعامل الرئيسي  ( )  التي تنتج عن حدوديات تشيبتشيف بتقسيم 

 ̃ ( )    

 ̃ ( )  
 

    
  ( )         
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  ̃ 
( )     ̃ 

( )  
 

 
  ̃ 

( ) 

 وتصبح العُلاقة التكرارية بالشكل:

 ̃   ( )    ̃ ( )  
 

 
 ̃   ( )         

إلى  ةية الصفريوالرسم البياني لحدوديات تشيبتشيف واحدية المُعامل الرئيسي من الحدود

 الحدودية من الدرجة الرابعة بالشكل التالي:

 

هي آيضاً عند  ( ) ̃ فهذا يقتضي أن أصفار  ( )  هي مُضاعف للحدودية  ( ) ̃ وبما أن 

 النقاط:

      (
    

  
 )                  

 عند النقاط: ( ) ̃ كما أن القيمة العُظمى للحدودية 

  
 
    (

 

 
 )                          ̃ (  

 
)  

(  ) 

    
       

,إن العلاقة * تؤدي   مجموعة كُل الحدوديات واحدية المُعامل الرئيسي من الدرجة   ̃ لتكن 

سنذكرها في المبرهنة   ̃ عن باقي أعضاء المجموعة  ( ) ̃ إلى خاصة هامة جداً تتميز بها 

 التالية:

 

 

 ̃ ( )    
 

 ̃ ( )    
 

 ̃ ( )     
 

 
 

 

 ̃ ( )     
 

 
  

 

 ̃ ( )        
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 تتمتع بالخاصة التالية    حيثُ  ( ) ̃ الحدوديات  :( )مُبرهنة 

 

    
    

       
| ̃ ( )|     

       
|  ( )| 

( )  وذلك آياً كانت    ̃ . 

ستيفاء إها يُمكن تصغير الخطأ الناتج في همية حدوديات تشيبتشيف بأننا من خلالتكمن أ -

 لاغرانج.

 تذكرة:

 تُعطى بالشكل:      بطريقة لاغرانج على المجال   حدودية الإستيفاء من الدرجة 

  ( )    ( ) (  )    ( ) (  )     ( ) (  ) 

 حيثُ:

 تابع مُعطى كما أن:  و       نقاط مُختارة من المجال           

  ( )  ∏
(    )

(     )
   

 

   

              

 خطأ الإستيفاء بطريقة لاغرانج: -

       لمجال المختلفة من ا {          }لتكن لدينا مجموعة النقاط  :( )مُبرهنة 

 وليكن

( )𝜉يوجد          عندئذٍ آياً كانت                 بحيث: (عدد)        

 ( )    ( )  
 (   ) (𝜉( ))

(   ) 
(    )(    ) (    ) 

 ويكون:

     
       

| ( )    ( )| 

 ومنه

  
 

(   ) 
   

       
| (   ) (𝜉( ))|    

       
|(    )(    ) (    )| 

 هي حدودية إستيفاء لاغرانج. ( )  حيثُ 
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لذلك حتى نُصغر الخطأ لابد من حسن إختيار النقاط  ( )𝜉نلاحظ أنه لايوجد قيد على 

 |(    ) (    )(    )|ير المقدار وذلك لتصغ       من المجال            

هي حدودية واحدية المعامل الرئيسي من الدرجة  (    ) (    )(    )وبما أن 

 فإنها تكون أصغر مايمكن عندما:    

 ̃   ( )  (    )(    )  (    ) 

يكون أصغر مايمكن عندما تكون  |(    ) (    )(    )|          إذاً المقدار 

 صفراً ويمكن اختيار النقاط بالشكل:    والتي عددها  ( )   ̃ هي أصفار    النقاط 

        (
    

    
 )                 

 وبما أن 

 

  
    

       
| ̃   ( )| 

 هذا يقتضي:

 

  
    

       
|(    )(    ) (       )|     

       
|(    )(    ) (    )| 

 وبالتالي يكون:

   
       

| ( )    ( )|  
 

  (   ) 
   

       
| (   )(𝜉( ))| 

 أوجد حدودية الإستيفاء من الدرجة الثانية للتابعمثال:

  ( )  وقدر قيمة الخطأ.       على المجال        

 فالحدودية المطلوبة من الشكل    بما أن الحل:

  ( )    ( ) (  )    ( ) (  )    ( ) (  ) 

        حيث    لنوجد النقاط 

      (
    

    
 )               

           (
 

 
)  

√ 
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           (
  

 
)    

           (
  

 
)   

√ 

 
 

 وبالتالي:

   
√ 

 
            

√ 

 
 

 (  )   (
√ 

 
)     (

√ 

 
 )          

 (  )   ( )         

 (  )   ( 
√ 

 
)     ( 

√ 

 
 )      (

√ 

 
 )           

 كما أن

  ( )  
(    )(    )

(     )(     )
 

 

 
   

√ 

 
  

  ( )  
(    )(    )

(     )(     )
  

 

 
     

  ( )  
(    )(    )

(     )(     )
 

 

 
   

√ 

 
  

 ومنهُ 

  ( )  (
 

 
   

√ 

 
 ) (       )  ( 

 

 
    ) ( )  (

 

 
   

√ 

 
 ) (        ) 

      ( )   
√ 

 
                    

 والخطأ المُرتكب هو:

   
       

| ( )    ( )|  
 

  ( ) 
   

       
| ( )(𝜉( ))| 
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|         ( )|  
 

  
   

       
|         𝜉( )

( )
| 

 وبالتالي:

   
       

|         ( )|  
 

  
           

يكون        والرسم البياني للدالة المعطاة وحدودية الإستيفاء المُقربة لها على المجال 

 بالشكل:

 

 

 

 

 

 

 ̃ يُمكن تحويلهُ إلى تابع للمتحول       مُعرف على مجال منته   أي تابع للمتحول تذكرة:

 وذلك بإجراء التحويل:       على المجال 

  
   

 
 ̃  

   

 
 

ق لتخفيض درجة حدودية يُمكن الإستفادة آيضاً من حدوديات تشيبتشيف في إيجاد طر -

التقريب مع أقل خسارة في الدقة وذلك لأن حدوديات تشيبتشيف تملك قيماً صُغرى 

 وعُظمى بالقيمة المطلقة منتشرة بانتظام على مجال ما.

 من الشكل:  لنفرض أننا نريد تقريب حدودية اختيارية من الدرجة 

  ( )            
             

 على الأكثر.    بحدودية من الدرجة        على المجال 

( )    الموضوع المدروس هو إختيار   بحيث يكون:    ̃  

 

  ( )            

 ( )        
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|  ( )      ( )| 

 أصغر مايُمكن.

نلاحظ أن 
  ( )     ( )

  
وبالتالي بحسب   ل الرئيسي من الدرجة هي حدودية واحدية المعام 

 مبرهنة سابقة يكون:

   
       

|
  ( )      ( )

  
|  

 

    
 

 وتتحقق المساواة للمتراجحة السابقة إذا كان:

  ( )      ( )

  
  ̃ ( ) 

 هذا يعني أننا يجب أن نختار

    ( )    ( )     ̃ ( )  

 وبهذا الإختيار يُصبح لدينا:

   
       

|  ( )      ( )|     
       

|   ̃ ( )|  |  |    
       

| ̃ ( )|  
|  |

    
     

   
       

|  ( )      ( )|  
|  |

    
 

( ) ليكن لدينا التابع مثال: بواسطة حدودية ماك        والمُقرب على المجال     

 لوران من الدرجة الرابعة بالشكل:

  ( )      
  

 
 

  

 
 

  

  
 

 وخطأ الإقتطاع هو:

|    ( )|  
| (   )(𝜉( ))| |    |

(   ) 
 

 أي

|  ( )|  
| ( )(𝜉( ))| |  |

  
 

|  ( )| |  |

  
 

 

   
         

       وبحيث 



62 | P a g e 
 

 الحدودية من الدرجة الثالثة تُعطى بالعلاقة:

  ( )    ( )     ̃ ( )  (    
  

 
 

  

 
 

  

  
)  

 

  
(      

 

 
) 

 
  

 
 

  

  
     

   

   
 

 وبهذا يكون الخطأ المُرتكب من التقريب:

   
       

|  ( )      ( )|  
|  |

  
 

 
  
 

 
 

   
     

       
|  ( )      ( )|          

( ) الناتج عن تقريب الدالة  ويكون الخطأ الكُلي المرتكب على  ( )  للحدودية     

إلى  ( )  هو حاصل جمع خطأ الإقتطاع مع خطأ التقريب من الحدودية        المجال 

 أي أن: ( )  

                          

والرسم البياني للدالة الأسية المعطاة بالفرض وحدودية ماك لوران من الدرجة الرابعة المُقربة 

 لها والحدودية من الدرجة الثالثة المُقربة لنفس الدالة بالشكل التالي:

 

 

 

 

نية للدوال الثلاثة السابقة قريبة جداً من بعضها على من الرسم البياني نلاحظ أن الخطوط البيا

 مثلاً لنرى الرسم البياني الموافق التالي:       ولكن إذا تم أخذ المجال        المجال 

 إنتهى البحث الأول                

  ( )      
 

 
   

 

 
   

 

  
   

  ( )  
   

   
   

  

  
   

 

 
   

 ( )     

  ( )      
 

 
   

 

 
   

 

  
   

  ( )  
   

   
   

  

  
   

 

 
   

 ( )     


