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(Integer

 :(خوارزمٌة القسمة )(مبرهنة 1-1)

 بحٌث ٌتحقق r , qموجباً, فإنه ٌوجد عددان صحٌحان وحٌدان , aبحٌث أحدهما , ولٌكن  a , bمن أجل أي عددٌن صحٌحٌن 

                   

 (                                         |     ات الآتٌة:من الواضح تحقق التكافإ , وباقً هذه القسمة a  ,rعلى bناتج قسمة  q)نسمً 

 {                      |     }  المجموعة   إن  , , ثم نبرهن على وحدانٌتهما  q , rعلى وجود العددٌن  لً وأ : لنبرهنالبرهان 

 t ـ, وهذه القٌم ل      ٌكون غٌر سالب إذا وفقط إذا كانت        الجزبٌة من مجموعة الأعداد الصحٌحة غٌر السالبة لٌست خالٌة لأن العدد 

وبالتالً نحصل  qولتكن  tالصحٌح  توافقه قٌمة للعدد rولٌكن   Sحسب مبدأ الترتٌب الحسن , ٌوجد عنصر أصغر فً المجموعة  ,وبالتالً موجودة دابماً.

 ومنه :     .لذلك نفرض جدلً أن     , لنبٌن أن    فإن    Sومن تعرٌف عناصر المجموعة ,          ومنه       على أن 

هذا ٌناقض و (   حٌث )      , وٌحقق  S عنصراً من       وهذا ٌجعل من العدد                       

 .    لٌس صحٌحاً , إذاً     , إذاً الفرض الجدلً بؤن   Sأصغر فً المجموعة  اً عنصر rكون 

بحٌث  ̀ , ̀  لذلك نفرض وجود عددٌن صحٌحٌن  .  (1)        و         ـ المحققان ل q , rلنبرهن على وحدانٌة العددٌن , ثانٌاً 

̀ على   ( نحصل1( من )2بطرح ).    (2)    ̀     + ̀ و ̀      ومنه  (3)     ̀       
    

 
 , وبجمع المتباٌنتٌن:      

   , وبالتالً نحصل على أن            . نجد أن                              
    

 
, وبما أن    

    

 
       

 وحٌدان .   q , rن العددٌن أوهذا ٌبٌن ,    ̀   نجد  ( 3وبالتعوٌض فً العلاقة ) ̀   ومنه   ̀       د صحٌح فاندع  

 : )تعمٌم خوارزمٌة القسمة ((1نتٌجة )

 | |                  بحٌث : q , rان صحٌحان وحٌدان دمختلفاً عن الصفر , فإنه ٌوجد عد aوكان , عددٌن صحٌحٌن  a,bإذا كان 

. فً هذه الحالة     إذا لنبرهن النتٌجة عندما . ا تمثل خوارزمٌة القسمة هوالنتٌجة السابقة صحٌحة لأن | |  فان     : عندما البرهان 

| | كد وجود عددٌن صحٌحٌن التً تإ   | |عدد صحٌح موجب فإننا نستطٌع تطبٌق مبرهنة خوارزمٌة القسمة على العددٌن  | |, وبما أن     

̀   bبحٌث  ̀ ,rووحٌدٌن  | |  : نجد أنوهكذا  . ̀ - = q , وحٌث   | |                                

 .وٌتم المطلوب ,    | |                                                        

 ن  إوبالتالً ف    وباقً القسمة هو      نجد أن ناتج القسمة هو       العادٌة على العدد  نه بالقسمةإف     : إذا كان    مثال

فإنه  rما العدد غٌر السالب أ, aعلى bى ناتج قسمة ٌسم   qإن  ف , . وكما ذكرنا 2+3(3-)=7- فإننا نجد أن a=-3. أما إذا كان                    

 . b ٌقسم  aن إ اكافا قولنفان ذلك ٌ    الخاصة , عندما  فً الحالة. ٌسمى باقً هذه القسمة 

 )divisibifily)قابلٌة القسمة( 2-1)
ٌحقق   cوجد عدد صحٌح  (وفقط إذا)إذا  b │aونكتب  bللعدد الصحٌح  (divisorإنه قاسم )   aصحٌح مختلف عن الصفر عدد نقول عن   :(1-1تعرٌف )

b = c . a ن إ ا, أما إذا لم ٌتحقق ذلك قلنa  ل ٌقسمb  ونكتبb a  . 
  b عامل فً a, وأٌضاً  aٌقبل القسمة على    b, أو  a ـمضاعفاً ل b, نقول  bٌقسم  a,بالإضافة إلى قراءتنا بعدة أشكال b│aونستطٌع بالحقٌقة قراءة الرمز 

. ونلاحظ  4مضاعفاً للعدد  12وأن العدد   12عامل فً   4عدد , ونفس الرمز ٌصلح لقولنا ال 12│4فنكتب  (ˣ 4 3=12)لأن   12ٌقسم العدد   4العدد : مثال

 .  4لٌس مضاعفاً للعدد  15العدد إنوالتً ٌمكن أن نعبر عنها بقولنا  15 4  , فنكتب  15ل ٌقسم العدد  4أن العدد 

 : نتابج مباشرة

 . a │ a  فإن a ≠ 0 وإذا كان a│1وبالتالً فإن a=1.a   فإنه ٌكتب بالشكل   aمهما كان العدد الصحٌح  -1

2- 0 = 0 . a   لكلa وبالتالً فإن , مجموعة الأعداد الصحٌحة,    منa│0 . 

 .  |     | لأن  وبالعكس x–ٌوافقه قاسم سالب   aصحٌح  لعدد xكل قاسم موجب ن إ -3

 )خواص اساسٌة لمفهوم القسمة(:(1-1مبرهنة)

 فانه ٌتحقق: a , b , cمهما كانت الأعداد الصحٌة 

 .ٌقسم الآخر  | | وقٌمته المطلقة a من العدد ن كلاً إف  a≠0الصحٌح ذا كان العدد إ -1

ن هذه الخاصة عونعبر . عددٌن صحٌحٌن  x , yوحٌث          فإنه ٌقسم أي تركٌب خطً لهما    b , cٌقسم كلاً من العددٌن   aإذا كان العدد -2

⋀    |          :رمزٌآ بالشكل     |                   |        . 

                   |                 |  : أي أن   cبؤي عدد صحٌح  bٌقسم حاصل ضرب  aفإن ,  bٌقسم العدد  aإذا كان العدد  -3
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 على ذلك (. قدم مثالً اً ن العكس لٌس صحٌحأ لحظ)

⋀       |      : أي   cٌقسم  aفإن   cوره ٌقسم العدد بد bوكان  bٌقسم العدد  aإذا كان العدد  -4  |                  |  

 (ن علاقة القسمة على الأعداد متعدٌةإنعبر عن هذه الخاصة بقولنا ) 

⋀      |     : أي أن  .      فان   | عدداً صحٌحاً موجباً وكان  a , bإذا كان كل من العددٌن  -5         ⋀                       

 | ||| |            |  أي أن:.    bـتقسم القٌمة المطلقة ل a ـفإن القٌمة المطلقة ل b ٌقسم العدد aإذا كان العدد  -6

| |ٌقسم الآخر فإن  a , bإذا كان كل من العددٌن  -7 ⋀    |  :  وبشكل رمزي . (    )أي أن .   | |         |          | |  | | 

 :   البرهان

| |نعلم أن  -1 | |̅   ً فإن لوبالتا               .خر ٌقسم الآ | | و   أي أن كل من ,  | |     

 |                   |                                                -2  , 

  ٌتحقق :    ٌن صحٌحٌن ي عددأوبالتالً من أجل 

 .        | عدد صحٌح فإن المساواة الأخٌرة تبٌن لنا أن      وبما أن                           

 

                                                          .   | وهذا ٌبٌن لنا أن          نجد أن  c ـ, وبضرب الطرفٌن ب     بحٌث  dفإنه ٌوجد عدد صحٌح   | بما أن  -3

4-   {
 |                      
 |                        

}            |   

5-     |      ⋀            ⋀                                           

 .      نأأي      نجد أن      ـضرب الطرفٌن بوب,      إن 

6-     |                            | |  | | | |           | ||| |. 

| |:  طرٌقة ثانٌة |    ⋀  |            | | |     ⋀      || |              | ||| |   . 

7-                           |       ⋀        |              | | || |   ⋀       | ||| |     

| |  | |             | |  | |                        | |  | | 

 

 تطبٌقات خوارزمٌة القسمة

A) عداد الصحٌحة وفق صفات محددة تصنٌف الأ: 

 . bعدد صحٌح ٌتعلق بالعدد  kوحٌث         وأ    ٌكتب بالشكل  bكل عدد صحٌح  -1

بحٌث   k , r أي عدد صحٌح , وبالتالً حسب خوارزمٌة القسمة ٌوجد عددان صحٌحان وحٌدان bو    لبرهان ذلك نؤخذ العدد 

⋁          ومنه نجد أن  r = 0 ,1ٌؤخذ القٌم  rوبالتالً العدد,                                        

فا قولنا إن كل عدد ا, وهذا ٌكعدد صحٌح ما  kوحٌث  2k+1أو بالشكل  2kٌكتب بالشكل  bوبذلك نكون قد برهنا على أن كل عدد صحٌح 

  إما أن ٌكون زوجٌاً أو أن ٌكون فردٌاً .صحٌح 

 .عدد صحٌح أي  k وحٌث     او        ٌكتب بالشكل   b فرديإن كل عدد صحٌح  -2

 .عدد صحٌح أي  kوحٌث      او    كتب بالشكل ٌ زوجً حٌحصوكذلك كل عدد 

 بحٌث  k , rوحٌدان ٌحان , فإنه حسب خوارزمٌة القسمة ٌوجد عددان صح عدد صحٌح أي  bو    ٌتم برهان ذلك بؤخذ 

                     

}  :    د الأشكال التالٌةأح bومنه نجد أن للعدد           هً  rإن القٌم التً ٌؤخذها العدد الصحٌح 

  
    
    
    

 

 وٌتم المطلوب .   ,     زوجٌاً ٌكتب بؤحد الشكلٌن  bوإذا كان ,     ,      فردٌاً ٌكتب بؤحد الشكلٌن   bفإذا كان 

                      ٌكتب بؤحد الأشكال :   b فرديإن كل عدد صحٌح  -3

 نفسهاطرٌقة البندٌن السابقٌن ب البرهان ٌتم.                 ٌكتب بؤحد الأشكال :   b زوجًوإن كل عدد صحٌح 



4 
 

                           :ٌكون من أحد الأشكال xعدداً صحٌحاً موجباً فإن كل عدد صحٌح  nإذا كان :  بشكل عام

{           }أحد عناصر المجموعةٌكون      على  xمن الواضح أن باقً قسمة أي عدد صحٌح  والتً تسمى مجموعة     

 . nبواقً القسمة على العدد الصحٌح الموجب 

 .عدد صحٌح  kحٌث               شكلٌن : لٌكتب بؤحد ا bإن مربع أي عدد صحٌح  -4

ٌكتب بؤحد الشكلٌن     فإن مربعه ,      أو    ٌكتب بؤحد الشكلٌن  b( . بما أن كل عدد صحٌح 1عتماد على ): ٌتم البرهان بال البرهان

 عدد صحٌح . kوحٌث       أو      أي بؤحد الشكلٌن ,      أو                      

 

B) ( تمثٌل الأعداد الصحٌحةRepresentation of integers) 

, لتكوٌن أي عدد فً هذا النظام, لذلك نسمً هذه الأرقام العشرة )من الصفر إلى تسعة( فً النظام العشري المعروف, نستخدم الأرقام من صفر إلى تسعة

 (, بٌنما عدد هذه الأرقام )وهو عشرة فً نظامنا( فإنه ٌسمى أساس النظام.digitsبؤرقام النظام )

, الذي 2, وأهمها النظام الذي أساسه 60النظام الذي أساسه , و20من الأنظمة العددٌة بالإضافة إلى النظام العشري, مثل النظام الذي أساسه هناك الكثٌر 

 (. المبرهنة التالٌة تبٌن أن:binary systemٌسمى بالنظام الثنابً )

 .كل عدد صحٌح أكبر من الواحد ٌمكن أن ٌكون أساساً لنظام عددي, وهذه الحقٌقة ٌمكن برهانها بالعتماد على نظرٌة خوارزمٌة القسمة أٌضاً 

 :(31,مبرهنة )

 بطرٌقة وحٌدة بالشكل: Nعدداً صحٌحاً أكبر من الواحد فإننا نستطٌع كتابة أي عدد صحٌح موجب  kإذا كان 

N= amkm+am-1km-1+……….+a2k
2+a1k+a0    0قتؤخذ قٌماً صحٌحة تحق   , وحٌث المعاملات ≤ a I <k  ,   am ≠ 0      . 

 البرهان:

   N = q1 K + a0    ; 0≤a0<k    بحٌث: q1,a0فإنه ٌوجد عددان صحٌحان وحٌدان ,  K,Nسمة على العددٌن الوجود: بتطبٌق خوارزمٌة القبرهان 

 بحٌث: q2,a1ونحصل على عددٌن صحٌحٌن ووحٌدٌن   q1,Kعلى العددٌن  ثانٌةنطبق خوارزمٌة القسمة مرة فإننا        إذا كان ناتج القسمة 

q1 = q2 K + a1  ;  0 ≤ a1 <K                                                   

 N=(q2K+a1)k+a0 =  q2k2+a1K+a0  فً المعادلة الأولى نحصل على المساواة: q1وبالتعوٌض عن قٌمة 

 ( Kٌجب أن تكون أصغر من  ai)قارن مع الصٌغة الواردة فً نص المبرهنة, حٌث العوامل 

 ( إلى أن نحصل على العددٌن الوحٌدٌن  K ≤ qm-1) وحٌث  qm-1و  Kمٌة القسمة علً العددٌن وهكذا نستطٌع تكرار ما تقدم وتطبٌق خوارز

qm,am-1 , :بحٌثqm-1 = qm K + am-1    ;  0 ≤ am-1 <K     ;                                       

  am=qm 0عند ذلك نتوقف, ونضع qm<K>0على أن  mمتتالٌة متناقصة وبالتالً لبد من الحصول فً خطوة  q1>q2>…>qm>0) إن 

 ( فإننا نحصل على:Nالتً تسبقها )وهكذا حتى عبارة  qi-1 بعبارة  qi ـوبتعوٌض كل قٌمة ل

N=amkm+am-1km-1+….+a2k2+a1k+a0                          (1)    وحٌث المعاملاتai  0تحقق ≤ a I  <k  0من أجل كل ≤ I <m   

 ( أكبر من الصفر (qm)وهو  kعلى  qm-1ن أن ناتج قسمة ٌضم k ≤ qm-1) إن الشرط 

 ٌكتب بطرٌقتٌن كما ٌلً : N: نفرض أن العدد الوحدانٌةبرهان 

N=amkm+am-1km-1+……………..+a1k+a0              ;0≤ai<k                 

=bnkn+bn-1kn-1+……………….+b1k+b0                   ; 0≤bj<k                  

 , وبالطرح نحصل على أن: m=n, عند ذلك بإضافة حدود معاملاتها أصفاراً فً التمثٌل الثانً فإنه ٌمكننا الفرض بؤن  m≥nأن  ولنفرض

(am-bm)km+(am-1-bm-1)km-1+………………+(a1-b1)k+(a0-b0)=0          (2)          

 فرض جدلً وجود معامل )على الأقل( لٌساوي صفراً, ولٌكن مساوٌة للصفر وذلك بنقض الفرض, ن (2)لنبرهن على أن جمٌع المعاملات فً 

(ai-bi)  اعتباراً من الحد الثابت( بحذف الحدود التً معاملاتها أصفاراً, وبنقل الحد  (2)أول معامل ٌختلف عن الصفر فً العلاقة((ai-bi)k
i  إلى الطرف

 نحصل على المساواة: (2)الأٌمن من العلاقة 

(am-bm)km+(am-1-bm-1)km-1+…………..(ai+1-bi+1)ki+1 =-(ai-bi)k
i 

 عاملاً مشتركاً فإن المساواة الأخٌرة تكتب بالشكل: kوإخراج  kiبتقسٌم الطرفٌن على 

[        
                  

                   ]               …..         (3) 

 

   |k≤ |ai-biومنه نجد حسب خواص القسمة أن:|k|  |ai-biوبالتالً                                   k |-(ai-bi)نجد أن : (3)العلاقة الأخٌرة من 

 , إذاً: |k≤ |ai-bi, وهذا ٌتناقض مع  ai-bi|< k| >0وبالتالً فإن     ai-bi≠0و    ai<k≥0و     bi<k≥0ولكن   

 ٌمثل بشكل وحٌد. Nوبالتالً    i=0,1,2,……….mلكل          ai-bi=0ود معاملات مختلفة عن الصفر غٌر صحٌح. إذاً:الفرض الجدلً بوج

 amkm+am-1km-1+………+a1k+a0 = (am am............a1 a0)kكما ٌلً :  kعادة ٌرمز لتمثٌل عدد بالأساس ملاحظة: 
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 .2بالأساس  35لنكتب العدد  (1مثال )

       N=35=(17)2 + 1            ;   q1 = 17 > 2 = K. بتطبٌق خوارزمٌة القسمة علٌهما نجد أن: K=2و  N=35لدٌنا 

q1=17=(8)2 +1              ; q2 = 8 > 2                                                                                                           

q2=8=(4)2+0                ; q3 = 4 > 2                                                                                                            

q3=4=(2)2+0                ; q4 = 2 ≥ 2                                                                                                            

q4=2=(1)2+0                ; q5 = 1 < 2     
 
   q5=a5                                                                                                                                         

        20×1+2×1+22×0+23×0+24×0+25×1 =(1 1 0 0 0 1)=35 :(35)وبالتالً نحصل على التمثٌل الثنابً للعدد  

 . k=16بالأساس   N=61469اكتب العدد  (2)مثال

 نجد: Nوالعدد  k=16بتطبٌق خوارزمٌة القسمة على العدد 

16,61469
خ ق
→  N=61469 =(3841)×16+13       ;q1=3841>16=k   

3841=(240)×16+ 1                            ;q2=240>16 

240=(15)×16+0                            ;q3=15<16 

  للعدد المعطى كما ٌلً : (hexadecimal system)فنحصل على التمثٌل الستة عشري q3=a3الآن لنضع 

 61469=(a3 a2 a1 a0 )16= ( 15 0 1 13 )16 

 على الترتٌب. A,B,C,D,E,F , بالأحرف على الترتٌب ,  10,11,12,13,14,15وعادة فً النظام الستة عشري نعبر عن الأعداد 

 . 16( F 0 1 D) = 61469وبالتالً فإن العدد المعطى ٌكتب على هذا الأساس بالشكل:

 (g.c.d= Greatest common divisor)القاسم المشترك الأكبر: 

   (5-)(2-)=5×2=10لأن : 5-,5+,2-,2+, الأعداد  10-,10+,1-,1+مثلاً هً ,بالإضافة إلى  10ن القواسم الصحٌحة للعدد من المعروف أ

 وذلك حسب مفهوم القاسم فً مجموعة الأعداد الصحٌحة.

 نقاص من عمومٌة هذه الدراسة., دون الإسة القواسم الموجبة لعددوبالتالً ٌكفً درا x–السالب القاسم ٌقابله  10للعدد  xونلاحظ أن كل قاسم موجب 

فإن:  a=10فمثلاً عندما .  { |       }      أي أن: D(a)عدداً صحٌحاً فإننا سنرمز لمجموعة القواسم الموجبة لهذا العدد بالرمز  aفإذا كان 

D(10)={1,2,5,10}  .:10×1=10 ومن المفٌد هنا لعدم نسٌان أي قاسم كتابة جدول من الشكل   

=2×5                                                                                                                         

=3×--                                                                                                                         

=4×--                                                                                                                         

 )مكرر(                                                                                                                         2×5=

. لنوجد كتطبٌق 10( القواسم الموجبة للعدد إلى الأعلىثم العودة من الأسفل  ..,1,2,3نزولً بالأرقام  لأعلى فً الطرف الأٌمنان والذي ٌبٌن وبالترتٌب )م

         32×1=32فنكتب: 32على ذلك مجموعة القواسم الموجبة للعدد 

=2×16                                                                                 

 =3×--                                                                                   

=4×8                                                                                   

=5×--                                                                                   

=6×--                                                                                   

=7×--                                                                                   

                            {             }       ومنه          )مكرر(                                                                                  4×8=

اضح أن فإنه من الو, مختلفاً عن الصفر  a , bبحٌث أن أحد العددٌن ,  a , bمجموعتً القواسم الموجبة للعددٌن الصحٌحٌن  D(a)و  D(b)إذا كانت  -

 .أي أن: D(a,b) ـوالتً نرمز لها ب a , bالمشتركة للعددٌن الموجبة ٌمثل مجموعة القواسم  D(a)∩D(b)تقاطعهما 

D(a , b) = D(a) ∩ D(b) = {x    ;  x |a  ⋀  x |b}                                       

 (a,b) أو اختصاراً   g.c.d (a ,b)تحوي دوماً عنصراً أكبر, الذي نرمز له بالرمزومن الواضح أن هذه المجموعة منتهٌة وغٌر خالٌة, وبالتالً 

 . a , bونسمٌه القاسم المشترك الأكبر للعددٌن الصحٌحٌن 
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     -D(10,32)=D(10)∩D(32)=,1,2نوجد العنصر الأكبر للمجموعة: 10,32فمثلاً لإٌجاد القاسم المشترك الأكبر للعددٌن 

 . 2 هو 10,32, نقرأ ذلك :القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  g.c.d (10,32)=2أو  2=(10,32), لذلك نكتب 2ه العدد والذي من الواضح أن

 من السهل تعمٌم مفهوم القاسم المشترك الأكبر لعددٌن على ثلاثة أعداد أو أكثر, بحٌث أحدها على الأقل مختلف عن الصفر, كما ٌلً:-

مجموعات القواسم الموجبة لكل  منها , التً                      أعداداً صحٌحة لٌست جمٌعها أصفاراً , وكانت             إذا كانت 

مز :            للأعداد  القواسم المشتركة الموجبةتقاطعها ٌمث ل مجموعة   , والتً نرمز لها بالر 

فروالتً من الواضح أن ها مجموعة منتهٌة )لأ,                                          ولٌكن  ن  أحد العداد مختلف عن الص 

مز , وبالتالً تحوي عنصر أكبر وحٌد نرمز له (منها  ٌنتمً إلى كل 1منتهٌة ( وغٌر خالٌة )لأن  العدد       تكون مجموعة قواسمه  الذي بالر 

gcd(          )  ٌه القاسم المشترك الأكبر للأعداد اختصاراً ,  (          ) وأ  .            نسم 

 

 , نوجد العنصر الأكبر للمجموعة : 10,32,18لإٌجاد القاسم المشترك الأكبر للأعداد الثلاثة  مثال:

                              {   }  {            }              أي  أن   2والذي من الواضح أن ه العدد {   } 

ابقة طوٌلة , لذلك ل بد   ٌ ة الس  م نلاحظ أن ه إذا كانت الأعداد المراد إٌجاد القاسم المشترك الأكبر لها كبٌرة فإن  العمل م طرٌقة  مما تقد  ٌ ة تقد  من إٌجاد خوارزم

لً بتقدٌم مفهوم القاسم المشترك الأكبر لحساب القا ,بشكل مجرد وبدون لٌست جمٌعها أصفاراً عددٌن أو أكثر لسم المشترك الأكبر , من أجل ذلك سوف نبدأ أو 

ٌ ة مفٌدة فً هذا المجال ) والتً ستعر ,المجموعات والعملٌات علٌهااستخدام  ٌ ة إقلٌدس( للاستفادة من ذلك فً تقدٌم مبرهنات توصلنا إلى خوارزم ف بخوارزم

 عمٌم هذا المفهوم على بنى جبرٌة أخرى لسٌما الحلقات .تسهٌل عملٌة تو

 : )القاسم المشترك الأكبر لعددٌن(تعرٌف

حٌح الموجب عددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفراً , نقول عن  a,bلٌكن   :الش رطانإذا وفقط إذا تحق ق  a,bإن ه القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  dالعدد الص 

1. d |a  ˄  d |b    أي  أن(d  قاسماً مشتركاً للعددٌنa , b ) . 

حٌح الموجب   .2  . c ≤ dفإن   ( c>0 , c|a , c|b)أي إذا كان  a , bقاسماً مشتركاً آخر للعددٌن  cإذا كان العدد الص 

مز  a , bونرمز عادةً للقاسم المشترك الأكبر للعددٌن   . (a , b) أو اختصاراً  gcd (a , b)بالر 

 من عددٌن(  لأكثر ) القاسم المشترك الأكبر تعرٌف

حٌح الموجب أعداداً صحٌحة لٌست جمٌعها أصفاراً , نقول عن             لٌكن                القاسم المشترك الأكبرللأعدادإن ه  dالعدد الص 

مز  ونرمز  , إذا وفقط إذا تحق ق الشرطان : (           )أو اختصارا  , (           )gcdله بالر 

 (.            قاسم مشترك للأعداد  dن  أ)أي   i≤n≥1 لكل     |  .1

 . c ≤ dفإن    I ≤ n ≥ 1لكل      | عدداً صحٌحا موجبا بحٌث  cإذا كان   .2

املاحظة ٌ ة, التً تعنً وجود هذا القاسم ( a , bالقاسم المشترك الأكبر للعددٌن  dبق ورد ماٌلً ):فً التعرٌف الس  ٌ ته , هذه الوحدان )التً كانت  ووحدان

  تبرهن بسهولة كماٌلً : تخدام المجموعات (ستمهٌد لمفهوم القاسم المشترك الأكبر باواضحة فً ال

  |  , وأن     | ن تعرٌف القاسم المشترك الأكبر , وبالتالً حسب الش رط الثانً من الت عرٌف نجد أن  ٌحق قا     نفرض وجود عددٌن صحٌحٌن موجبٌن 

الً من خواص  القسمة نجد أن   ً من       , وبالت  ه ٌنتج أن       , لكن بما أن  كلا   .     موجبٌن فإن 

ا الوجود  م فً الفإنه سٌوأم  ة ا مبرهنةقد   ٌة , بعد أن نورد المثال الآتً :تلآالهام 

 لحظ ما ٌؤتً::  مثال

                                                        | |       { }           ,         . 

                                 

  |           | |    

                       ̅                  

مها فً المبرهنة الآتٌة:  إن  للقاسم المشترك الأكبر لعددٌن صحٌحٌن صٌغة هام ة نقد 

ً لهما(مبرهنة  : )القاسم المشترك الأكبر لعددٌن هو تركٌب خط 

تركٌباً       ,)نسم ً العبارة               بحٌث       عددان صحٌحان  ٌوجدعددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفراً , فإن ه  a , bإذا كان 

اً للعددٌن   ٌ  ( . a,bخط

ٌ ة الموجبة للعددٌن  :الفكرة[: البرهان  ] (a,b) هً مجموعة غٌر خالٌة وأن  العنصر الأصغر فٌها ٌمث ل a,bهً برهان أن  مجموعة كل  التراكٌب الخط

| |فإن      غٌر خالٌة , لأن ه إذا كان  {      |        }  لٌس كلاهما صفراً فإن  المجموعة  a,bبما أن      ٌكون عنصرا من    

| |لأن ه ٌكتب بالش كل   
| |

 
وحٌث         

| |

 
ٌ ة من مجموعة الأغٌر    . وبالتالً فإن  المجموعة   عنصرا من      عداد خالٌة , وهً جزب

حٌحة الموجبة , وبالتالً فهً تمل بحٌث       جله ٌوجد عددان صحٌحان أ, الذي من  dأصغر )حسب مبدأ الترتٌب الحسن( ولٌكن  اً ك عنصرالص 
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, وذلك بنقض   |     | على أن   لً نبرهن أو , لذلك  a , b. لنبرهن على أن  هذا العدد الموجب هو القاسم المشترك الأكبر للعددٌن           

ٌ ة القسمة على العددٌن    فرض جدلً أن  ن الفرض .  ; a=dq+rبحٌث :  q,rفإن ه ٌوجد عددان صحٌحان وحٌدان  (d>0)حٌث  a,d, وبتطبٌق خوارزم

0<r<d  . : ن أن                                       ومنه نستطٌع كتابة ٌ  r<d, ولكن  Sعنصراً من  r, وهذا ٌب

رٌقة نفسها نبرهن على أن  d|a, إذا ً ٌجب أن ٌكون   هو العنصر الأصغر فً  dٌتناقض مع كون   . d|b. بالط 

ً من  cعلى أن ه إذا كان  لنبرهن ثانٌاً   , من خواص  القسمة نستطٌع كتابة : c ≤ dفإن    a , bعدداً صحٌحاً موجباً ٌقسم كلا 

 |     | 
 
  |       

 
  | 

        
⇒           

لً من    .             , أي  أن   a,bهو القاسم المشترك الأكبر للعددٌن           نجد أن   ثانٌةو  أو 

 

 (2)24+(3-)15=3حظنا أن  : , وإذا ل 3=(15,24), أي  أن   3هو  15,24: من الواضح أن  القاسم المشترك الأكبر للعددٌن  (1)مثال وملاحظة

=15(-27)+24(17)                                                                                                                                                                       

ا م لماذا لم ٌرد فً نص  المبرهنة الس  نا نتفه  ٌ ة العددٌن فإن   .        بقة وحدان

 هً: 18,24م المشتركة الموجبة للعددٌن , فإن  مجموعة القواس   D(24)={1,2,3,4,6,8,12,24}و  D(18)={1,2,3,6,9,18}: بما أن  (2)مثال وملاحظة

D(18,24)={1,2,3,6}
 
 gcd(18,24)=6                            

ٌقسم  a,bهل ٌصح  أن  كل  قاسم مشترك للعددٌن  أي . فهل تصح  هذه النتٌجة بشكلٍ عام  ؟ 6مجموعة القواسم المشتركة ٌقسم العدد ونلاحظ أن  كل  عدد من 

ة الآ (a,b)القاسم المشترك الأكبر لهما   تٌة:؟ الإجابة فً المبرهنة الهام 

 لهما( : )العلاقة بٌن كل  قاسم مشترك لعددٌن والقاسم المشترك الأكبرمبرهنة

 عددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفراً , عند ذلك ٌتحق ق :  a,bلٌكن 

حٌح   |     |      أو بشكل رمزي  : . (a,b)ٌقسم  cإذا وفقط إذا كان  a,bٌكون قاسما مشتركاً للعددٌن  cالعدد الص 
 
⇔  |      . 

 : البرهان
 
ابقة , وبما أن  العدد حسب المبر,              بما أن      ً من  cهنة الس  ً لهما  a,bٌقسم كلا  حسب مبرهنة ,فإن ه ٌقسم أي تركٌب خط 

ٌ ة للقسمة   . (a,b)ٌقسم  cوبالتالً         ٌقسم  cأي أن  ,الخواص  الأساس

 العكس
 
ي ل aٌقسم  (a,b)( فرضاً و (a,bٌقسم  cبما أن      ⇐ ة الت عد  رٌقة ذاتها , بما أن   aٌقسم  cلقسمة ٌنتج أن  فإن ه حسب خاص  ٌنتج  bٌقسم  (a,b), بالط 

 معاً .  bوٌقسم  aٌقسم  cفإن    (a,b)ٌقسم  c, أي  أن ه إذا كان  bٌقسم  cأن  

(     ) : من أجل كل  عددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفراً ٌتحق ق  نتٌجة ن التكافإ الوارد فً وهذا ٌنتج مباشرة م                  

ابقة .  المبرهنة الس 

 

ٌ ة الآ ٌ ة حساب القاسم المشترك الأكبر لعددٌن . نبدأ بالتمهٌد  ٌة:تللوصول إلى كٌف

ة ٌّ  (aمضاعف لـ  ma )لحظ أن   m Z   (a,b+ma)=(a,b)عددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفراً , فإن ه ٌتحق ق :  a,b: إذا كان  تمهٌد

لً , لذلك لنبرهن d=(a,b+ma)ولنبرهن على أن   d=(a,b): نفرض أن  البرهان  .(b+ma)وٌقسم  aٌقسم  dعلى أن   أو 

ً لهما مثل  dوبالت الً فإن   bوٌقسم  aٌقسم  dفإن   d=(a,b)بما أن    , حسب مبرهنة خواص  القسمة.b+maٌقسم أي تركٌب خط 

حٌح الموجب  ثانٌاً لنبرهن   . c≤dفإن   (b+ma)وٌقسم  a ٌقسم cعلى أن ه إذا كان العدد الص 

ً لهما مثل  b+maوٌقسم  aٌقسم  cبما أن   قاسم مشترك موجب للعددٌن  c, وبالتالً فإن   bٌقسم  c, أي  أن   b=(-ma)+(b+ma)فإن ه ٌقسم أي تركٌب خط 

a,b وبالتالً فهو أصغر أو ٌساوي القاسم المشترك الأكبر d   أي أن c ≤ d   . 

 .  ̅          , فإن   ̅ هو  aعلى  bحٌح صحٌحاً وكان باقً قسمة العدد الصعدداً     : إذا كان نتٌجة

ٌ ة القسمة على العددٌن البرهان ̅     ̅      بحٌث  ̅     , فإن ه ٌوجد عددان صحٌحان وحٌدان       : بتطبٌق تعمٌم خوارزم  | | . 

ٌ ة السابقة نجد  (̅      )      : ن أوباستخدام التمهٌد      ̅  . 

ٌ ة حساب : أمثلة وملاحظات  ((a,b))تمهٌد لخوارزم

 . |a|=(a,b)فإن   a|bنعلم أن ه إذا كان  1)

ا إذا كان  2) ات  (a,b)( فإن ه لحساب 30 8)مثل  a bأم  ة مر  ابقة عد  حصل على زوج من إلى أن ن )مع وجوب النتباه للرموز بشكل دقٌق(نستخدم الن تٌجة الس 

̅̅̅̅            نكتب :  (8,30)مثلاً لحساب  ا ٌقسم الآخر .مالأعداد أحده           ̅             . 

ٌ ة إقلٌدس لحساب  (8,30)هذه الخطوات فً حساب  غم من ذلك  a,b, عندما ٌكون كل  من  (a,b)هً توضٌح لمضمون خوارزم عدداً صحٌحاً موجباً , وبالر 

ٌ ة الآسوف تكون كاف  تٌة :  ٌة لحساب القاسم المشترك الأكبر لأي  عددٌن صحٌحٌن , لٌس كلاهما صفراً , اعتماداً على التمهٌد
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 b|) , (|a|  = b) , (a|عددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفرا فإنه  ٌتحقق :   b , aإذا كان    :(2تمهٌدٌة  )

)وذلك من كون كل  من  |a|,|b| فإنه ٌقسم كلاً من  a , b ٌقسم كلا  منd بما أن   ل :أو .  d=(|a|,|b|)نبرهن على أن  لو   d=(a,b)البرهان: نفرض أن  

a  و|a| ة  استخدامبٌقسم الآخر و ي الخاص   لقسمة (لتعد 

أصغر أو وبالتالً فإن ه   a , bللعددٌن    موجب قاسم مشترك  cإذا .   a , bٌقسم كلأ  من   ه  فإن |b|و|a|عددا صحٌحا موجبا ٌقسم كلا  من  cثانٌا:إذا كان 

 . d=(|a|,|b|) . من أولً وثانٌاً نجد أن      , أي أن   بر لهماكالمشترك الأ سماقالٌساوي 

 ((a,b),خوارزمٌة إقلٌدس فً حساب  a,bوكتابته كتركٌب خطً لـ gcd(a,b): )وجود مبرهنة

بحٌث :    ̅         نحصل على عددٌن صحٌحٌن وحٌدٌن ,, ق خوارزمٌة القسمة علٌهما فإن ه بتطبٌ,   a ≤ b > 0عددٌن صحٌحٌن بحٌث  a , bإذا كان 

b = q1a + r1 ;   0 ≤ r1 <a    وحسب النتٌجة الأخٌرة ٌكون(((a,b)=(a,b )=(a, 1). 
نا نستخدم خوارزمٌة القسمة )مرة ثانٌة( من أج r1<a>0 ))أي أن    r1≠0فإذا كان باقً القسمة  ,فنحصل على عددٌن صحٌحٌن وحٌدٌن  r1<aل العددٌن فإن 

q2, r2 = a    بحٌثa = q2r1 + r2  ;  0 ≤ r2 < r1  ]  وحسب النتٌجة الأخٌرة ٌكون[(a,r1)=(a , 1)=(r2,r1) 
فنحصل على عددٌن صحٌحٌن وحٌدٌن   r2,r1فإننا نستخدم خوارزمٌة القسمة )مرة ثالثة ( من أجل العددٌن  ( r2  <r1>0)أي أن      r2  ≠ 0فإذا كان مجددا 

 .   r1 = q3r2 + r3 ; 0 ≤ r3 < r2   بحٌث ̅         

ة  r3<r2<r1…بملاحظة أن   ة  ,    rm+1=  0 على أن     m+1فإن ه ل بد  من الحصول فً المر  ا فً المر  ونكون    rm+1 < rm-1 > 0السابقة لذلك ٌكون   mأم 

 :بحٌث    qm , rmوحصلنا على عددٌن صحٌحٌن وحٌدٌن  rm-2,rm-1ة القسمة على العددٌن قد طبقنا خوارزمٌ

                  rm-2=qm-1+rm  ;  0 < rm < rm-1            [ (rm-2,rm-1) = (rm-2  , rm-1) = (rm , rm-1) ] 

ة    :نحصل على   ( rm|rm-1)ٌكون    rm+1=0وحٌث   (m+1)طبعا فً المر 

                    rm-1=qm+1 + rm   ;  rm+1 =0                                [  (rm,rm-1)=rm    ;   rm | rm-1] 

: ات نجد أن  ة مر   . rm = (rm-1,rm) =..……= (r3,r2) = (r1,r2) = (r1,a) = (b,a)  وباستخدام نتٌجة التمهٌدٌة  الأولى عد 

خوارزمٌة إقلٌدس فً حساب القاسم  تسمّىهو آخر باقً قسمة مختلفة عن الصفر فً الخوارزمٌة السابقة )التً  rmٌثح ( rm | rm-1  ˄   0 < rmلحظ أن )

م طرٌقة لإٌجاد عددٌن صحٌحٌن .  المشترك الأكبر لعددٌن صحٌحٌن موجبٌن ( لٌسا وحٌدٌن كما  [   x0 , y0بالإضافة إلى ذلك فإن خوارزمٌة إقلٌدس تقد 

ة تستخدم خوارزمٌة القسمةوجدنا سابقا على  ٌ ة العددٌن الصحٌحٌن فً كل مر  غم من وحدان وٌتم  ذلك انطلاقا من المساواة  ax0 + by0 = (a ,b)بحٌث   ]الر 

ح ذلك فً المثال الآتً  :(a,b)قبل الأخٌرة فً خوارزمٌة اقلٌدس وبخطوات عكسٌة لحساب   .ونوض 

ل  مثال  كما ٌلً: مةقسالوارزمٌة وذلك بتطبٌق خ ,(1904,510):لنوجد أو 

          
خ ق
→                    

         
خ ق
→                  

         
خ ق
→                  

         
خ ق
→                 

        
خ ق
→                                 

وبخطوات تراجعٌة  السابقةاقلٌدس فإننا ننطلق من المساواة قبل الأخٌرة فً الخوارزمٌة    1904x+510y=34بحٌث   x,yصحٌحٌن أما لإٌجاد عددٌن 

 نجد:

                   [                        [                           

        [                                                                                    

 (123456789,987654321),(3799,7337),(3827,74329),(360,2250): باستخدام خوارزمٌة إقلٌدس أوجد ماٌلً: مرٌنت

 . ax0 +by0=(a,b)بحٌث   x0,y0ثم  أوجد 

نا نقول عن العددٌن إن 1=(a , b)وكان , عددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفراً  a , b: إذا كان  تعرٌف اً فإن   ٌ ٌ ان نسب ل  .(relatively prime)هما أو 

اً. 3,8-وبالتالً العددان  1=(3,8-): إن  مثال  ٌ لٌان نسب  أو 

 عددان صحٌحان لٌس كلاهما صفرا فإن ه ٌتحقق : a,b: إذا كان مبرهنة

(a , b)  ًا  ٌ ان نسب  ٌ ل أو 
 
 حٌحان(عددان ص y0و,x0وحٌث 1⇔ax0+by0=1=(a,b))أي  ان  . ax0+by0=1بحٌث x0,y0ٌوجد عددان صحٌحان  ⇔
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البرهان : 
 
ً للعددٌن  (a , b)( بما أن   ⇐ فإن ه ٌوجد عددان  1=(a,b),حسب مبرهنة الوجود للقاسم المشترك الأكبر وبما أن   a , bٌكتب بشكل تركٌب خط 

 .ax0+by0=1بحٌث  x0,y0صحٌحان 

           (
 
ً لهما ,وبالتالً فإن ه ٌقسم فإن ه ٌقسم أي  a , bالموجب دوما ٌقسم كلا  من  (a,b)( بما أن     : ,ومنه ٌنتج أن   ax0+by0=1تركٌب خط 

اً. a,b, أي  أن   1=(a,b)تنتج المساواة  هفإن   ,         وبما أن,                     ٌ ٌ ان نسب ل  أو 

 عددٌن صحٌحٌن لٌس كلاهما صفراً فإن ه ٌتحقق: a,b: إذا كان نتائج

(1)      
 

     
  , 

 

     
= m)وبالت الً ٌمكن كتابة أي عدد كسري موجب       

 

 
 = mبشكل وحٌد بالش كل  

 
     ⁄

 
     ⁄

  ) 

 1 & a|c & b|c=(a,b)}وبشكل رمزي  cٌقسم  (a,b)فإن  العدد  cٌقسم العدد الصحٌح  b و aوكان كل  من ,   1 = (a , b)إذا كان  (2)
 
     | } 

اً  cإذا كان  المضاعفات كما ٌلً :وٌمكن قراءة ذلك بلغة   ٌ ٌ ٌن نسب ل  فإن ه ٌكون مضاعفا لجداءهما . a,bمضاعفا مشتركاً لعددٌن أو 

ٌ ة  إقلٌدس( : إذا كان العدد الصحٌح  (3) اً مع أحدهما ولٌكن  aوكان ,  b , c  للعددٌن الصحٌحٌن (b.c)ٌقسم الجداء   a)تمهٌد  ٌ لً نسب , فإن ه ٌقسم الآخر bأو 

c        : وبشكل رمزي  a|b.c  ˄ (a,b) = 1 
 
  a|c 

 البرهان:

  لإثبات  (1) 
 

     
  , 

 

     
حٌحٌن       ً للعددٌن الص  ٌكفً حسب المبرهنة الأخٌرة إٌجاد تركٌب خط 

 

     
 , 

 

     
 مساوٍ للواحد. 

ً للعددٌن  (a,b)بما أن   , وبقسمة الطرفٌن  ax0+by0 =(a,b)بحٌث  x0,y0فإن ه ٌوجد عددان صحٌحان  جود ,حسب مبرهنة الو a , bٌكتب بشكل تركٌب خط 

      ٌنتج أن   1 ≤ (a , b)على 
 

     
     + 

 

     
 , وبالتالً ٌنتج المطلوب.    

اً  a , b وبما أن  ,  c = t.a = sbبحٌث  s,tفإن ه ٌوجد عددان صحٌحان  ,  cٌقسم   a , bبما أن  كلاً من  (2)  ٌ لٌان نسب  x0,y0ان صحٌحان دفإن ه ٌوجد عد, أو 

 نجد : cواستخدام العبارات السابقة للعدد  c. بضرب طرفً المساواة الأخٌرة بالعدد  ax0+by0=1بحٌث 

c = c.a.x0 + c.b.y0 =s.b.a.x0+ t.a.b.y0 = a.b(s.x0 + t.y0)   ,  ن أن ٌ  c. ٌقسم  (a , b)وهذا ٌب

 : ى)أو بطرٌقة أخر
 

   
     a.b|c        1       :لدٌنا=ax0 +by0 

 
 c = c.a.x0+c.b.y0 

 
 

 

   
 

 

 
   

 

 
   ) 

 نحصل على المساواة:,  cوبضرب طرفً المساواة الأخٌرة بالعدد ,   ax0  + by0   =1   بحٌث x0,y0فإن ه ٌوجد عددان صحٌحان  1=(a,b)بما ان   (3)

(1)…..c = c.a.x0 +c.b.y0  ,  وبما أنa  ٌقسمb.c  , فإن ه ٌوجد عدد صحٌحt  بحٌثb.c = a.t  نجد: (1)وبالتعوٌض فً المساواة 

c = c.a.x0 +a.t.y0 = a(c.x0 +t.y0)  ن ٌ  . cٌقسم  aن  أوهذا ٌب

 :ملاحظات

 . 64 =  16 4 ولكن ه لٌس مضاعفاً لجداءهما,  16و4 من العددٌن  مضاعفاً لكل   32العدد : مثلا  هلأن  ,  (2)أساسً فً النتٌجة  1=(a,b)إن  الشرط  (1)

لٌس  6لأن  العدد ,  4 ول ٌقسم العدد 3 ٌقسم العدد ل 6ولكن       ٌقسم 6لأن ه مثلاً : العدد ,  (3)أساسً فً النتٌجة  1=(a,b)كذلك الشرط  (2)

اً ل مع  ٌ ٌ اً نسب ل  . 4ول مع     3أو 

ٌُردُّ إلٌه كل  ما ٌتعل ق بالقاسمنلاحظ أن  كل  ما تق م من مبرهنات وخواص  ٌتعل ق بالقاسم المشترك الأكبر لعددٌن . لأن ه فً الواقع هو الأساس الذي  المشترك  د 

ٌ ن لنا أن  حساب القاسم المشترك الأكبر ل ح هذا الأمر , وتب ٌ ة التالٌة سوف توض  عدد صحٌح )لٌست جمٌعها  mـ  الأكبر لأكثر من عددٌن , والمبرهنة الأساس

 , أحدهما ٌمث ل القاسم المشترك الأكبر لعددٌن .اً عدد (m-1) ـٌرد إلى حساب القاسم المشترك الأكبر ل أصفاراً(

 : )حساب القاسم المشترك الكبر لأكثر من عددٌن (مبرهنة

 (a1,a2,…,am-2,(am-1,am))=(a1,a2,…..,am)أعداداً صحٌحة لٌست جمٌعها أصفارا ,فإن ه ٌتحقق :  a1,a2,…..,amإذا كانت 

 لٌس كلاهما صفرا. am ,am-1حٌث  

دة للمساواة الواردة فً نص  المبرهنة , ندرك أن  المطلوب هو إثبات ما ٌلً : البرهان  ٌ  : بقراءة ج

ة القواسم المشتركة الموجبة وعٌساوي العنصر الأكبر فً مجم a1,a2,…..,amالعنصر الأكبر فً مجموعة القواسم المشتركة الموجبة للأعداد 

:   a1,a2,…..,am-2,(am-1,am)عدادللأ  ,وبما أن  مجموعتً القواسم المشتركة الموجبة منتهٌتٌن فإن ه ٌكفً البرهان على أن 

)مجموعة     D(a1,a2,…..,am-2,(am-1,am))مساوٌة للمجموعة (a1,a2,…..,am)مجموعة القواسم المشتركة الموجبة للأعداد   D(a1,a2,…..,am ) المجموعة 

 (.a1,a2,…..,am-2,(am-1,am)القواسم المشتركة الموجبة للأعداد 

  :  D(a1) D(a2)  ……. D(am-2)  D((am-1,am))=D(a1,a2,…..,am-2,(am-1,am))  وهذا صحٌح لأن 

 وبة وهً:فإن ه ٌنتج المساواة المطل  سابقةحسب نتٌجة لمبرهنة  D((am-1,am))=D(am-1)   D(am)وبما أن  

  D(a1) D(a2)  ……. D(am-2)  D(am-1)  D(am) = D(a1,a2,…..,am) =D(a1,a2,…..,am-2,(am-1,am)) 

 ,حسب المبرهنة السابقة لدٌنا: (260,112,72)لنوجد  :(1) مثال

              (            )      

 (         ̅̅ ̅̅ ̅̅    )  (           )  (          ̅̅̅̅  )  (           )  (       ̅̅̅̅     )  (         ̅̅̅̅  )

             ̅̅ ̅̅ ̅            
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 فنجد :, خوارزمٌة إقلٌدس  ٌنستخدمم (112,72)حساب ب أولً  , نقومبطرٌقة أخرى  وأ

      
خ,ق
⇒                                                

      
خ,ق
⇒                                                 

         
خ,ق
⇒                                                     

      
خ,ق
⇒               

 
           

 

 

: أنجد أن  المسؤلة تتحول إلى حساب القاسم المشترك الأكبر لعددٌن ,أي   (1)بالتعوٌض فً   (260,8)=(260,112,72)ن 

ة أخرى فنجد:زمرخواباستخدام  (260,8)لنحسب                                                     ٌة إقلٌدس مر 
خ,ق
⇒                                  

         
خ,ق
⇒                   

 
                        

 4=(260,112,72)وبالنتٌجة نحصل على أن  

ً للعددٌن (a,b):إن  تعمٌم المبرهنة )العدد  ملاحظة ً لهذه الأعداد باستخدام  a,bهو تركٌب خط  (كلاسٌكً وٌتم بالإستقراء ,وٌتم  الحصول على تركٌب خط 

 ax0+by0+cz0=(a,b,c)بحٌث  x0,y0,z0فً المثال السابق ٌمكننا إٌجاد الأعداد الصحٌحة ,  الفكرة نفسها من أجل عددٌن)ولكن على أكثر من مرحلة (

نطلاقاً من المساواة قبل الأخٌرة الحاوٌة على الباقً الممث ل للقاسم المشترك الأكبر ,الذي حصلنا علٌه ,وفً مثالنا ا ٌ ة إقلٌدس ,ة لخوارزمكسامعبخطوات 

 نطلاقاً من المساواة )*(, فنجد:ا

4=260 – 32(8)=260 – 32(40 – 32)=260 – 32(40)+(32)(32)=260 – (32(40)+32(72 - 40)                                                          

=260 – 64(40)+32(72)=260 – 64(112 – 72)+32(72)=260 – 64(112)+96(72)                                                                           

 . x0 = 1   ,   y0 =  -64  ,   z0  =  96    ومنه نجد أن  

كثر من عددٌن هو الواحد ,ولكن فً هذه الحالة لٌس من على أن  القاسم المشترك الأكبر لأٌعً أن نحصل فً بعض الأمثلة : من الطبومثال ملاحظة

اً .  ٌ ٌ ٌن نسب روري  أن ٌكون كل  عددٌن منهما أول  الض 

  1=(35,3)=((21,15),35)=(35,21,15)مثال ذلك لدٌنا :  

 :  تً:وهذا ٌدعونا لتقدٌم التعرٌف الآ    ,3=(21,15)   , 5=(35,15)  ,   7=(35,21)ونلاحظ أن 

ٌ ة  تعرٌف اً )أعداد أول  ٌ اً( تبادل  ٌ اً مثنى مثنى , )أو تشارك  ٌ ٌ ة نسب  ( أعداد أول

اً(إ التً لٌست جمٌعها أصفاراً ,,  a1,a2,…..,amنقول عن الأعداد الصحٌحة   ٌ ا )أو تبادل  ٌ ٌ ة تشارك  1=(a1,a2,…..,am)إذا كان (mutually prime)ن ها أول

ا مثنى مثنىونقول إن ها   ٌ ٌ ة نسب ل  . 1     1 ≤  I ≠ j ≤ m = ( ai  ,  aj)   إذا كان (relatively prime in pairs)أو 

اً مثنى مثنى تكون  -  ٌ ٌ ة نسب اً بالطبع الأعداد الأول  ٌ ٌ ة تشارك ل  مثال السابق لهذا التعرٌف.لوالعكس لٌس صحٌح كما وجدنا فً ا أو 

اً مثنى مثنى لأن   25,21,4لأعداد :ا مثال  ٌ ٌ ة نسب ل  :          1=(21,4) ,  1=(25,4) , 1=(25,21)أو 

ف على المفاهٌم والرموز الموافقة ملاحظة  : لتلك المتعلقة بمجموعات القواسم الموجبة: فً الفقرة الآتٌة نتعر 

  
[                                            

[                                           
 وهً:  

 (least common muptiple = l.c.mالمضاعف المشترك الأصغر)

 b=acبحٌث c ٌعنً وجود عدد صحٌح bالعدد الصحٌح  ٌقسم  a≠0عدد ٌرتبط بشكل وثٌق بمفهوم القسمة , فعندما قلنا إن  العدد الصحٌح  إن  مفهوم مضاعف

 b,ومن الٌمٌن إلى الٌسار ,bٌقسم aقرأناه من الٌسار إلى الٌمٌن  a|bوبالتالً الرمز نفسه  ,   aهو مضاعفا للعدد  bفإن  هذه المساواة تعنً أٌضا أن  العدد 

,وبالتالً نستطٌع تعرٌف مجموعة مضاعفات aعددلل  bجدٌداً  نحصل على مضاعفاً , قٌمة جدٌدة  c,نلاحظ أن ه فً كل  مرة ٌؤخذ العدد الصحٌح   aمضاعفاً لـ

 أن: أي   والتً نرمز لها بالرمز  {      }  ن هبؤ aالعدد الصحٌح 

   {  |    }  {                     }  {               } 

غٌر ك تكون مجموعة المضاعفات لعدد مجموعة لف من عنصر واحد هو الصفر,وفٌما عدا ذلمضاعفاته تتؤ فإن  مجموعة a=0من الواضح أن ه عندما 

 . ٌختلف عن الصفرن  هذا العدد أ,لذلك فً دراستنا لمضاعفات عدد نفترض منتهٌة

الموجبة ,بالإضافة إلى ووهً مجموعة الأعداد الزوجٌة السالبة  {              }   هً :2فإن  مجموعة مضاعفات العدد a=2  عندما

من الطبٌعً أن  نهتم  بالمضاعفات الموجبة لعدد صحٌح مختلف عن الصفر ,وذلك لن ه من الواضح أن  كل  . لأي عدد صحٌح الصفر,الذي ٌعتبر مضاعفا 

 . لذلك العدد x-ٌقابله مضاعف سالب هو a ≠ 0لعدد صحٌح  xمضاعف موجب 

    +  |M(a)=,a,2a,3a,……- = a  + =|a  , فإذا كان موجبا فإن   a≠0لمجموعة المضاعفات الموجبة للعدد الصحٌح  M(a).سوف نرمز بـ 

 .M(-3)=|-3|  + =3  + =M(3), مثلا : +  |M(a)=|aأي أن ه بشكل عام  .  +  |M(a)={-a,2(-a),3(-a),……- = (-a)   + =|aسالبا فإن  :  aوإذا كان 

فر  M(a),M(b)إذا كانت  - ن  مجموعة تقاطعهما تمث ل مجموعة المضاعفات المشتركة ,فإ a , bمجموعتً المضاعفات الموجبة للعددٌن المختلفٌن عن الص 
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 .   M(a,b)=M(a) M(b),أي أن  :M(a,b)الموجبة لهما ,والتً نرمز لها بـ 

 وذلك حسب مبدأ الترتٌب الحسن , أصغر , فإن ها تملك عنصراً  )لماذا؟( وغٌر خالٌة بما أن  هذه المجموعة جزبٌة من مجموعة الأعداد الصحٌحة الموجبة,

ٌ ٌن لصغر عنصر الأصغر بالمضاعف المشترك الأنسم ً هذا ال أو  lcm(a , b)ونرمز له بالرمز  a , b (least common multiple)لعددٌن غٌر الصفر

 ,[a , b]  ختصاراً ا

:  a = 4 , b = 6فمثلا إذا كان        -…,M(4)=,4,8,12,16,20,24,….-    M(6)=,6,12,18,24,30,….-       M(4,6)=M(4) M(6)=,12,24فإن 

lcm(4,6)=[4,6]=12     . 

 كثر كما ٌؤتً:أمن الطبٌعً تعمٌم مفهوم المضاعفات المشترك الأصغر لعددٌن على ثلاثة أعداد أو 

, تٌب مجموعة المضاعفات الموجبة لها على التر M(a1),M(a2)…….M(an)وكانت  أعدادا صحٌحة كلا  منها مختلف عن الصفر , a1,a2,…..anإذا كانت 

للأعداد  المضاعفات المشتركة الموجبةتمث ل مجموعة  (M(a1,a2,…….,an))والتً نرمز لها                      فإن  مجموعة التقاطع 

a1,a2,……anللأعداد  المضاعف المشترك الأصغرٌسم ى  فً هذه المجموعة )الموجود حسب مبدأ الترتٌب الحسن( العنصر الأصغر, وa1,a2,……an  ونرمز

: a1 = 4 , a2 = 6 , a3 = 9, فمثلا إذا كانت   [a1,a2,…….an]  ختصاراً اأو  lcm(a1,a2,…..an)له بالرمز   فإن 

M(4)=,4,8,12,16,20,24,28,32,36,…..- 

M(6)=,6,,12,18,24,30,36,………….…..- 

M(9)=(9,18,27,36,45,54,63,…….,…..- 

 -…,M(4,6,9)=M(4) M(6) M(9)=,36,72هً ثلاثة لابة لهذه الأعداد وتكون مجموعة المضاعفات المشتركة الموج

 . 36 = [4,6,9]  أي أن   4,6,9هو المضاعف المشترك الأصغر للأعداد  36والعنصر الأصغر فٌها 

م نستطٌع تقدٌم مفهومبال ٌ نا وجوده ,كما ٌلً:أو المضاعف المشترك الأصغر لعددٌن أ عتماد على ما تقد   كثر الذي ب

 (  lcm(a , b)صغر لعددٌن)المضاعف المشترك الأ :رٌفتع

نا نقول عن العدد الصحٌح الموجب  a , bإذا كان   a , bلعددٌن لن ه المضاعف المشترك الأصغر إ mعددٌن صحٌحٌن كل  منهما مختلف عن الصفر ,فإن 

 تحقق الشرطان: وفقط إذا ()إذا  , [a , b]ختصارا  أو ا  lcm(a , b)ونرمز له 

(1)   m  مضاعفاً مشتركاً لـa , b    أي أن  a |m  ˄ b |m  . 

 .  m ≤  cفإن  ,  a , b)مضاعفاً مشتركاً موجباً آخر للعددٌن   c)أي إذا كان  a |c  ˄  b |c بحٌث   عدداً صحٌحا موجباً cإذا كان (2)

 ((a,b)و[a,b]ٌن )وكتطبٌق على هذا التعرٌف سوف نبرهن لحقا على مبرهنة نسمٌها مبرهنة الربط ب

 : )المضاعف المشترك الأصغر لأكثر من عددٌن ( تعرٌف

نا نقول عن العدد الصحٌح الموجب  أعداداً   a1,a2,…,an  إذا كانت للأعداد   المضاعف المشترك الأصغرن ه إ mصحٌحة , كل  منها مختلف عن الصفر , فإن 

a1,a2,……,an  , ونرمز له بالرمزlcm(a1,a2,……,an)    ختصارا ً اأو[a1,a2,……,an]    تحقق الشرطان: وفقط إذا()إذا 

ai | m     (1)         لكلI =1,2,….n . 

 .m ≤ c  فإن     I = 1,2,….,n  لكل    ai |cعددا صحٌحا موجبا آخر بحٌث   cإذا كان  (2)

ة جدا تربط  بٌنه وبٌن القاسم المشترك الأكبر لنفس وحساب ذلك المضاعف ٌعتمد على خاص   إن  دراسة خواص  المضاعف المشترك الأصغر لعددٌن , ة هام 

ة ٌمكن ملاحظته  مباشرة من الجدول الآتً , العددٌن  : ومضمون هذه الخاص 

 

 

 

(a,b)[a,b] [a,b]-(a,b) (a,b)+[a,b] [a,b] (a,b) b a 

6 5 7 6 1 1 6 

12 4 8 6 2 2 6 

18 3 9 6 3 3 6 

24 10 14 12 2 4 6 

30 29 31 30 1 5 6 

36 0 12 6 6 6 6 

42 41 43 42 1 7 6 
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ابق ن    a . b=[a , b](a , b)     : حٌث نلاحظ تحقق المساواة [a , b](a , b) ء فً العمود الأخٌر الممث ل للجدا,فقط  , نتظام الأعداداحظ لامن الجدول الس 

 تٌة:؟ الجواب فً المبرهنة الآ( , فهل ٌمكن تعمٌم هذه الملاحظة لتصبح مبرهنة  b>0و  a>0)عند الشرط 

 ( [a . b] و (a , b): ) الربط بٌن مبرهنة

     ]أي أن    a . b = [a , b](a , b)عددٌن صحٌحٌن موجبٌن فإن ه ٌتحقق  a , bإذا كان 
   

      
 

     ]  : إن  المساواة المطلوب  إثباتها هًالبرهان
   

      
 = mبح المطلوب  إثبات أن  العدد الصحٌح الموجب  وبالتالً ٌص,  

   

      
 

ل نلاحظ,   a , bهو المضاعف المشترك الأصغر للعددٌن     بالشكلٌن  mمن كتابة العدد  أو 
 

     
 =m=   

 

     
, لأن  كلا   a , bأن ه مضاعف مشترك لـ  

من 
 

     
و  

 

     
أو أن   m ≤ cفإن ه ٌجب البرهان على أن   a|cو  b|cعددا صحٌحا موجبا بحٌث   cإذا كان :  وثانٌا صحٌح . عدد 

 

 
عدداً صحٌحاً ,بما  

   , فإن a X + b y = (a , b)  أي أن   a , b   ٌكتب بشكل تركٌب خطً لـ (a,b)أن  
 

 
 x + 

 

 
 y   =

  

 
+ 

  

 
 

 

 
 

      

   
 

        

   
  

وبما أن  كلا  من 
 

 
و  

 

 
عدد صحٌح فإن    

 

 
x + 

 

  
y    ٌكون عدداً صحٌحاً أي أنm|c    ومنه نجد أنm ≤  c  لأن  كلا  من(mوc)عدد صحٌح موجب. 

ابقة نتٌجة  .                   ]ٌنتج مباشرة أن:  :من المبرهنة الس 

 كتطبٌق على المبرهنة السابقة نؤخذ المثال :

لً  [72,112]:لإٌجاد مثال : 8=(72,112),وقد وجدنا أن ه مساوٍ للعدد (72,112)من الطبٌعً أن نوجد أو   ,ومن علاقة الربط نجد أن 

[72,112]=
      

 
=9 112=1008 

 30=[6,10,15]ونوض ح ذلك بالمثال الآتً :.  a .b .c ≠ (a , b ,c) [a, b , c]  دٌن أي أن  ثر من عدعلى أكلٌمكن تعمٌم المبرهنة السابقة  ملاحظة ومثال :

 900=15 10 6 ≠ 30=[6,10,15](6,10,15)ونلاحظ أن   1=(6,10,15), 

 فإن   a |bكان  , نعلم أنه إذا مثلاً ف .ن على خواص  تتعل ق بالمضاعف المشترك الأصغر مشابهة لخواص  القاسم المشترك الأكبرابرهعلى الطالب ال ٌتوجب

(a, b) =|a|  ,ماذا عنف  [a , b]   ؟ كذلك نعلم أن(1,a) = 1  ماذا عن[1,a] وهكذا بقٌة الخواص . ؟    

).لدٌنا  c=mأي أن    m|cٌكفً البرهان على أن   m≤cللبرهان على أن  
 

     
 

 

     
)  حٌث:ب  x0 ,y0وبالتالً ٌوجد    

  
  

     
   

 

     
   

  
   

   

     
   

   

     
  

  | 
 
         | 

 
     

⇒                   

   

     
     

   

     
                        

 
  | 

 
     

 

البة( )تعمٌم للمبرهنة :تمهٌدٌة حٌحة الس   السابقة على الأعداد الص 

فر فإنَّ  aإذا كان (1)  |a|=[a,1]عدداً صحٌحاً مختلفاً عن الص 

فر (2)  [|a|,|b|] = [a, b]ٌتحق ق : a, bمن أجل كل  عددٌن صحٌحٌن مختلفٌن عن الص 

فر فإن ه ٌتحق ق:  a ,bإذا كان  (3)  = [a , b]  أي  أن   |a .b| = [a , b](a , b)عددٌن صحٌحٌن مختلفٌن عن الص 
|   |

     
 

 :البرهان

 |a|=[a,1]من تعرٌف المضاعف المشترك الأصغر ٌت ضح مباشرة أن  (1) 

 m=[|a|,|b|]ثم  نبرهن على أن   m=[a,b]نفرض أن   [|a|,|b|]=[a,b]للبرهان على المساواة  (2)

لً:  , وذلك بالستفادة من خواص القسمة . m│| |و  m│| |وبالتالً ٌنتج أن    b|m و a|mفإن   m=[a,b]  بما أن   أو 

 a|cفإن  c│| |و لدٌنا  | |│a.بما أن   .  m ≤ cولنبرهن على أن   c│| |و  c│| |ٌحقق  عدداً صحٌحاً موجباً   cلٌكن  ثانٌاً:

     , ومنهما ٌنتج  b|c فإن  c│| |و لدٌنا  | |│bكذلك 
 
⇐[      . 

ً  من  { }      بما أن (3) بط علٌهما ,  +  من  |a| , |b|فإنَّ كلا   = [ |a| , |b| ]   نجد أن  , وبتطبٌق مبرهنة الرَّ
| | | |

 | | | | 
 ولكن لدٌنا 

(|a|,|b|)=(a,b), [|a|,|b|]=[a,b]       ,وبالتالً ٌنتج   [     
|   |

     
 . 

 :مبرهنة

فر , عند a,bن لٌك   ٌتحق ق :بذ عددٌن صحٌحٌن مختلفٌن عن الص 

حٌح   m ⇔ [a|m ˄b|m]|[a,b]وبشكل رمزي.[a,b] مضاعفاً للعدد m,إذا وفقط إذا كان  a,bٌكون مضاعفاً مشتركا ً للعددٌن  mالعدد الص 
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 :البرهان
    طرٌقة
بط ( بما أن        ⇐ ة [a,b])حسب تعرٌف  m≥[a,b]فإنَّ  a,bلمضاعفاً مشتركاً  m)دون استخدام علاقة الر   ٌ ( وبتطبٌق خوارزم

)عندبذٍ نحصل r=0,لنبرهن على أن   m=q[a,b]+r; 0 ≤r<[a,b]بحٌث q,rفإن ه ٌوجد عددان صحٌحان وحٌدان  ,m,[a,b]القسمة على العددٌن 

 وٌحق ق : r<[a,b]>0,عندبذٍ  r≠0على المطلوب( لذلك نفرض أنَّ 

 

r=m-q[a,b] {
                  

                  
}

 
  |   | 

 
 (a|[a,b] , b|[a,b])ومن كون   

 

 
    

 
    [    

 
 ( a,bالمضاعف المشترك الأصغر لـ  [a,b]تناقض مع كون )                                    |    ] 

 
    طرٌقة
,لذلك ٌكفً البرهان على أن   m|[a,b]هن على أن  ولنبر b|mو  a|mلٌكن      ⇐

 

[    
فإن ه ٌمكن اعتبار  [|a|,|b|]=[a,b]وبما أن    

ً من     موجباً ولدٌنا: bو aكلا 
 

[    
 

      

[         
 

        

   
 

 

 
  

 

 
ً من لأ)      ن  كلا 

 

 
و  

 

 
عدد صحٌح من الفرض , وكذلك  

ً من  ( , إذاً عدد صحٌح  x , y كلا 
 

[    
الً نجد أن   عدد صحٌح ,    .m|[a,b]وبالت 

 
 
ة  m|[a,b]وبما أن ه بالفرض  ذلك من تعرٌف المضاعف المشترك الأصغر لعددٌن ,و,  a|[a,b] و b|[a,b]بما أن     فإن ه ٌنتج من خاص 

 ,وهو المطلوب. b|mو  a|mالت عدي لعلاقة القسمة أنَّ : 

 :جةنتٌ

ٌ دة للتكافإ الوارد فً المبرهنة الأخٌرة , وباستخدام رمز مجموعة المضاعفات الموجبة لعدد , ورمز مجموعة المضاعفات المشترك ة بقراءة ج

     ]    كثر نستطٌع كتابة :ألعددٌن أو 
 
⇔  وحسب مفهوم تساوي مجموعتٌن ٌنتج أن  :          

M([a,b])=M(a,b)  :  أي أنM([a,b])=M(a) M(b)   ,:اً سوف تستخدم فً برهان المبرهنة الآتٌة ة جد   وهذه النتٌجة الهام 

 

 (  [a1,a2,…..,am])حساب : مبرهنة

فر ,فإن ه ٌتحقق :أعداداً صحٌحة ,كلاً م a1,a2,…..,amإذا كانت   [a1,a2,…..,am-2,[am-1,am] ]=[a1,a2,…..,am ]نها ٌختلف عن الص 

التً طرفها الأٌسر هو العنصر الأصغر فً مجموعة المضاعفات  a1,a2,…..,am-2,[am-1,am] ]=[a1,a2,…..,am ] [:لبرهان المساواة  :البرهان

 , وطرفها الأٌمن هو العنصر الأصغر فً مجموعة المضاعفات المشتركة الموجبة للأعدادa1,a2,…..,amالمشتركة الموجبة للأعداد 

a1,a2,…..,am-2,[am-1,am]  . على المساواة بٌن مجموعتً المضاعفات المشتركة السابقتٌن , أي البرهان على المساواة :ٌكفً البرهان 

M(a1,a2,…..,am)=M(a1,a2,…..,am-2,[am-1,am])                                                                 

 M(a1) M(a2) …………  M(am-2)  M([am-1,am]) =M(a1,a2,…..,am-2,[am-1,am]) لدٌنا :                           

 :                                                                                                                                                                             وحسب النتٌجة الأخٌرة نجد أن 

= M(a1) M(a2) …………  M(am-2)  M(am-1) M(am) = M(a1,a2,……,am)                 

ابقة لنؤخذ بعض الأمثلة:  كتطبٌق على المبرهنة الس 

 [260,112,72]احسب  :(1)مثال

ابقة , نستطٌع كتابة   , 1008=[112,72], وقد وجدنا فً مثالٍ سابق أنَّ  [[112,72],260]=[260,112,72]بالستفادة من المبرهنة الس 

ابقة نحصل على :  , , ولحساب المضاعف المشترك الأصغر لعددٌن  (1) ..……+260,1008*=+ 260,112,72]بالتعوٌض فً المساواة الس 

 كماٌلً :    (260,1008)القاسم المشترك الأكبر لهما , لذلك نحسب  أوّلا نحسب بشكل عام , 

                                                                                                          
 خ ق
→                     

            
 خ ق
→                                

             
 خ ق
→                   

              
 خ ق
→                     

}
 
                             

بط بٌنهما , فنحصل على :نستخدم علاقة ا وثانٌاا            ]لر 
        

 
               

 .   65520 = [260,112,72]نحصل على : (1)بالتعوٌض فً العلاقة 
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,(a,b)[a,b]

 

 . nصحٌح لكل  عدد  (n2-n)|2أثبت أن   (1)

 .nلكل  عدد صحٌح  n(n+1)(n+2)|3أثبت أنَّ  (2)

 . nلكل  عدد صحٌح  n3-n|6أثبت أن   (3)

 . n ≥ 1لكل   7ٌقبل القسمة على  23n-1أثبت أن   (4)

 . n ≥ 1لكل   32n+7ٌقسم  8أثبت أن   (5)

 . n ≥ 1لكل   6هً  16nأثبت أنَّ مرتبة الآحاد للعدد  (6)

 .n ≥ 1 لكل   64ٌقبل القسمة على  72n+16n-1أثبت أن   (7)

بط مضاعفات العدد  {     |      }  عددٌن لٌس كلاهما صفراً فإن  المجموعة  a,bبرهن على أن ه إذا كان  (8)   d=(a,b)هً بالض 

 . m>0وحٌث  m(a,b)=(ma,mb)برهن على أن   (9)

ٌ اً وكان  a,bإذا كان  (10) ٌن نسب  ٌ ل  . 1=(c,b)=(c,a)فبرهن على انَّ  (a+b)موعهما عدداً ٌقسم مج cعددٌن أو 

 1 ˄ c|(a+b)=(a,b)  ] التمرٌن بشكل رمزي , برهن القتضاء :[
 
  (c,a)=(c,b)=1  . 

(11)(a)   إذا كان(a,c)=(b,c)=1  َّفؤثبت أن ,(a.b,c)=1 

(b)   إذا كانتa1,a2,…..,am  َّاً مثنى مثنى فبرهن على أن ٌ ٌ ة نسب ل  a1,a2,…..,am .           :  =[a1,a2,…..,am] أعداداً أو 

: a,b,nإذا كانت  (12)  1=(a,b)(  1أعداداً صحٌحة موجبة فاثبت أن 
 
  (an,bn)=1           2) an | bn    a | b    

   =aحٌث: موجبٌنعددٌن صحٌحٌن  a,bلٌكن تمرٌن محلول(:  )(13)
  

.  
        

          
  

.  
        

  
. 

وإذا كان 

                                   

      {     }             

      {     }             
} 

  فاثبت ماٌلً :

1)          
 
⇔ لً لـ   ) i=1,2,…,nلكل   |     ر ظهوره فً bٌقسم ٌجب أن  aكل  قاسم أو  ات نفسها  b,وٌتكر  على الأقل  عدد المر 

 (.aفً 

2)   (a,b) =   
  

.  
        

   . 

3)  [a,b] =   
  

.  
        

   . 

لً فً تحلٌل      b = a.c   ;  cفإن   a|bإذا كان  [1]:  الحلّ  وعلى الأقل  عدد  bن ٌظهر فً تحلٌل ٌجب أ aوبالتالً كل  ظهور لعدد أو 

ات نفسها )هنا نستخدم حقٌقة أن  التحلٌل وحٌد ماعدا الت رتٌب ( وبالت الً فإنَّ   .       لكل          المر 

    *العكس: 
     

        
   (  

        
           

     )(  
     

        
   )           

 
  | + 

  فإنَّ  i≤n≥1لكل        أصغر العددٌن      بما أن   [2]
  

.  
        

 . [1]  حسب a , bلكل  من  قاسماً    

   = dٌكتب بالش كل  d العدد  [1]حسب  فإن ه a , bهو أي قاسم مشترك للعددٌن  dلنفرض الآن أن  
     

        
           وحٌث    

 وبالتالً       لكل                       

  |d  ومنه    I ≤ n ≥ 1لكل          
  

.  
        

    ومنه ٌنتج أن      
  

.  
        

كبر للعددٌن هو القاسم المشترك الأ    

a , b   أي  أن ,(a , b) =   
  

.  
        

 . {     }      وحٌث     

وبالت الً العدد        لكل            ˄        فإن        لكل         أكبر العددٌن    بما أن   [3]

  
  

.  
        

 . [1]حسب  a , bمضاعفاً لكل  من ,    

     (a|M ,b|M)أي أن  a,b هو أي مضاعف مشترك للعددٌن Mنفرض الآن أن  
 حسب  ]
   = Mٌكتب بالش كل      ⇐

  
.  
      

   

                       ˄         وحٌث                                                                                                        
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             لكل         فإن   {     }      وبما أن  
        

  |M 

     وبالتالً ٌنتج أن  
  

.  
        

 , أي أن   a , bهو المضاعف المشترك الأصغر للعددٌن      

 

[a,b]=  
  

.  
        

  ;      =Max {     } ;   a=   
  

.  
      

           و      
  

.  
      

  
.  

 مثال:

(75,900)=(                                                                     

(900,440)=(                                                         

[900,440]=[                                     
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 الث الث الفصل

لٌة الأعداد   الحساب فً الأساسٌة المبرهنة  - الأو 

Prime Numbers And The Fundamental Theorem Of Arithmetic 

 

لً عدد) تعرٌف  ( composite number  مإل ف عدد,  أو 

حٌح العدد عن نقول لأ عدد إن ه P الص   . فقط نفسه والعدد واحد العدد هً له الموجبة القواسم وكانت,  P>1 كان إذا (Prime Number)ً   و 

حٌح العدد كان إذا - ً  لٌس n>1 الص  لٌا نا أو  ٌ ه فإن  ً مإل ف عدداً  نسم    (composite number)ا

 : مباشرة ٌنتج الت عرٌف من :ونتابج ملاحظات

اً  لٌس 1 العدد 1)  ٌ ل  .مإل فاً  ول أو 

 ( .a ≤ b < n > 1 حٌث أو). a <n , 1< b <n >1 وحٌث n = a . b بالش كل ٌكتب ⇔  مإل فاً  ٌكون n العدد 2)

لٌة الأعداد دراسة فً 3) ح لم إذا فقط الموجبة القواسم عن ل مكنت الأو   . ذلك بغٌر ٌصر 

ٌ ة المبرهنة شطر) مبرهنة  (الحساب فً الأساس

ا,  n>1 صحٌح عدد كل   اً  ٌكون أن إم   ٌ ل ٌ ة الأعداد من منته عدد ضرب حاصل وأ,  أو  ل  ,  الأو 

ٌ ة الأعداد من منته عدد ضرب لكحاص ٌكتب n>1 صحٌح عدد كل   ) مكافبة بعبارة أو ل  ( الأو 

ٌغة على كتطبٌق ذلك على برهن ا لقد:  البرهان ٌاضً للاستقراء الثانٌة الص   .الر 

ٌ ة المبرهنة من) نتابج  ( الحساب فً الأساس

لً قاسم له ٌكون n>1 صحٌح عدد كل   (1)  .أو 

لً قاسم له ٌكون n>1 مإل ف عدد كل   (2) ٌ ة ارةعبب    √ أو   : رمز

    مإل ف)
   
لً    ⇒  ( |    √   عدد أو 

ً  لٌس صحٌحاً  عدداً  n>1 كان إذا , أن ه نجد (2)للبند المنطقً وبالن فً (3) لً عدد ي  لأ مضاعفا ٌ ةأو   قواسم ٌملك ل وأ)  √   أو   ٌكون n فإن   ( √   ل

ٌ ا ل حٌح العدد كان إذا :مكافبة وبعبارة. أو  لً عدد أي على القسمة ٌقبل ل n>1 الص  اً  ٌكون n العدد فإن    √   أو   ٌ ل  .أو 

حٌح العدد كان إذا (1):البرهان اً  n>1 الص   ٌ ل ا. المطلوب وٌتحق ق نفسه ٌقسم فإن ه أو  حٌح العدد كان إذا أم  ً  سلٌ n>1 الص  ا  ٌ ل  عدد ضرب حاصل ٌكون فإن ه او 

ٌ ة الأعداد من منته ً  قاسماً  ٌكون منها كل   والتً الأول ا  ٌ ل  . n>1 للعدد أو 

حٌح العدد كان إذا(2)  العدد أن   وبما,  √ ≥ a ومنه  a . b = n ≥    ٌنتج ذلك ومن  a ≤ b < n >1وحٌث n = a .b بالش كل ٌكتب فإن ه مإل فاً  n>1 الص 

لً قاسم ٌوجد فإن ه a>1 حٌحالص   ة حسب فإن ه a|n أن   وبما,  P ≤ a  ,P|a كتابة نستطٌع وبالت الً( (1)حسب) P ولٌكن أو   P|nأن   ٌنتج للقسمة الت عدي خاص 

لً √≥P فإن     √ ≥ P ≤ a , a كون ومن  .أو ٌساوٌه  √وأصغر من  nٌقسم  P. وإذاً ٌوجد عدد أو 

حٌح العدد أن   جدلً  نفرضوٌمكن البرهان بؤن ,المنطقً بالن فً (2) من مباشرة ٌنتج (3) اً  لٌس n>1 الص   ٌ ل  n لعددل ٌكون (2) وحسب, مإل فاً  ٌكون تالًلوبا , أو 

لً قاسم لً عدد n أن   وٌتحق ق صحٌحاً  لٌس الجدلً الفرض إذاً ,p ≤  √ أو   .أو 

ل ٌقبل  n>1ً لمعرفة إذا كان عدد ما )صغٌر نسبٌاً ( أولٌاً أم ل . وذلك باختبار " إذ كان العدد فً صٌغة اختبار عمل (3)النتٌجة  تساعد اختبار أولٌة عدد:

 أولً وإل فلا ". nفإن  p ≤  √القسمة على أي عدد أولً 

ل   103ونلاحظ أن   2,3,5,7ً ه    √وبالتالً الأعداد الأولٌة الأصغر من        √   أولٌاً أم ل؟ نلاحظ أن   103: لمعرفة إذا العدد مثال

 أولً . 103ٌقبل القسمة عل أي منها , إذاً العدد 

 (.The Sieve Of Eratosthenes اتوستٌنسرإ مرشحة) :1قاعدة

ٌ ة الأعداد لإٌجاد طرٌقة إلى ترشدأٌضاً  الثالثة النتٌجة إن   ل ٌ ة الأعداد جمٌع إٌجاد ردناأ فإذا, الواقعة الواقعة فً مجال محدد من الأعداد الصحٌحة  الأو  ل  الأو 

نا 100 من أصغر التً لً 2 العدد ن  نلاحظ أ.  100 إلى 2 من الأعداد جمٌع نكتب فإن   والتً, القابمة من مضاعفاته جمٌع نشطب ثم حوله دابرة نضع لذلك أو 

لً وهو 3 العدد هو شطبه ٌتم   لم الذي القابمة فً الت الً العدد إن  ,  مإل فة جمٌعها لأن ها, الزوجٌة الأعداد هً  جمٌع نشطب ثم,  حوله دابرة نضع لذلك , أو 

ٌ ة هذه من خطوة كل   نهاٌة عند أن ه لاحظن.  مإل فة جمٌعها لأن  , القابمة من مضاعفاته  ٌشطب لم أو , دابرة حوله توضع لم القابمة من عدد أصغر ٌكون العمل

لً عدد هو, اً أ عدداً  ٌكن لم إذا لأن ه, أو   ٌ ل لً قاسم له إن  ف و  لً لعدد مضاعف أن ه أي, منه أصغر أو   خطوة فً المضاعفات كل   شطب تم   وقد , منه أصغر أو 

ٌ ة الأعداد مضاعفات شطب ٌكفً أن ه نلاحظ (3) النتٌجة باستخدام . سابقة ل رٌقة متابعة عند . P=2,3,5,7 المدروسة الحالة وفً,  P ≤    √ = 10 الأو   الط 

ابقة ٌ ة الأعداد على نحصل الس  ل  : وهً 100 من أصغر التً الأو 

 . 25والتً عددها                                       2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97

ٌ ن إراتوستٌنس مرشحة باستخدام :وملاحظة تمرٌن ٌ ة أعداد عشرة ٌوجد أن ه ب ل  وهاب وللتؤكد الج) .أوجدها , 100,150 نالعددٌ بٌن أو 

(101,103,107,109,113,127,131,137,139,139 : . 
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ٌ ةأ أعداد ثمانٌة ٌوجد وأن ه - ل        .                                                             1009,1013,1019,1021,1031,1033,1039,1049).أوجدها. )وهً:  1000,1050 العددٌن بٌن و 

ٌ ة أعداد أربعة ٌوجد وأن ه - ل  . (10007,10009,10037,10039 :وهً) 10050,10000 العددٌن بٌن فقط أو 

ٌ ة الأعداد أن   ظاهرة من خاطا استنتاج لل ذهن ٌتبادر قد   ل  قد وبالت الً, العددٌن هذٌن كبر كل ما تتناقص( خمسون مثلاً ) ثابت بٌنهما قرفال عددٌن بٌن الأو 

ل ر إلى نتوص  ٌ ة الأعداد مجموعة بؤن   خاطا تصو  ٌ ة الأعداد من منته غٌر عدد وجود على البراهٌن كثرت وقد منتهٌة الأول ل م, الأو   المبرهنة فً منها واحداً  نقد 

 :الآتٌة

ٌ ة الأعداد:  مبرهن ل ٌ ةالأ الأعداد من منته غٌر عدد ٌوجد .)أومنتهٌة غٌر الأو  ل  .(و 

لً عدد ٌوجد n موجب صحٌح عدد كل   أجل من أن ه ثباتإ:البرهان فكرة)البرهان  (n من أكبر   أو 

لً قاسم ٌوجد, (1) النتٌجة حسب فإن ه,      العدد أن   بملاحظة,          نضع n≥1 صحٌح عدد كل   أجل من |    أن أي),      للعدد    أو 

 أن   وبما , ( n =n(n-1)…2العوامل أحدٌكون     لأن  ,)    |  ٌكون الحالة هذه فً ,      أن   دلً ج نفرض لذلك ,      أن   على لنبرهن. (   

ً  ٌقسم     وبالتالً.   n≥1 لكل        إذاً  ممكن غٌر وهذا  |   وبالتالً        |   أن   أي, لهما خط ً تركٌب أي ٌقسم فهو   n و    من كلا 

لً عدد ٌوجد n موجب صحٌح عدد كل   أجل من أن ه نجد لٌةالأ الأعداد عدد إذاً , منه أكبر    أو   .منته غٌر و 

,ٌوجد  nلكل  عدد صحٌح موجب                                                                     (. مإل ف متتالً صحٌح عدد n الأقل   على وجود: ) مبرهنة

حٌحة المإل فة المتتالٌة الموجبة . n على الأقل    من الأعداد الص 

حٌحة المتتالٌة: البرهان جمٌعها مإل فة وذلك لأن ه من أجل كل   nوالتً عددها ,                      2 , (n+1)+ (n+1):إن  الأعداد الص 

2≤k≤n+1   فإنk|(n+1)  ,العدد أن   وبما K فإن   نفسه ٌقسم   k | (n+1)  + k 2 ل  لك ≤ k ≤ n+1 ,   ن أن  جمٌع ٌ وهذا ٌب

 .( مإل فة                   2,(n+1)+ (n+1)الأعداد)

ٌ ة الفرق بٌنهما : إن  وجود أزواج من الأعداد الأ وتعرٌف ملاحظة ل لٌة أعداد تسم ى والتً, 2و   عدد وجود إلى بالإضافة , (3,5),  (101,103) مثل توأمٌة أو 

ٌ ةا الأعداد من منته غٌر ل نته وما,  لأو  حٌحة الأعداد من نرٌد عدد أي وجود من خٌرةالأ المبرهنة تضم  ٌ ن,  ذلك كل إن   , المإل فة المتتالٌة الموجبة الص   عدم ٌب

ع فً النتظام ٌ ة الأعداد توز  ل حٌحة الأعداد بٌن الأو  م , الموجبة الص   :تٌةالآ التمهٌدٌة الحساب فً ٌ ةسالأسا للمبرهنة سنقد 

لً العدد: )ٌدٌةتمه  ( الأقل   على منها واحداً  ٌقسم فإن ه أكثر أو عددٌن جداء قسم إذا الأو 

(a) كان إذا P اً  عددا  ٌ ل   : ه بشكل رمزيأن   أي. الأقل   على أحدهما ٌقسم فإن ه a,b العددٌن ضرب حاصل ٌقسم أو 

                              P | a . b  
لً   عدد أو 
⇒       P | a    ˅    p | b                                                 

(b)  إذا كانp  ًاً ٌقسم حاصل ضرب الأعددا ٌ ل  , وبشكل رمزي :ٌقسم أحد هذه الأعداد على الأقل   pفإن  ,             عداد أو 

 (p |         
لً   عدد أو 
⇒      p |            |                      |    

(c) كان إذا p  ًاً أ عددا  ٌ ل  .a ٌقسم p فإن  ( موجب صحٌح عدد n و صحٌح عدد a حٌث)    ٌقسم و 

لً عدد p أن   بما, p|b أن   على ولنبرهن p a أن   نفرض (a):  البرهان  . p|b ٌكون إقلٌدس تمهٌدٌة حسب فإن ه p|a.b ان   وبما,  1=(p,a) فإن   p a و أو 

(b) كان إذاأولً : بالستقراء ذلك رهننب n=2   ة فإن لً العدد قسم إذا أن ه نفرضثانٌاً  .(a) حسب صحٌحة الخاص   الأعداد من k ضرب حاصل p الأو 

حٌحة لً العدد قسم إذا أن ه على ولنبرهن,الأق ل على منها واحداً  ٌقسم فإن ه الص  حٌحة الأعداد من (k+1) ضرب حاصل p الأو   على منها واحداً  سمٌق فإن ه الص 

 .الأقل  

 P|               
 
  p|(             

   
⇒ p|(             p|    

ٌ ة الإستقراء  فرض
⇒         (p|  ˅ p|  ˅ …… ˅p|   ˅ p|     

   لىٌقبل القسمة ع أحد  الأعداد                   

 

ٌ ة المبرهنة) مبرهنة  (الحساب فً الأساس

ٌ ة الأعداد من منته عدد ضرب كحاصل(  الترتٌب باستثناء) وحٌد بشكل ٌكتب n>1 صحٌح عدد كل   ل  . الأو 

ا n>1 كل   مكافبة بعبارة أو اً  ٌكون نأ إم   ٌ ل ٌ ة ادالأعد من منته عدد ضرب كحاصل( الترتٌب باستثناء) وحٌد بشكل ٌكتب أن ه أو أو  ل  . الأو 

ا لقد البرهان ا n>1 صحٌح عدد كل   أن   على سابقاً  برهن  ً  ٌكون أن إم  ا  ٌ ل ٌ ة الأعداد من منته عدد ضرب كحاصل ٌكتب أن ه أو, أو  ل  على كتطبٌق وذلك , الأو 

ٌغة انٌة الص  ٌاضً ستقراءللا الث  ً  منستخد وسوف. وحٌد بشكل ٌكتب n أن   إثبات فقط علٌنا وبالت الً , الر  انً المبدأ أٌضا ٌاضً ستقراءللا الث   . n أن   على الر 

لً العدد أن   الواضح فمن, n=2 أجل من (1) ٌ ة ٌحق ق 2 الأو   .المبرهنة نص   فً وردت كما الكتابة وحدان

 منته عدد ضرب كحاصل( الت رتٌب باستثناء) وحٌد بشكل ٌكتب k+1 العدد أن   على ولنبرهن, المبرهنة نص   ٌحق ق k,…,2,3 الأعداد من كل   أن   نفرض (2)

ٌ ة الأعداد من ل  .الأو 

ٌ اأ K+1 العدد كان إذا ل ا,  المطلوب فٌتحق ق و  ً  عدداً  k+1 كان إذا أم  نا,  مإل فا ٌ ة الأعداد من منته عدد ضرب كحاصل ه ٌكتبأن   نفترض فإن  ل  أي, بطرٌقتٌن الأو 

لً عدد p1 و ,          |  أن   بما:  الت حلٌلٌن تساوي على نبرهن ثم  .                      = k+1: أن   ٌ ة حسب فإن ه,  أو  ابقة التمهٌد  الس 

بع,  i≤s≥1 وحٌث    ولٌكن            عدادالأ أحد ٌقسم    العدد,   أن   وبما,    |   ٌكون بحٌث           الأعداد ترتٌب إعادة ٌمكن وبالط 

لً العدد قواسم  ,       فإن        أن   بماو 1و    فقط هً    الأو 



18 
 

                           : كتابة ٌمكن فإن ه وبالتالً
   

  
                      

   

  
ٌ ة وبتطبٌق,         العدد على ستقراءال فرض

   

  
ابقتٌن الطرٌقتٌن فإن     لكتابة الس 

   

  
ٌ ةأ عوامل إلى k+1 العدد تحلٌل طرٌقتً فإن   وبالت الً,  s=t فإن   وعلٌه ( ,الت رتٌب باستثناء) متطابقتان  ل  متطابقتان و 

 . 

 : ملاحظات وتعرٌف

   n>1فإننا نستطٌع كتابة العدد       لكل  miهو  pi, وعدد تكرار            هً  n>1(إذا كانت العوامل الأولٌة المختلفة للعدد الصحٌح 1)

    بالشكل 
     

      
 إلى قوى عوامله الأولٌة المختلفة. n>1.ونسمً التحلٌل السابق الصورة القٌاسٌة لتحلٌل العدد    

لحساب ترجع إلى أن تحلٌل العدد الصحٌح ى إلى حاصل ضرب أعداد أولٌة هو تحلٌل وحٌد . وبالطبع توجد مجموعات (إن أهمٌة المبرهنة الأساسٌة فً ا2)

 كثٌرة من الأعداد التً ل تتحقق فٌها هذه الخاصة المهمة.والمثال الآتً ٌبٌن ذلك:

إذا لم نستطع كتابته كحاصل ضرب  Eالعدد الزوجً ٌكون أولٌاً فً  ترمز لمجموعة الأعداد الصحٌحة الزوجٌة , واتفقنا على القول بؤن  E: إذا كانت مثال

لٌة لٌست …,4,8,12بٌنما الأعداد  E, ٌكون عدداً أولٌاً فً  …,2,6,10,14. فإن كل من الأعداد   Eعددٌن من المجموعة  هل من.  E فً أو   أن  من  الت حق ق الس 

لٌٌن عددٌن ضرب حاصلك  ,                 :                مختلفتٌن بطرٌقتٌن ٌكتب 60 العدد   . E فً أو 

ٌ ة استخدام: )أمثلة  ٌ ة المبرهنة فً الوحدان  (.الحساب فً الأساس

  √ العدد أن   على للبرهان (1)
 
  √=a أن   جدلً  نفرض,  صحٌحاً  لٌس 

 
 واحد تحلٌل 10 للعدد لأن  ,  ممكن غٌر وهذا  5 2=10=   ومنه,  صحٌح عدد 

ٌ ةالأ هعوامل إلى طفق ل  .و 

اً  لٌس        العدد أن   على للبرهان (2)  ٌ  =        بالش كل ٌكتب وأن ه نسبً عدد ن هأ جدلً  نفرض,  نسب
 

 
 :ومنه  b≠ 0 و صحٌحان عددان a,b  وحٌث 

b       =a 
 
       

   
 
ٌ ة حسب,  صحٌحة غٌر الأخٌرة والكتابة               ٌ ة عوامل إلى صحٌح عدد تحلٌل وحدان ل  إذاً , أو 

اً  لٌس        والعدد صحٌحاً  لٌس الجدلً الفرض  ٌ  .نسب

 

ٌ ة المبرهنة على تطبٌقات -  : الحساب فً الأساس

 (لحقة مبرهنة فً تستخدم):مبرهنة1)

ٌ ٌنأ موجبٌن صحٌحٌن عددٌن a , b كان إذا ل ٌ   و  انأ d , e صحٌحان عددان ٌوجد فإن ه,     = a . b وكان اً نسب  ٌ ل اً  و   ٌ  وبشكل ,      = b =     ,a  بحٌث نسب

 : رمزي  

a> 0 , b > 0 , (a , b)=1  ˄   a . b =        d , e    ; a =     ˄  b =    

نا,  a=1 ولٌكن,  للواحد مساوٌاً  a , b العددٌن أحد كان إذا - : البرهان ً  أن   نفرض أن نستطٌع لذلك,  المطلوب وٌتم   e = c , d = 1 نؤخذ فإن   a , b من كلا 

ً  نكتب ثم, الواحد من أكبر ورة على منها كلا  ٌ ة الص   : القٌاس

          a=  
     

       
     ˄     b =    

         
           

    
 

ٌ ة أعداد                    ˄           :  وحٌث ل ٌ ة الأعداد هذه جمٌع فإن   1=(a , b) أن   وبما. أو   الآن لنفرض .مختلفة الأول

ورة ن  أ ٌ ة الص   : هcً  العدد لتحلٌل القٌاس

(c =   
     

      
ٌ ة                      ل     أعداد أو 

   = a . b:  نكتب فإن نا,     = a . b أن   بما
     

         
     =   

      
       

  بحٌث الأٌسر الط رف ترقٌم وإعادة ترتٌب بعد          

ٌ ة باستخدام ثم  ,                 ٌ ة المبرهنة فً لتحلٌلا وحدان  : أن   نجد الأساس

K =  r + s  ,          ,                     .ًًؤتٌ ما كتابة نستطٌع وبالتال : 

  a . b =  
      

       
   .    

           
رو عند والترقٌم الترتٌب إعادة وبعد).           :                                                                           نؤخذ(  رةالض 

d=  
     

      
              ,e =     

          
           

 لأن  ,  1 = (d , e) ن  أ لاحظ.                 ن   =a=    , b أن   على فنحصل,       

    وبالت الً,       لكل           )
    

 

 .    I ≠ j لكل        

ٌ ن   |   و   |   كان إذا: تمرٌن ة فب ة عدم أو صح  : ماٌلً صح 
     |                      

       |            
} 
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لٌة الأعداد من منته غٌر عدد لوجود إقلٌدس  :برهان)(9)  ( الأو 

(a)         ل أعداداً              كانت إذا لً عدد p وحٌث,                 | وكان ٌ ةأو   عدادالأ عن مختلفاً  ٌكون أن ٌجب p أن   على فبرهن,  أو 

            . 

(b)         الفقرة استخدم (a) ةالأ الأعداد من منته غٌر عدد وجود لإثبات ٌ ل  .و 

ٌ ة الأعداد لجمٌع p   n كان إذا(10) ل  √   الأو 
 

ا n أن   فؤثبت  اً  إم   ٌ ل ٌ ٌن عددٌن ضرب حاصل أن ه أو, أو  ل  .فقط أو 

(11) (a)كان إذا n>2 لً عدد وجود على فبرهن  .  n< p < n ٌحقق p أو 

(b) من تستنتج أن تستطٌع هل (a) ة الأعداد من منته غٌر عدد وجود ٌ ل  .؟ الأو 

اً  عدداً  p≠3 كان إذا (12)  ٌ ل ٌ ٌن p+4 ,p+2 العددان ٌكون أن مكنٌ ل أن ه فؤثبت أو  ل  .نفسه الوقت فً أو 

ٌ ٌن عددٌن p , q كان إذا (13) ل  .       )|24 أن   فؤثبت       وكان أو 

اً  عدداً      كان إذا (14)  ٌ ل ورة على ٌكون أن ٌجب k العدد أن   فؤثبت أو   .      =k : الص 

اً أ عدداً       كان إذا (15)  ٌ ل لً عدد k أن   فؤثبت و   ؟ صحٌح العكس هل,  أو 

اً  عدداً  (210n+m) وكان |m≤|2≥0 كان إذا (16)  ٌ ل لً عدد m أن   فؤثبت أو   . أو 

فة الحدود كثٌرة f لتكن (18)  .   من n وحٌث            : كالت الً المعر 

(a)    ن ٌ لً عددf(n) أن   ب  .  n≤39≥0 لكل   أو 

(b) ن ٌ  . مإل فان عددان f(40) ,f(41)أن   ب

رجة من حدود كثٌرة وجود استحالة على برهن (19) لً عدد f(n) بحٌث k≥1 الد   . n≥1 لكل   أو 

اً  عدداً  ٌكون أن ٌجب n أن   فؤثبت n|(n-1) +1  بحٌث صحٌحاً  عدداً  n كان إذا (20)  ٌ ل  . أو 

 

 (Fermat Numbers) :فٌرما أعداد

ٌ ة تولوز  بمدٌنة (Pierre de Fermat) فٌرما بٌٌر العالم ولد اً  كان أن ه إل   وقاضً محامً وهو,  1665 سنة وتوف ً 1601 سنة الفرنس ٌاضٌات مهتم   , بالر 

ٌاضً الوسط فً وعُرف ٌ ن من عصره لعلماء بمراسلاته الر  ٌاضٌ غم على.  الر  ٌ ة مجل ة فً بحث أي ٌنشر لم أن ه من الر   ٌمةعظ كانت إنجازاته أن   إل   علم

ٌ ة فً لسٌما سها بحق   ٌعتبر التً الأعداد نظر  :اكتشافاته من بعضاً  ٌلً فٌما نورد وسوف.  الحدٌث بمفهومها مإس 

غرى فٌرما مبرهنة(1)  :الص 

 (:1763 عام (Euler) أولر برهنها التً) ت ٌةالآ الحقٌقة برهان بدون فٌرما أورد لقد

اً أ عدداً  p كان إذا))    ٌ ل لً صحٌحاً  عدداً  a وكان و  اً  أو   ٌ  ((  p على القسمة ٌقبل (      ) العدد فإن   p مع نسب

ا تكتبس والتً,  المبرهنة هذه بدراسة لحقاً  نقوم وسوف  ٌ  :بالش كل رمز

                                       (a , p) = 1 
  أولً 
⇒    p | (      )   

 :الكبرى فٌرما مبرهنة(2)

 " :لفٌرما الت الً حدسال إن  "

 (( n>2 لكل           للمعادلة( x.y.z=0 تحقق التً الحلول() التافه الحل   غٌر) حل   ٌوجد ل))

 .لعشرٌنا القرن نالعقد الأخٌر م فً إل   علٌها ٌبرهن لم والذي (Fermat's last theorem) الكبرى فٌرما بمبرهنة ٌعرف

 ((.         للمعادلة التافه الحل   ٌرغ حل   ٌوجد ل)) (3)

 .).نهاٌة بلا المتناقصة فٌرما بطرٌقة وتعرف له تنسب بطرٌقة حقٌقةلا هذهعلى  فٌرما برهن وقد

 كل عدد أولً فردي ٌمكن كتابته بطرٌقة وحٌدة كفرق بٌن مربعٌن صحٌحٌن. (4)

)  السهل التحقق من كتابته على الشكل: عدداً أولٌاً فردٌاً , فإنه  من pالبرهان: إذا كان 
   

 
)
 

 (
   

 
)
 

  . 

  , ومنه  نجد أن:          وللبرهان على وحدانٌة هذه الكتابة , نفرض أن 
   

 
      

   

 
                                                                                .                    

ٌ ة(5)  :( الت حلٌل فً فٌرما لطرٌقة) تمهٌد

ً  صحٌحاً  عدداً  m كان إذا ا  ٌ  :  ٌتحق ق فإن ه موجباً  فرد

m  كتابة أمكن, إذا وفقط إذا,  موجبٌن عددٌن ضرب كحاصل ٌكتب m بٌن كفرق   ً  . صحٌحٌن عددٌن مربع

 :البرهان

ً  عدداً  m = a . b كان إذا  ا  ٌ اً  عدداً  ٌكون a , b من كلاً   فإن  ,  موجب عدد a , b من ل  ك حٌث, و فرد  ٌ  = m = a . b    : كتابة نستطٌع وعلٌه,  فرد

(
   

 
)
 

 (
   

 
)
 

 . 

 : وبالعكس

      ) =       = m: وٌتحق ق,     >0  فإن   موجب فردي عدد  أن   وبما |a| , =|b|=  أخذ نستطٌع فإن نا,        = m كان إذا

 . موجبٌن عددٌن ضرب كحاصل كتب m العدد أن   ٌعنً وهذا,     
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 :m موجب فردي عدد لتحلٌل فٌرما طرٌقة

ٌ ة فً الوارد التكافإ من ابقة التمهٌد  بٌن كفرق m نكتب أن( وٌلزم) ٌكفً فإن ه موجبٌن عددٌن ضرب حاصل إلى m موجب فردي عدد لتحلٌل أن ه نلاحظ الس 

ورة على كامل مرب ع عن نبحث لذلك,         :  بالش كل تكتب والتً       = m للمعادلة حل   عن نبحث أي, بعٌنمر  والذي,       الص 

             : تحق ق x أن   أي سالب غٌر ٌكون أن ٌجب
 
     

 
 x قٌم وحٌث      كامل مرب ع عن البحث ٌعنً وهذا.   √   

نا  √   ٌحقق صحٌح عدد لأصغر t بـ رمزنا فإذا,   √    تحق ق  :المتتالٌة حدود بٌن من كامل مرب ع عن نبحث فإن 

                              

ي m = m .1 العدد تحلٌل لأن   بالت ؤكٌد ٌنتهً أن ٌجب البحث وهذا ) = m أن   إلى ٌإد 
   

 
)
 

 (
  

 
)
 

. 

لً  نلاحظ m=327 الموجب الفردي العدد لتحلٌل (1) مثال  بالحد   تبدأ التً المتتالٌة حدود بٌن كامل مرب ع عن نبحث لذلك,   > 18    √19 > أن   أو 

                                                                 :         , ومنه نجد   t = 19, أي أن   √   ٌحق ق صحٌح عدد أصغر  t وحٌث,      

t=19 
  
                                                                                                                     

                                                                                                                    

                                                                                               ............ 

   

                                                                                                                  

  
                                       

ً  أن   وبما لً عدد109 و 3 من كلا  ٌ ة عوامله إلى 327 العدد حل لنا قد فنكون أو  ل  .الأو 

ٌ ة عوامله إلى 476572 العدد لتحلٌل :(2)مثال ل لً  نلاحظ الأو   119143 الفردي   العدد تحلٌل فً نعتمد ثم    4=476572   119143: بالش كل ٌكتب أن ه أو 

لً  نلاحظ.  فٌرما قةطرٌ ل بالحد   تبدأ التً الٌةتالمت فً كامل مرب ع عن نبحث لذلك,  346 >       √ > 345  أن   أو   :الأو 

                                          

                                                                …………………………... 

                                                                     

                                             

 

ً  أن   بما لً عدد 421,283 من كلا  ٌ ة عوامله إلى ٌحل ل المعطى العدد فإن  , ( ذلك من تحق ق) أو  ل  .                        : بالش كل الأو 

لً عدد 283 أن   من للتحق ق : لاحظةم ٌ ة الأعداد وأن             √ أن   نلاحظ أو  ل ,  2,3,5,7,11,13: هً( تساوٌه أو)   √ من أصغر التً الأو 

اً  ٌكون هفإن   منها أي   على القسمة ٌقبل ل 283 أن   وبما  ٌ ل ٌ ة عدادالأ وأن  .            √  أن   نلاحظنفسها  الطرٌقةوب.  نتٌجة حسب أو   من الأصغر الأول

لً 421 وبالتالً 421 ٌقسم ل منها أي وأن  ,  2,3,5,7,11,13,17,19: هً( تساوٌه أو)    √  .أو 

ٌ ن: )ملاحظة ٌ ة لٌست فردي صحٌح عدد تحلٌل فً فٌرما طرٌقة أن   فٌها نب  .( دابماً  عمل

لً   نلاحظ.  92 >     √ >91  ٌحق ق الذي,   8359=643 13 العدد  :ذلك مثال لً العدد هذا كان إذا فٌما التحق ق أردنا إذا أن ه أو   كل   ٌلزمنا,  ل أم أو 

ٌ ة الأعداد ل  هذه فً الموصوف t العدد فٌكون التحلٌل فً فٌرما طرٌقة استخدام ىلإ  ثانٌاً  اللجوء الطبٌعً من لذلك,  كثٌرة وهً,  91 من الأصغر الأو 

  ومنه,                     المتتالٌة حدود فً كامل مرب ع عن حثنب ذلك عند t=92 هو الطرٌقة

                                           

                                                          

                   

                                                                                                  الطرٌق طوٌل جدا      …

                            
  
                                       

لً(  643و  13)إن  كل  من    (13)(643)=8359عدد او 

 عدد فردي إلى جداء عددٌن نبحث عن مرب ع كامل فً المتتالٌة : فً طرٌقة فٌرما لتحلٌل ملاحظة:

      
     ,                               

                              . بملاحظة أن  :        √أصغر عدد صحٌح أكبر أو ٌساوي    وحٌث 

نا نجد أن                (        )*           ]        فإن 
 
  +                    

                = [                  [                   



21 
 

                                                  
    

ط الحسابات بشكل كبٌر . ٌغة تبس   وهذه الص 

. 

 .     وبالتالً  5>  √>4لدٌنا   مثال:

 

 

 طرٌقة د.نادر طرٌقة فٌرما

 نبحث فً حدود المتتالٌة التالٌة عن مرب ع كامل
 

     
            

                                 
          

                      
                                 

          
   

       
⇒                                    

       
⇒  

                            
 
 

 

 نبحث عن مرب ع كامل فً المتتالٌة
 

                                
                             

                    
              
   

       
⇒                                    

       
⇒  

(            
 
                  

حٌحٌن  m: من أجل كل  عدد فردي ملاحظة  المتتالٌٌنفإن  العددٌن الص 
   

 
 , 
   

 
 ٌحق قان :    

  
   

 
 
   

 

  
   

 
 
   

 
}
 
 

 
 

    
       (

   

 
 
   

 
) (

   

 
 
   

 
)  (

   

 
)
 

 (
   

 
)
 

 

)=mأي أن  
   

 
)
 

 (
   

 
)
 

ً  . mفقط فإن   m=m.1وبالتالً إذا أد ت طرٌقة فٌرما فً الت حلٌل إلى الش كل   ل  أو 

ٌ ة(      ممث لاً بالنسبة لأعداد فٌرما )الفرد
 
  ]نلاحظ أن     

 
]
 

   
 

 
     

   
    

   
 

<  
 

+1 , ,   
   

 [(  
 
)
 

  √      

  هو    المرتبط بالعدد    فٌكون [:هل هذه العبارة صحٌحة سإال 
   

     ], أي ان ه    

           √  أي                            ٌتحق ق  aمن اجل كل  عدد صحٌح موجب  البرهان:

  ومنه 
   

 √     
   

        . 

ٌ ة .إذا صح  ذلك . ل بط بٌن كل  عدد فٌرما وال ذي ٌسبقه؟!! بالن سبة لتحلٌله إلى عوامله الأو   فإن ه قد ٌكون ممكناً الر 

                                                       

2<√ <3      4<√  <5       16<√   <17      256<√  <257               

 تمارٌن )على فقرة أعداد فٌرما(                                                            

 .  81518057 , 40273 , 34417 , 6077 , 977:  استخدم طرٌقة فٌرما لتحلٌل كل  مما ٌلً (1)

 )بالستقراء( . n 2لكل    7هً     أثبت أن  مرتبة الآحاد للعدد  (2)

لً .   أثبت أن   (3)  عدد أو 

 مإل ف.   أثبت ان  العدد  (4)

ٌ ة فً العدد  (5)  .  أوجد عدد المراتب العشر

 .      استخدم طرٌقة فٌرما للتحلٌل العدد  (6)

 )تعرٌف(:د فٌرما .أعدا(6)

     لقد لحظ فٌرما أن  جمٌع الأعداد :
 
            

 
+1=5   ,       

 
              

 
             

 
           

ٌ ة ,  ل ورة  توق ع لذلك هً أعداد أو         أن تكون جمٌع الأعداد التً تكتب ٌمكن كتابتها على الص 
 
ٌ اً            ٌ ة , والتً تسم ى حال ل أعداد أو 

ٌ ة , ولقد كتب إلى العالم مرسٌن Fermat's numbers)أعداد فٌرما  ( بؤن  جمٌع محاوله للمبرهنة على هذا ((Mersenne)( , ومن الواضح أن ها أعداد فرد

ٌاضً الكبٌر أولر حل  هذه التوق ع باءت بالفشل . وهذا طبٌعً لأن  هذا التوق ع لم ٌكن صح ٌحاً , وهو الحدس الوحٌد لفٌرما الذي أخطؤه .ولقد استطاع العالم الر 
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       حٌث وجد أن  العدد  1732المشكلة عام 
 
م برهاناً لذلك فً المبرهنة التالٌة. 641ٌقبل القسمة على العدد                 ,وسوف نقد 

 

لً      مبرهنة  .  ٌقسم العدد  641(  العدد لٌس أو 

     : لدٌنا البرهان
 
                                                                                                                                                              

2)641=16+625=     
  
                                                                                                                                                  

  
                                                    

 
 

3) 641=640+1=      
  
                                                                                                                                         

                                                                                                          (4ومنه 

              ومنه نجد أن  

ٌ ة , فمثلاً عند كتابتنا لعدد  n≥6كبٌرة جداً عندما تكون    إن  أعداد فٌرما  ملاحظة: .وعلٌه ننصح بعدم إجراء حسابات لمثل هذه الأعداد على الحاسبات العاد

 رقماً. 9870 كان العدد هو     لٌة احتجنا إلى صفحتٌن كاملتٌن لطباعة هذه العدد وعند إحصابنا لعدد أرقام العددعلى حاسب ذو قدرة عا    فٌرما 

غم من كل  ذلك فقد وجد أن   ً عدداً    حٌث كان  nقٌمة أخرى للعدد  47 وكذلك وجد على الأقل  ,  n≤32≥5وحٌث  nعدداً مإل فاً لجمٌع قٌم    على الر   مإل فا

ٌ ة , إلى أن استطاع بٌلارت    البرهان على أن  العدد  1905, لقد تم  فً العام  n=3310وأكبر هذه القٌم  ل  (Billhart)مإل ف وذلك بدون معرفة عوامله الأو 

ٌ ة فً العام    تحلٌل  (Morrison)ومورٌس ل  بالستعانة فً الحاسوب فوجد أن  : 1971إلى عوامله الأو 

                                               

ا العدد ٌ ة فً     أم  ل ً من  1993. وفً العام  1981العام فقد تم  تحلٌله إلى عوامله الأو  كر              تم  لمجموعة من العلماء تحلٌل كلا  .ومن الجدٌر بالذ 

ٌ ة بعد العدد ساً على عقب حٌث ٌتوق ع الٌوم عدم وجود أعداد فأن  حدس فٌرما بالن سبة لأعداده انقلب را ل غم من ذلك فإن  لأعداد فٌرما    ٌرما أو  .على الر 

م فً المبرهنة التً نمه د لها بما ٌلً: اً مثنى مثنى وهذا مانقد   ٌ ٌ ة نسب ل ة حٌث أن ها أو  ٌ ة خاص   أهم

ٌ ة:                             إن  أعداد فٌرما تحق ق المساواة :  تهمٌد

 (  m)بالستقراء على  البرهان:

 . m=1وبالت الً المساواة صحٌحة من أجل               لدٌنا   m=1من اجل  -

ة المساواة من أجل  - ة المساواة : m=kنفرض صح  ة المساواة من اجل ونبره                  , أي نفرض صح  ,  m=k+1ن علىى صح 

ة المساواة : ٌ ة الستقراء نستطٌع كتابة :                        أي نبرهن على صح   من فرض

                            
 
      

 
    (  

 
)
 

     
   

          

: مبرهنة اً مثنى مثنى أي أن   ٌ ٌ ة نسب ل اً مثنى مثنى( إن  أعداد فٌرما او   ٌ ٌ ة نسب ل                                  ))اعداد فٌرما او 

ٌ ة الخٌرة نجد أن  : m<n. فإن ه بالإمكان أن نفرض ان   m≠nبما أن   البرهان:                        وباستخدام التمهٌد

ً لهما , وعلٌه فإن  :      ٌقسم كلاً من  dفإن           )إذا كان   وبالتالً فهو ٌقسم اي تركٌب خط 

d|[                                  ومنه ,d|2 ا ان ٌكون مساوٌاً , وهذا ٌع وهذا غٌر ممكن )لأن  أعداد فٌرما  2نً أن  العدد غم 

ٌ ة( أو مساوٍ للعدد   وهذا هو المطلوب. 1كل ها أعداد فرد

ٌ ة . نتٌجة:  ٌوجد عدد غٌر منته من الأعداد الأول

لً      بما أن  كل  عدد فٌرما  البرهان: لً له    إذاً لكل  عدد فٌرما .    للعدد    فإن ه ٌوجد قاسم أو           ), وبما أن     ٌوجد قاسم أو 

ٌ ة . m≠nلكل        فإن ه ٌنتج أن   ل  , وهذا ٌعنً وجود عدد غٌر منته من الأعداد الأو 

 

ٌ ة   (Linear Diofantine Equations)المعادلت الدٌوفنتٌة الخط

ٌ ة تنسب إلى العالم الرٌاضً الٌونانً دٌوفانتس إن  المعادلت الد ٌ ة الخط الذي عاش فً القرن الث الث قبل المٌلاد , وقد اشتهر هذا العالم  (Diophantus)ٌوفنت

ٌ ة , التً تعتبر ا (Arithmetica)بكتابة علم الحساب   خٌن بؤبً الجبر لأن ه عالج فً كتاباته بعض المسابل الجبر ٌ ة وٌلق به بعض المإر  لٌوم مسابل فً نظر

ٌاضً  ً  الأعداد , لذلك نعتقد أن  العالم الر  د بن موسى الخوارزم مٌلادي وهو صاحب الكتاب المشهور ) الجبر  850إلى  780الذي عاش فً الفترة  محم 

ٌ ة . ل من عالج مسابل جبر  والمقابلة ( هو أحق  من كل  من سبقوه بلقب أبً الجبر , لأن ه بحق  أو 

اً لها . لأن ه إن  حل   ً عام  م فً الواقع حلا  غم من أن ه لم ٌقد  ة ٌنسب إلى دٌوفانتس , على الر  ٌ ة بطرٌقة عام  ٌ ة الخط كان ٌكتفً بإٌجاد حل  واحد  المعادلت الدٌوفنت

رابق الت ً ٌت   البة, وكانت الط  حٌحة  الس  ة جداً بحٌث ل ٌمكن استخدامها للمعادلة فً أغلب الأحٌان , فضلاً عن أن ه لم ٌستخدم الأعداد الص  بعها فً الحل  خاص 

 فً حل  معادلة مشابهة .

ٌ ة بمجهولٌن هو العالم الهندي ارٌابهاتا  ٌ ة الخط اً للمعادلت الدٌوفنت ً عام  ل من وضع حلا  قبل المٌلاد ,  476الذي ولد عام  (Aryabhatata)فً الحقٌقة, إن  أو 

ٌ ة , علماً بؤن ه  لم ٌكن  1638إلى  1581الذي عاش فً الفترة من  (Bachet) باشٌهولقد وضع العالم الفرنسً  ٌ ة الخط مٌلادي , الحل  العام  للمعادلة الدٌوفنت

 على علم بطرٌقة أرٌابهاتا.

ٌ ة بمجهولٌن او اكثر , ثم دراسة الش رط ال لازم والكافً لوجود حلول لم ٌ ة الخط م الآن مفهوم المعادلت الدٌوفنت  ثل هذه المعادلت.سوف نقد 
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ٌ ة بمجهولٌن او أكثر( تعرٌف ٌ ة الخط  )المعادلة الدٌوفنت

(a)  وحٌث         كل  معادلة من الش كلa,b,c  حٌحٌن ٌ ة بالمجهولٌن الص  ٌ ة خط . ودراسة حلول هذه     اعداد صحٌحة تسم ى معادلة دٌوفن

حٌحة التً تتحق ق من اجلها       حلول هذه المعادلة ٌعنً إٌجاد جمٌع الأزواج . ودراسة       المعادلة ٌعنً إٌجاد جمٌع الأزواج  من الأعداد الص 

 المعادلة .

(b)  ة بالمجاهٌل             وحٌث                    كل  معادلة من الش كل ٌ ٌ ة خط اعداد صحٌحة تسم ى معادلة دٌوفنت

حٌحة ا ٌ ات             لص  بع , دراسة حلول هذه المعادلة ٌعنً إٌجاد جمٌع المٌم حٌحة التً تتحق ق من أجلها              وبالط  من الأعداد الص 

 المعادلة.

وج            إن  المعادلة  (1)مثال ً )حلولً( مثل الز   . )56)72+(20-40=(15لأن                 حلا 

ا عن مع ٌ ة إٌجاد جمٌع حلول هذه المعادلة )عند وجورأم  ٌ ة إٌجاد هذا الحل  , والكثر من ذلك , كٌف  دها( فة متى ٌكون لمثل هذه المعادلت حل  وعن كٌف

م لنا الش رط اللازم والكافً لوجود حلول ل ٌ ة بمجهولٌن .فإن  كل  ذلك تجٌب عنه هذه الفقرة, المبرهنة الت الٌة تقد  ٌ ة الخط  لمعادلة الدٌوفنت

ٌ ة  (a) مبرهنة: ٌ ة الخط  . c ٌقسم  (a,b) ٌكون لها حل  , إذا وفقط إذا كان             المعادلة الدٌوفنت

 (b)  ة      إذا كان ٌ ً للمعادلة الخط      فإن  الحل  العام لهذه المعادلة هو    (1) حلا 
 

     
                 

 

     
          

لً ان  البرهان ً لهما  c=mdبحٌث  m, عند ذلك ٌوجد عدد صحٌح  d|c=(a,b): لنفرض أو  , وبما أن  القاسم المشترك الأكبر لعددٌن ٌكتب بشكل تركٌب خط 

رفٌن بالعدد الص   d=as+btبحٌث  s,tفإن ه ٌوجد عددان صحٌحان  نا نجد أن   mحٌح . وبضرب الط   وهذا ٌعنً أن   c=m.d=a(m.s)+b(m.t)فإن 

y=mt  وx=ms  للمعادلة ً  .        حلا 

ٌقسم أي تركٌب  dفإن   a,bٌقسم كل  من  dوبما أن            وهذا ٌعنً أن          حل  للمعادلة       لبرهان العكس , نفرض أن  

ً لهما   .          ٌقسم  d, وبالت الً فإن  خط 

ٌ ة إٌجاد عددٌن صحٌحٌن  ملاحظة ونٌجة:  (a,b), ذلك باتب اع خطوات معاكسة لخوارزمٌة إقلٌدس عند حساب  a.s+b.t=(a,b)بحٌث  s,tلقد وجدنا سابقاً كٌف

فإن   c|(a,b), فإذا كان 
 

     
   ساواة السابقة فإن نا نحصل على ما ٌؤتً : ٌكون عدداً صحٌحاً بضربه بطرفً الم 

   

     
  

   

     
  

   وهذا ٌعنً أن نا حصلنا على حل  
   

     
     

   

     
ٌ ة    ٌ ة الخط  ( , c|(a,b))عند تحق ق الشرط         للمعادلة الدٌوفنت

لً وذلك   ٌ ة اقلٌدس فً حساب : باستخدام خواأو   فإن  للمعادلة حل  ,عند ذلك ننتقل إلى: c|(a,b), فإذا كان (a,b)رزم

حٌحٌن  ثانٌاً:  .a.s+b.t=(a,b)بحٌث  s,tنوجد العددٌن الص 

حٌح وثالثاً: وأخٌرا: نضرب طرفً المساواة الخٌرة بالعدد الص 
 

     
 فنحصل على حل. 

لً            لإٌجاد حل  للمعادلة  :(1)مثال        فنجد  (28,36), نحسب أو 
   خ ق   
⇒                                             

                       
   خ ق   
⇒                                                                                                                                                              

                        
   خ ق   
⇒                              

              
⇒             |                 

              
       للمعادلة حل                                    ⇒

ً لل 4لإٌجاد الحل  نكتب العدد ثانٌاً:   , وذلك بخطوات معاكسة  36,28عددٌن كتركٌب خط 

ٌ ة ( فنجد ٌ ة إقلٌدس انطلاقاً من المساواة قبل الأخٌرة )فً الخوارزم وبذلك نحصل على المساواة   (36)3-(28)4 = (28-36)3-28 = (8)3-28=4لخوارزم

4=4(28)-3(36)  

ٌ ة المعطاة نجد أن نا حصلنا على  (36)15-(28)20=20فإن نا نحصل على المساواة : 5بضرب طرفً المساواة الأخٌرة بالعدد  ثالثاً  بالمقارنة مع المعادلة الدٌوفنت

 .               الحل  

ٌ نه المبرهنة الآتٌة ,لها شكل عام  مشترك , لذلننتقل الآن إلى م ٌ ة بمجهولٌن . وهذه الحلول , كما ستب ٌ ة خط ك نسم ً سؤلة إٌجاد جمٌع الحلول لمعادلة دٌوفنت

 )بدللة حل  خاص  (.الحل  العام  للمعادلة حلول بهذه ال

ٌ ة بمجهولٌن( مبرهنة: ٌ ة الخط  )الحل  العام  للمعادلة الدٌوفنت

ٌ ة       إذا كان  ٌ ة الخط ً للمعادلة الدٌوفنت  ورة :( فإن  الحل  العام للمعادلة ٌكون على الص   c|(a,b))المحق قة بالطبع للش رط             حلا 

     
 

     
             

 

     
             

لً لنبرهن  البرهان:      فإن    kعلى أن ه من أجل كل  عدد صحٌح  أو 
 

     
             

 

     
ً للمعادلة : بالتعوٌض فً           ٌكون حلا 

     )  نجد :          ة الط رف الأٌسر من المعادل
 

     
 )   (       

 

     
  ) نا        وبما أن             ً فإن  حلا 

 , وٌتحق ق المطلوب .          نجد أن  

ورة المذكورة فً ن ثانٌاً لنبرهن  -  ص  المبرهنة :على أن  كل حل  للمعادلة ٌكتب بالص 

ً آخر للمعادلة فإن  المطلوب إثبات وجود عدد صحٌح        إذا كان        بحٌث    حلا 
 

     
              

 

     
بملاحظة التكافإات    

      التالٌة: 
 

     
  

            
⇐        

 

     
   

            
⇐   

 

     
فإن ه ٌلزم وٌكفً البرهان على علاقة القسمة الأخٌرة الواردة فً         |

 تلك التكافإات.
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وجٌن   ومنه نحصل على المساواة                  فإن نا نحصل على المساواة :  (1)حلا  للمعادلة                 بما أن  كل  من الز 

رفٌن على                             نحصل على  (a,b)وبقسمة الط 
 

     
        

 

     
 وهذا ٌعنً أن          

  
 

     
|

 

     
)وبما أن          

 

     
 

 

     
) ٌ ة إقلٌدس ٌنتج أن      فإن ه حسب تمهٌد

 

     
بحٌث    ومنه ٌوجد عدد صحٌح         |

      
 

     
      ومنه نجد أن             

 

     
 نجد : (*)فً  (4)بتعوٌض    

 [
 

     
  ]          

   
  

   
     

        
   
       

 

     
   

ٌ ة  (2)مثال  ً لهذه المعادلة هو  (1)لقد وجدنا فً المثال            أوجد الحل  العام  للمعادلة الدٌوفنت وبالت الً ٌكون               حلا 

ابقة ( على الش كل :الحل  ال عام لهذه المعادلة )حسب المبرهنة الس 
     

 

     
     

  

 
              

     
 

     
      

  

 
        

}      

؟ً؟ )الجواب ل ٌوجد(. x,yهل توجد قٌم موجبة لكل  من  سإال:  تكون حلا 

ٌ رات موجبة , أو أن تكون على أحد فً المسا :(3)ملاحظة ومثال ٌ ة , مثل أن تكون جمٌع المتغ ٌ ة على حلول المعادلت الدٌوفنت ٌ ة توجد شروط إضاف بل العمل

دة , عند ذلك نبحث عن قٌم  حٌحة )إن وجدت( بحٌث تتحقق مثل هذه الش روط. kالمجاهٌل قٌود محد   الص 

حٌحة المو فمثلاً  ٌ ة إذا طلب إٌجاد جمٌع الحلول الص  ٌ ة إقلٌدس , نوجد            جبة للمعادلة الدٌوفنت غم  (18,7)فإن ه باستخدام خوارزم , على الر 

     من ان ه من الواضح أن ه مساوٍ للواحد .                                                                               
        خ ق      
⇒                

     
        خ ق      
⇒                                                                                                                                                                           

         
        خ ق      
⇒                                                                                                                                                              

    
        خ ق      
⇒                 }

     
         |    

   
                                                                                              للمعادلة حل   

 (7)5-(18)2=7-[(7)2-18]2=7-(4)2=(4-7)-4=3-4=1 من العلاقة قبل الأخٌرة وما قبلها من علاقات نكتب :
       
⇒ 1=2(18)-5(7)     

                ومنه نحصل على الحل  .   (7)1510-(18)604=302نحصل على المساواة : 302بضرب طرفً المساواة الأخٌرة بالعدد 

 ولإٌجاد الحلول الموجبة نكتب :   x=604+7k   ,   y=-1510-18k  ;kوحسب المبرهنة الأخٌرة نجد ان  الحل  العام ٌكتب بالش كل :

x=604+7k>0  
  
 k> 

   

 
 =  86.29      ,    y= 1510-18k>0

   
 k< 

    

  
= 83.89 

حٌحة المحق قة : kتنتج من قٌم  YوXوبالتالً القٌم الموجبة لكل  من   والتً توافقها الحلول الموجبة : k=-86,-85,-84أي  القٌم   k<-83.89>86.29-الص 

(x,y)=(2,38),(9,20),(16,2) 

ٌ ة  تمرٌن: ً وحٌداً  15x+18y=51برهن أن  للمعادلة الدٌوفنت  .: (1,2) )ثم  أوجده )الجواب موجباً حلا 

ٌ ة ٌ ة بؤكثر من مجهولٌن : دراسة المعادلت الدٌوفنت  الخط

ً لتلك الأعداد(  :مبرهنة  القاسم المشترك الأكبر لأكثر من عددٌن ٌكتب بشكل تركٌب خط 

حٌحة   بحٌث :            التً لٌست جمٌعها أصفاراً , توجد أعداد صحٌحة           من أجل الأعداد الص 

اً للأعداد                        =(         )  ٌ  ( فً           )الطرف الأٌمن من المساواة الأخٌرة ٌسم ى تركٌباً خط

 .mبالإستقراء على البرهان:

ً للعددٌن  (     )نعلم أن   m=2من أجل  (1)  مبرهنة سابقة.حسب       ٌكتب بشكل تركٌب خط 

ة المبرهنة من أجل  (2)           عدد صحٌح لٌست جمٌعها أصفاراً توجد أعداد صحٌحة           )أي من أجل كل   m=kنفرض صح 

تها من أجل                              )بحٌث: أعداد                 , أي نفرض أن   m=k+1( ونبرهن على صح 

                                  )بحٌث              صحٌحة لٌست جمٌعها أصفاراً ونبرهن على وجود أعداد صحٌحة 

الط رف الأٌمن                                     )لأكثر من عددٌن , نستطٌع كتابة : حسب مبرهنة حساب القاسم المشترك الأكبر

ٌ ة الإستقراء ٌوجد أعداد صحٌحة  kٌتؤل ف من   بحٌث :                عدد لٌست جمٌعها أصفاراً , وبالت الً حسب فرض

(                                                        

نحصل على                  , بوضع  عددٌن صحٌحٌن   x,yوحٌث                                       =

                                                        المساواة المطلوبة : 

ٌ ة  ٌوجد حل  مبرهنة:  ٌ ة الخط  .  |             كان إذاحٌث إذا وفقط      ٌث ح                   للمعادلة الدٌوفنت

ابقة توجد أعداد صحٌحة  c=d.rبحٌث  rف إن ه ٌوجد عدد صحٌح  d|c, إذا كان   =d             لٌكن  البرهان: وحسب المبرهنة الس 

حٌح                   =dبحٌث :             نحصل على المساواة : rوبضرب طرفً المساواة الأخٌرة بالعدد اص 

c=      )       )         )   ن أن ٌ ً للمعادلة المفروضة .                         والتً تب  حلا 

ً للمعادلة المفروضة , وبالت الً تتحقق المساواة :           العكس : نفرض أن   لكل     |dوبما أن                      حلا 

1≤i≤m   فإن ,d  للاعداد ً  .  d|cأي ان                   |d, وبالت الً فإن             ٌقسم أي تركٌب خط 
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ٌ ة: ٌ ة بؤكثر من مجهولٌن بنفس طرٌقة حل  المعادلة بمجهولٌن , وذلك بحساب  ملاحظة وخوارزم ٌ ة خط             )ٌمكن إٌجاد حل  معادلة دٌوفنت

ٌ ة إقلٌدس فً حساب  ٌ ة ,تعتبر تعمٌماً لخوارزم  , وذلك وفق ماٌلً: (a,b)ومن خوارزم

ٌ ة ()لماذا؟ (. ثم  نت بع الخطوات الت الٌة :           رض أن  الأعداد نف ٌ ة الخوارزم  غٌر سالبة , ولٌست جمٌعها أصفاراً )وهذا ل ٌإث ر على عموم

فة نختار احدها(.)قد ٌوجد أكثر من عدد ب   ولنفرض أن ه            نختار أصغر عدد موجب من بٌن الأعداد  (1)  هذه الص 

ٌ ة القسمة )لكتابة الأعداد  (2)  ( فنحصل على :   بدللة                              نستخدم خوارزم

           
       خ ق        
⇒                 

   
         

   
                                                    

           
   
        

   
          

                                                         

          
   
         

   
    

 

                  )لحظ أن  
        

        
      

        
     حٌث افترضنا أن       

   
ر الخطوتٌن   ابقتٌن  (2)و(1). نكر  الس 

  بالن سبة للأعداد 
      

        
   

لأعداد فً الخطوة التً تسبقها , , ونستمر  فً ذلك مع ملاحظة أن  الأعداد فً كل  خطوة هً أصغر من أصغر ا 

  )وبالت الً لبد  من الوصول فً نهاٌة المطاف إلى أن  : 
     

   
     

     
     )  (  

   
      )    

   
مع ملاحظة أن  بعض الأعداد  

  
     

              )أصفاراً , ومن ذلك نحصل أخٌراً على أن  :  
   

  

  لماذا الناتج هو 
   

ح ذلك كما ٌلً :            )هو       ؟ نوض 

 (          (          )           ̅̅ ̅  (      ̅̅ ̅    ̅̅ ̅)       ̅̅ ̅   ̅̅ ̅̅  وحٌث    ̅ ̅   ̅̅    على    و  هو باقً قسمة كل  من  ̅

      وحٌث 

ابقة على المثال( ٌ ة الس  منا شرط للخوارزم  )قد 

ابقة فً إٌجاد مثال ٌ ة الس  ٌ ة  (119,38,95): لنستخدم الخوارزم ٌ ة الخط  أي عدد صحٌح . cوحٌث  119x+38y+95z=cثم  فً حل  المعادلة الدٌوفنت

لً أن  أصغر هذه العداد هو  (119,38,95)لحساب   لذلك نكتب : 38, نلاحظ او 

                                       
     خ ق     
→                               

                  
⇒                            

            
     خ ق     
→                           

                  
⇒                       

               
     خ ق     
→                         

                  
⇒                      |       

               
     خ ق     
→                         

لً أن   م نجد أو  ما تقد  ٌ ة المعطاة حل  نحصل علً بكتابة هذا القاسم  cوهو ٌقسم أي عدد صحٌح  1=(1,0,0)=(119,38,95)م  , وبالت الً للمعادلة الدٌوفنت

         ]               المشترك الأكبر )وهنا الواحد( من المعادلة التً ٌظهر فٌها كباقً قسمة , وهنا المعادلة الأخٌرة , فنكتب :

                      [                                                                           

حٌح   بالمقارنة مع المعادلة المفروضة                          نحصل على المساواة: cبضرب طرفً المعادلة بالعدد الص 

 .                      نحصل على الحل :                 

                 للمعادلة                 مثلاً ,نحصل على الحل   c=1من أجل 

ٌ ة: ٌ ة الخط  طرٌقة أولر فً حل  المعادلت الدٌوفنت

ٌ ة من جمع وطرح وضرب على الأعد ٌ ات الحساب ً  بمجهولٌن أو أكثر , على حقٌقة أن  العمل ٌ ة خط حٌحة مغلقة. تعتمد طرٌقة أولر فً حل  معادلة دٌوفنت  اد الص 

ٌ ة بمجهولٌن وسوف نقوم بشرح هذ ٌ ة خط لضمان وجود حل  لهذه المعادلة , وذلك   |       وحٌث              ه الطرٌقة على معادلة دٌوفنت

 بتقدٌم المثال التالً:

ٌ ة بمجهولٌن( :مثال ٌ ة خط  )شرح طرٌقة أولر فً إٌجاد حلول لمعادلة دٌوفنت

               أوجد جمٌع حلول المعادلة 

م   66|3=(15,21-)بما أن   لً , فإن  للمعادلة المفروضة حل  , )وبالتالً حلول( , لإٌجاد جمٌع هذه الحلول نقس  طرفً المساواة على القاسم المشترك الأكبر  أو 

 ثم  نت بع الخطوات التالٌة:            , فنحصل على المعادلة المكافبة :  3

 . |7|>|5-|لأن     ر المجهول الذي معامله بالقٌمة المطلقة أصغر المعاملات الأخرى , فً مثالنا نختار نختا (1)

ٌ ة الحدود إلى الط رف الأٌمن فنحصل على المعادلة : (1)نبقً الحد  الذي فٌه المجهول المختار فً الخطوة  (2)  فً الط رف الأٌسر , وننقل بق

             . 

م طرفً المعادلة الأخٌرة على معامل  (3)       فنحصل على المعادلة : 5-وهو    نقس 
 

 
     

 

 
لحظ ان  المقدار   

 

 
   

 

 
ٌجب أن ٌكون  

 عدداً صحٌحاً كً ٌكون للمعادلة حل  .

   نفرض أن   (4)
 

 
   

 

 
          (لتؤخذ الش كل :5بضرب الطرفٌن بـ, ثم  نصلح هذه المعادلة ) 
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ٌ ة جدٌدة بمجهولٌن . ٌ ة خط  وهً معادلة دٌوفنت

ٌ ة التً حصلنا علٌها فً الخطوة  (3)و(2)و(1)نطب ق الخطوات  (5)  فنحصل على : (4)على المعادلة الدٌوفنت

          
      
⇒        

 

 
     .  

وذلك بؤن نفرض  (5)على المعادلة فً الخطوة  (4)طب ق الخطوة ن (6)
 

 
ٌ ر أصبح ٌساوي         ومنه        نتوق ف هنا , لأن  أصغر معامل لمتغ

ض فً معادلة الخطوة    ( وهو معامل 1-)أو 1        فنحصل على :  (5), نعو 
 

 
نحصل  (3)عادلة الخطوة ومن م           

لٌس علٌه أي شروط سوى أن ٌكون عدداً صحٌحاً وبالت الً الحل  العام  للمعادلة هو    وحٌث                      بالت عوٌض على :  

:                                    

ة الحل   احسب الحل  العام  للمعادلة تمرٌن: د من صح  رٌقة المت بعة سابقاً ,ثم  تؤك  ابق ,وذلك بإٌجاد حل  خاص  ثم  إٌجاد الحل  العام وذلك بالط   الواردة فً المثال الس 

 الذي وجدناه بطرٌقة اولر.

ٌ ة بؤكثر من مجهولٌن( مثال: ٌ ة خط  )طرٌقة أولر لحل  معادلة دٌوفنت

 .             أوجد جمٌع الحلول للمعادلة : 

: لً أن   الحل   وبالت الً للمعادلة حل  لإٌجاده نتب ع الخطوات التالٌة :  23|1=(20-,7,3)نلاحظ أو 

 .             , لذلك نكتب المعادلة المكافبة التالٌة:  3إن  أصغر المعاملات بالقٌمة المطلقة هو  (1)

    الت الٌة :, فنحصل على المعادلة المكافبة  3نق سم الطرفٌن على  (2)
 

 
    

 

 
     

 

 
  

         
 

 
 
 

 
  

 

 
                                                                     

    , أي نكتب :   نضع الجزء الكسري مساوٍ  (3)
 

 
 

 

 
  

 

 
ف عند هذه الخطوة , لن  أحد المجاهٌل , نتوق              ومنه نكتب :   

              نجد أن   (2), ومن المعادلة فً الخطوة             , ومنه نجد :  x, وهو  1معامله 

                                 
              
⇒                        

                                                  اي عدد صحٌح وبالت الً نحصل على الحل  العام :    حٌث      ونضع 

ٌ راتها ٌساوي الواحد , والتً منه ملاحظة: ي دابماً إلى الحصول على معادلة ,معامل أحد متغ ابق , تإد  ٌ نة فً المثال الس  ا نحصل على الحل  إن  طرٌقة اولر المب

 العام بالت عوٌض العكسً.

    (238,1190,334) , (1150,2344,228,96) , (1050,34,102)احسب ما ٌلً :  (1)

ٌ ة الآتٌة :  [2]  أوجد )إن أمكن( جمٌع حلول كل  من المعادلت الدٌوفنت

(1) 12x+10y=32 

(2) 22x+5y=18  

(3) 60x+18y=97 

(4) 86x+10y=500 

(5) 207x+246y=15 

(6) 2x+5y=51 

(7) 6x+255y=137 

(8) 111x+69y=9000 

ٌ ة الآتٌة : [3]  أوجد )إن أمكن( جمٌع حلول كل  من المعادلت الدٌوفنت

(1) 6x+24y-41z=91 

(2) 15x+12y+30z=24 

(3) 5x-2y-4z=10 

 لام و الوراق و الوراق بقٌمة إجمالٌة مقدارها مابة لٌرة سورٌة وكانت الأسعار على الن حو الآتً :اشترى طالب مابة من المساطر والقلام والأق [4]

 لٌرة لكل  مسطرة.     كل  خمسة أوراق بلٌرة واحدة .                          ماعدد ما اشتراه من كل  نوع؟ 2لٌرات لكل  قلم    ,     3

ٌ ة فٌها نوعان من ا (5) دة أجرة كل  منها شق ة سكن  ٌ ٌ ة أجرة كل  غرفة منها  1230لغرف , غرف ج ٌ ة فً الش هر , وغرف عاد ل.س فً  870لٌرة سور

خل الكلً  للشق ة  رة وكان الد  ا فكم غرفة من كل  نوع موجود فً الش قة . 87330الش هر, فإذا كانت جمٌع الغرف فً الش قة مإج   ٌ  ل.س شهر
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ٌ ة()ملحق للأ ل  عداد الأو 

ٌ ة , التً سترد قرٌباً , إذا أمكن بٌان أن  فً قرب )جوار( لـ  ل ٌ ة الأعداد الأو  ٌ ٌن متتالٌٌن تكون متقاربة مع  nكتمهٌد لنظر ل ط المسافة بٌن عددٌن أو  , أن  متوس 

ٌ   n=1000, مركزه  200. للتوضٌح , لنختار مجالً طوله       ل د أن ه ٌوجد , بالعودة إلى جدول الأعداد الأو  لً فً هذا المجال  28ة  ٌمكن التؤك  عدد أو 

ٌ ٌن متتالٌٌن هو  ل ط المسافة بٌن عددٌن أو   .            . ومن جهة أخرى لدٌنا  6.8وأن  متوس 

لً  تعرٌف:  (Prime Counting Function)تابع التعداد الأو 

ٌ ة للتاب    𝜋عدد حقٌقً موجب , عندبذٍ نرمز ب     إذا كان  ل لً     ع الذي ٌعطً عدد الأعداد الأو  ٌه تابع التعداد الأو   , ونسم 

 (Prime Counting Function)  𝜋    |{   |ًل ٌ ة الأصغر من  {  عدد أو  ل  فنجد أن   2,3,5,7أو تساوٌه هً  10, فمثلاً بما أن  الأعداد الو 

𝜋       ة حت ى ٌ ل  .        𝜋نجد أن   ,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29هً  30الـ  . أٌضاً , بما أن  الأعداد الأو 

ٌ ة غٌر منته ( نجد أن   - ل 𝜋).)أي أن   ∞ٌسعى إلى     𝜋حسب مبرهنة )عدد الأعداد الأو 
   

               
→     

 
       
→  

) .) 

ٌ ن أن     nمع  ٌكبر      𝜋الجدول الآتً ٌب

 اً موجباً وكبٌراً , نرٌد استخدام تقرٌبعدداً صحٌح  إذا كان 

ٌ ة     𝜋)تقدٌر( لـ  ل  . ماذا ٌعنً    , لعدد كل  الأعداد الأو 

دالقول بؤن  تابع ما ٌصبح   ٌ  ( good estimate) تقرٌب ج

 لتابع آخر ؟ الجواب فً التعرٌف الآتً :

ٌ ر الحقٌقً تابعٌن           لٌكن  تعرٌف: فان من  xبالمتغ  معر 

          ونكتب      مقارب ل      . نقول إن   x>0جل أ

    إذا كان 
 
→ 

    

    
   . 

 كتقرٌب      إذا تحق ق ذلك , فإن ه ٌبدو من المعقول استخدام  -

 كبٌرة .  xمن أجل      لـ 

ٌ ة الأعداد : ٌ ات فً نظر  الآن نحن جاهزون لتقدٌم واحدة من أهم  الن ظر

 (Prime Number Thorem): مبرهنة

    𝜋إن  
 

    
    أي أن   

    
→ 

    

     ⁄
    

لًإن   و  Gaussمن قبل كلٍّ من  1790, تم  طرحها كتخمٌن فً العالم     𝜋كتقدٌر )كتقرٌب( لقٌم  ⁄       , التً تسمح لنا باستخدام مبرهنة عدد أو 

Legender ل برهان شكل منفصل . ب مَ فً العام  أو   و Hadamardبشكل منفصل من قبل كل  من  1896كامل لها , اعتمد على التحلٌل المرك ب , قدُِّ

 De la vallee Poussin ,   م  1949وفً العام  برهاناً ٌستخدم فقط التحلٌل الحقٌقً .   selberg and Erdosقد 

ٌنتج عندما  % 2.3هذا ٌعنً أن  خطؤ نسبً مقداره                 بطٌا . مثلاً ,  1إلى      ن  تقارب . إ ⁄              لٌكن  -

𝜋        ٌقدر بـ           ⁄  . 

∫       ( so-called logarithmie integeral)قدم بما ٌعرف بالتكامل اللوغارٌتمً     𝜋تقرٌب أفضل لـ 
  

     

 

 
 . 

 

  

𝜋      n 𝜋      n 

455051511 10 4 1 

4118054813 11 25 2 

37607912018 12 168 3 

346065536839 13 1229 4 

3204941750802 14 9592 5 

29844570422669 15 78498 6 

279238341033925 16 664579 7 
 .... 5761455 8 

2220819602560918840 20 50847534 9 
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 (Congruencesالفصل الرابع : التطابقات )
  : مقدمة

لك فإن التطابق إن التطابق هو تعبٌر حدٌث لقابلٌة القسمة, وهو ٌنطوي على معلومات قٌمة وطرق سهلة للبرهان, وعلى مسابل جدبدة وعملٌة بالإضافة إلى ذ

وهذا ما ٌجعله أكثر دٌنامٌكٌة فً الستعمال . إن ,   عداد الصحٌحة, وٌتحول بسهولة إلى مساواة فً مفهوم حدٌث لأنه ٌمث ل علاقة تكافإ على مجموعة الأ

وقد  , 1855-1777( الذي عاش فً الفترة Karl  Friedrich Gaussمفهوم التطابق ظهر فً ألمانٌا, وكان صاحبه العالم المعروف كارل فرٌدرٌك غاوس)

عداد فً ( وكان عمر غاوس ل ٌتجاوز الرابع والعشرٌن, وٌعتبر هذا الكتاب أساس نظرٌة الأDisquisitiones Arithmeticaeقدم هذا المفهوم فً كتابه )

, ونظرٌة الأعداد  مفهومها الحدٌث . وقد اشتغل غاوس فً الفٌزٌاء والفلك بالإضافة إلى الرٌاضٌات وهو صاحب القول المشهور "الرٌاضٌات ملكة العلوم

 بعد هذه المقدمة التارٌخٌة, نقدم مفهوم التطابق بشكله الحدٌث .. ت " ولقد عرف فً زمانه "بؤمٌر الرٌاضٌات" ملكة الرٌاضٌا

 (                                                                                                     n بواسطة عدد صحٌح موجب  )التطابق على  تعرٌف

كان  (وفقط إذا),إذا            ونرمز لذلك بالرمز  nقٌاس  bٌطابق العدد  aعددٌن صحٌحان, نقول إن العدد  a,bصحٌحاً موجباً, و  عدداً   nلٌكن 

 .           ونكتب    قٌاس   ل ٌطابق   فإننا نقول إن          , أما إذا كان      | 

⇔                   بق ٌكتب رمزٌا كما ٌلً  إن مفهوم التطا: ملاحظة  :  بومن تعرٌف قابلٌة القسمة نستطٌع أن نكت,       |      

          ⇔   |     ⇔               ⇔          ⇔              

                                                                                     التكافإات السابقة سوف نسمٌها تكافإات التطابق .                   

 . nقٌاس  nٌطابق باقً قسمته على  aوبالتحدٌد  ,   =  {n-1,..……,0,1,2, من المجموعة  واحداً  ٌطابق عدداً   aإن كل عدد صحٌح  : مبرهنة

 ,                    : بحٌث  q , rٌوجد عددان صحٌحان وحٌدان   , a , nعددٌن حسب خوارزمٌة القسمة , من أجل ال البرهان:

                                                                                                           .           وحسب مكافبات التطابق نجد أن   

وٌتحقق:                                                                 فإن               بحٌث     من  `rا وجود عدد آخر الوحدانٌة : إذا فرضن

 |       |       |                     ||    |    |    |                                     

          |    |     

 )علاقة التطابق هً علاقة تكافإ(:  مبرهنة

 عددا صحٌحاً موجباً فإنه ٌتحقق :  nوكان , صحٌحة  أعداداً  a , b , cإذا كان 

 (.نعكاسٌةا أي أن التطابق علاقة) ,              -1

 .(أي أن التطابق علاقة تناظرٌة. )                          -2

 .(أي أن التطابق علاقة متعدٌة,)                                                 -3

 هً علاقة تكافإ.   على    nإن علاقة التطابق قٌاس  -4

 البرهان : 

           لً وبالتا,        | فإنه ٌنتج أن ,    nوبما  أن الصفر مضاعف لكل عدد صحٌح ,            بما أن  -1

 .                      |           |              لدٌنا  -2

3-                             |         |       |            

    |                      

 .قةمن البنود الثلاثة السابواضح  -4

 )العملٌات الحسابٌة على التطابقات( :مبرهنة

 فإنه ٌتحقق:                      و               بحٌث, عددا صحٌحاً موجباً  nوكان , صحٌحة  أعداداً  a , b , c , d  إذا كانت

1-                      

2-                        

3-                           

ٌقسم كل تركٌب خطً   nوبالتالً فإن ,       | فإن                وبما أن   ,       | فإن              بما أن    : البرهان

 وبالتالً فإن :      و       للعددٌن  

1-n   منه  و             |     ٌقسم مجموعهما أي أن               

2-n   ومنه               |   ٌقسم الفرق بٌنهما أي أن               

3-  n  وبالتالً           | أي أن        والذي ٌساوي                ٌقسم التركٌب الخطً لهما             . 

 , فإنه ٌنتج من المبرهنة السابقة مباشرة أن :           ٌحقق     , وبما أن كل عدد صحٌح           لٌكن  (: 1) ةنتٌج

1-               

2-               

3-                     

 التطابق صحٌحاً. ًٌبق           الى طرفً تطابق    ونلخص البنود الثلاثة بقولنا إن اضافة أو طرح أو ضرب أي عدد صحٌح 

 من المبرهنة الأخٌرة(  3و  1)تعمٌم للبندٌن (: 2) نتٌجة
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 فإنه ٌتحقق:,                            :  عدداً صحٌحاً موجباً بحٌث  وكان , أعداداً صحٌحة                     اذا كانت 

∑ بشكل مختصر ,   أي ,                                     -1   
 
    ∑   

 
           . 

∏ بشكل مختصر , أي                                 -2   
 
    ∏   

 
           . 

 )بطرٌقة الستقراء الرٌاضً(البرهان:

ولنبرهن     من أجل   1صحة التطابق الآن نفرض , لحسب مبرهنة العملٌات الحسابٌة على التطابقات , فإن العبارة صحٌحة ,     من أجل  -1

أي أنه                                    من فرضٌة الستقراء لدٌنا  .        على صحته من أجل 

∑لدٌنا   
 
    ∑   

 
, وحسب مبرهنة العملٌات الحسابٌة                  لدٌنا , ة فً نص المبرهنة واردومن الفرضٌات ال,             

∑على التطابقات    
 
         ∑   

 
∑وبالتالً فإن                    

   
    ∑   

 
           . 

ولنبرهن على ,      من أجل   2نفرض صحة التطابق , لفإن العبارة صحٌحة حسب مبرهنة العملٌات الحسابٌة على التطابقات ,      من أجل  -2

∏من فرضٌة الستقراء لدٌنا  ,        صحته من أجل    
 
    ∏   

 
 لدٌنا, ة فً نص المبرهنة اردومن الفرضٌات الو            

∏ نجد  , وحسب مبرهنة العملٌات الحسابٌة على التطابقات                    
 
         ∏   

 
وبالتالً فإن ,                  

∏   
   
    ∏   

   
 وٌتم المطلوب .            

 .    لكل              فإن ,            إذا كان  ( :3) نتٌجة

 .       لكل      و       ؤخذ الحالة الخاصة  ب 2ٌنتج مباشرة من البند الثانً من النتٌجة  البرهان :

ومن الطبٌعً أن نتساءل إذا كان العكس   لكل عدد صحٌح                فإن            وجدنا أنه إذا كان ,  1فً النتٌجة  :ملاحظة

 :تًوالجواب ٌكون بالنفً , الذي ٌوضحه المثال الآ ؟ صحٌحاً 

, وعلى الرغم من  2نلاحظ أن طرفً التطابق ٌقبل القسمة على ,                   التً تكتب بالشكل                        إن  : مثال

 .           لأن  , 6ل ٌتطابقان قٌاس   2ذلك فإن ناتج قسمتهما على العدد 

 )شرط إجراء قسمة طرفً تطابق على عدد صحٌح( : مبرهنة

⇔                 : فإنه ٌتحقق, موجبا  صحٌحاً  عدداً    صحٌحة , وكان داداً أع         إذا كان          
 

     
   

        إذا كان    البرهان: 
 

     
    بحٌث   , فإنه ٌوجد عدد صحٌح    

 

     
)          ومنه  

 

     
ن وهذا ٌعنً أ  ( 

               
      وبقسمة الطرفٌن على            ومنه ,                بحٌث  , فإنه ٌوجد عدد صحٌح                ( إذا كان   )

     نحصل على المساواة  
 

     
  

 

     
وهذا ٌبٌن أن ,   

 

     
|      

 

     
), وبما أن  

 

     
      

 

     
) فإنه ٌنتج حسب تمهٌدٌة  ,     

اقلٌدس  
 

     
        وبالتالً ,         |

 

     
   . 

⇔                   : فإنه ٌتحقق,         فً الحالة الخاصة إذا كان   :نتٌجة              

 : نتج ٌ وبالتالً,    ٌكون أولٌا نسبٌا مع    ل ٌقبل القسمة على       فإن أي عدد صحٌح , عددا أولٌا    إذا كان ف
⇔                  ٌتحقق    ل ٌقبل القسمة على    وأي عدد صحٌح    من أجل كل عدد أولً  -             

 طابق ()تغٌٌر قباس الت  : مبرهنة

               |                 ]وبشكل رمزي .            فإن    | وكان            إذا كان 
 أن وهذا ٌعنً        |  ,  فإنه ٌنتج حسب خاصة التعدي للقسمة   | وبما أن ,        | فإن            بما ان  البرهان :

           . 
ا إذا كان العكس صحٌحاً   :ومثال ملاحظة  ؟           فهل    | وكان             أي إذا كان  ؟من الطبٌعً أن نتساءل عم 

 .            إل أن ,    مضاعف للعدد    والعدد ,             الإجابة هنا بالنفً ومثال ذلك , إن 

 ؟                  فهل,              وكان ,             إذا كان  ومثال : حظةملا

           فً الحقٌقة سوف نقدم مبرهنة تإكد أن  .              ولكن             و             الجواب فً المثال التالً : 

                                    :تٌة , ولكن قبل ذلك نحتاج إلى التمهٌدٌة الآ      ]         

إذا كان  هأي أن  , والعكس صحٌح ,      لكل عدد صحٌح     |             ]  فإن  ,     |        |      |  إذا كان   : تمهٌدٌة

 .                                                                                                    لكل   |  فإن    |             ]

نفرض , ل     القضٌة محققة من أجل وبالتالً ,    |       |     |      ]وجدنا فً مبرهنة سابقة التكافإ التالً     من أجل البرهان :

ة القضٌة من أجل  فإنه ٌتحقق   |          |    |  فإذا كان ,        صحتها من أجل على ولنبرهن ,        صح 

وبالتالً ٌتحقق   |[        ]               ]ه ٌتحقق فإن, وحسب فرضٌة الستقراء ,    |        ]  |          |    |  

[        ]               ]لأنه حسب مبرهنة   |                       ]  [                             .

        لكل   |    فإن         لكل                ]|  , ولدٌنا   |             ]العكس صحٌح , لأنه إذا كان إن 

 ٌتحقق المطلوب .بذلك وذلك حسب خاصة التعدي لعلاقة القسمة , و

أعداداً صحٌحة موجبة , فإن ه ٌتحقق:                                                             وكانت , عددٌن صحٌحٌن     إذا كان  (:1) مبرهنة

        [                                        . 

 :أن : نلاحظ بسهولةالبرهان 
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                          |                   [             |        

         [                       

 

 

 : (2) مبرهنة

 .          فإن                 إذا كانت  -1

 :  فإن ه ٌتحقق , أعداداً أولٌة نسبٌا مثنى مثنى              إذا كانت -2

 [                                   . 

فإن ه ٌوجد         بما أن  , كذلك ,           بحٌث       فإن ه ٌوجد عددان صحٌحان ,         )طرٌقة أولى( بما ان  -1البرهان : 

 , بضرب المساوتٌن السابقتٌن نجد أن  :          بحٌث       عددان صحٌحان 

                                                                                      

 .           , حسب مبرهنة سابقة أن  , وهذا ٌعنً 

            أي أن        لكل من   وبالتالً ٌوجد قاسم أولً ,              أن   لً )طرٌقة ثانٌة( نفرض جد

 |       |     |     |       |       |     |      |     |                                                 

 . ناقض مع الفرضٌتوهذا 

 ,    محقق من أجل   2أي أن  البند ,               ]             : ٌتحقق    نعلم أن ه من أجل  -2

ة البند   ته من أجل على ولنبرهن ,        من أجل   2لنفرض صح   .      صح 

[        ]               ]=                  ]لدٌنا   [                       

داد )حسب الفرض بؤن  الأع        لكل                     وبما أن  ,             عندما                 ]لأن  

ل ٌنتج أن   اً مثنى مثنى( فإن ه حسب البند الأو   ٌ ٌ ة نسب عداد      وبالتالً فإن  الأ,         لكل               المفروضة أول

اً مثنى مثنى ,    والتً عددها ,                         ٌ ٌ ة نسب  فإن ه ٌتحقق أن  , تقراء وحسب فرضٌة الس, تكون أول

 وبالتالً ٌتحقق المطلوب .                      =                      ]

اً مثنى مثنى فإن ه ٌتحقق              إذا كانت الأعداد الصحٌحة الموجبة  (:1)نتٌجة  ٌ ٌ ة نسب  أول

                                              

 . 2والبند الثانً من المبرهنة  1ٌنتج مباشرة من المبرهنة البرهان: 

    إذا كان (: 2)نتٌجة
    

        
 :فإن ه ٌتحقق , إلى قوى عوامله المختلفة   تحلٌلاً للعدد الموجب ,     

                     (      
  )                              

  نلاحظ أن  الأعداد البرهان: 
     

       
اً مثنى مثنى       ٌ ٌ ة نسب نحصل على ,   1لنتٌجة فإن ه بالتطبٌق المباشر ل,   وحاصل ضربها ٌساوي العدد , أول

 المطلوب.

 :تٌة إٌجاد حل  للتطابقات الآ ,  ٌكافا  3,4,7على كل من الأعداد  2قسمة الله نفس باقً ,    د عدداً صحٌحاً اجإن اٌ :مثال

   {
          

          

          
}                         

 (  قٌاس )نظٌر ضربً لعدد صحٌح:تعرٌف

             إذا تحقق   قٌاس   )إن وجد( إن ه نظٌر ضربً للعدد   عدداً صحٌحاً , نقول عن عدد صحٌح   و , عدداً صحٌحاً موجباً   لٌكن

 .              لأن    15قٌاس العدد صحٌح الموجب     هو نظٌر ضربً للعدد     العدد : مثال

 إذا وفقط إذا تحقق  4قٌاس   نظٌر ضربً   2, فإن  للعدد      و     فمثلاً  إذا كان  ,  س لكل عدد صحٌح نظٌر ضربً قٌاس لٌومثال:  ملاحظة

ٌ ة ,                                               ٌ ة خط والمساواة فً الطرف الأٌمن تمث ل معادلة دٌوفنت

 لأن  الطرف الأٌسر زوجً دوماً . بكل بساطة أو,            لها حل  لأن   والتً لٌس    بالمجهولٌن 

 .            إذا وفقط إذا كان   n ٌكون له نظٌر ضربً قٌاس  عدداً صحٌحاً موجباً , إن  العدد الصحٌح    لٌكن: مبرهنة

 (                             )ٌعتمد على الخاصة البرهان: 

                 وهذا ٌعنً أن  ,                ومنه,         بحٌث     فإن ه ٌوجد عددان صحٌحان ,         ( بما أن   )

 .  قٌاس    ـضربً ل نظٌر  وبالتالً              

 هومن, عدد صحٌح    وحٌث            وبالتالً               فإن ه ٌتحقق  للعدد   نظٌراً ضربٌاً قٌاس   ( إذا كان  )

 .        , وهذا ٌعنً حسب مبرهنة أن             

 )طرٌقة إٌجاد نظٌر ضربً( :نتٌجة

بشكل تركٌب خطً للعددٌن   1 فإن ه علٌنا كتابة العدد,         وحٌث ,   قٌاس   نلاحظ أن ه لإٌجاد نظٌراً ضربٌاً لعدد  ة ,السابقالمبرهنة من برهان 

 نجد : لدٌنا  مةقسل, باستخدام خوارزمٌة ا      وذلك بكتابة الخطوات المعاكسة لإٌجاد , باستخدام خوارزمٌة اقلٌدس     الأولٌٌن نسبٌاً 
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25,17
 خ ق
→  25=1(17)+8                                              

17,8
 خ ق
→  17=2(8)+1                    (25,17)=1 

8,1
 خ ق
→  8=8(1)+0                                              

وذلك انطلاقاً من العلاقة قبل ,       كتب الواحد كتركٌب خطً للعددٌن , ن  دهاجلإٌ,   25نظٌر ضربً قٌاس   17فإن  للعدد           وبما أن  

                                     الأخٌرة من خوارزمٌة اقلٌدس , فنجد

                                                 

 . 25قٌاس  17نظٌر ضربً للعدد  3العدد 

  ؟, حدد واحداً إن وجد   25قٌاس   17هل ٌوجد نظٌر ضربً آخر للعدد. 

 أمثلة على التطابقات:

       أولً  نحسبوذلك بؤن  , لٌس أولٌاً .                     ت أن  العدد اثبٌمكن ا (:1)مثال
 

  وبالتالً          , لدٌنا  

                                                               

                                                                        |   

ة ما ٌلً :1طرٌقة المثال)استخدام ب :تمرٌن  ( برهن على صح 

(a)               

(b)                               

(c)                                 ( 1=(2,645))لحظ أن 

∑أوجد باقً قسمة العدد  (:2)مثال       
 .  24على      

∑بما أن         
                أن   ةلاحظبم, و                                

∑وبالتالً ,     لكل              فإن         
          ∑       

              

∑هو باقً قسمة   وبالتالً العدد        
 .  24على     

 .             |  بحٌث   دد صحٌح موجب أوجد أصغر ع (:3)مثال

  31على العدد         للعدد   فإن  المطلوب إٌجاد باقً القسمة ,                                       |   ,  بما أن  

 :وبما أن         الذي ٌحقق 

                                                              

                                 

                                                

إحدى التطبٌقات الهامة لعلاقة التطابق , هو إٌجاد اختبارات تتعلق بقابلٌة قسمة الأعداد الصحٌحة على بعض  اختبارات خاصّة بقابلٌة القسمة:

ٌ نة .الأعداد الم  ع

 ٌتحقق:      وحٌث     من أجل كل عددٌن صحٌحٌن موجبٌن  (:1)تمهٌدٌة

1-               

2-      (      ) 

 ه ٌنتج أن  , ومن    لكل     |  و     |  , وبالتالً فإن  ٌتحقق     لكل           فإن         بما أن   البرهان:

 .      لكل  (      )     و  (      )     وهذا ٌعنً أن  ,     لكل      |  و     |  

       حقق أعداد صحٌحة ت   وحٌث ,                           عددا صحٌحا تمثٌله العشري  لٌكن  :مبرهنة

∑  ولنفرض أن        ٌحقق   لكل عدد صحٌح    
 
∑  و             

 
                         وأن      

 عند ذلك ٌتحقق :

1-   |     ⇔      |  

2-   |     ⇔      |  

3-   |    ⇔      |  

4- [  |    ⇔      |        {             ⇔  [               ⇔                }    ⇔ 

5-    |       |  . 

 :بما أن   -((2+1 البرهان:
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                                            ∑         
 
    

                                          (       )   

{
 

      (      )  (   (      )        (      ))

     (      )  (   (      )        (      )) 

 ( : 1على )طرٌقة أخرى للبرهان  

  |      (      )  ∑     
 

 

   
  (      )  ∑     

 
   

   
 ∑   

 

   
                      

 ∑     
           

   

   
 

    ومنه ٌتحقق               ٌتحقق       وذلك لأنه من أجل كل 
 وبالتالً ٌتحقق :            

 ∑     
            

∑              |    وبما أن,           
              

 فإنه ٌنتج من التكافإات السابقة أن: ,     

  |        |   

 أٌنما وجدت .   ن كام   بدال إب ذلك, و 1 على برهانمماثلة للخطوات ب 2وٌتم البرهان على 

الذي ,                         فإن ه ٌتحقق التكافإ           )قبل البدء بالبرهان ٌجب ملاحظة أن ه إذا كان (: 3+4) 

  .ومن هنا نستطٌع القول بؤن ه للبرهان على التكافإ الأخٌر ٌكفً أن نبرهن على التطابق الأول,   |   |   بدوره ٌكتب بالشكل

     وبالتالً             ومنه             الآن لدٌنا 
إلى     وبؤخذ المجموع للطرفٌن من             

 : نجد أن      

 ∑      
  

    ∑   
 
 ومن التطابق الأخٌر ٌنتج التكافإ ,                               

  |         |    : والذي ٌكتب بالشكل,                             

 . وٌمكن إثبات الثنٌن معاً كما ٌؤتً:                نوأ              ٌكفً لذلك ملاحظة أن   , 4بنفس طرٌقة برهان  3 ٌتم برهان 

                                      
             ∑    

 

 

   

  ∑           

 

   

 

           {
 [                                                           
 | 
⇒             [                        

 

     :  نجد أن      ـ, وبضرب الطرفٌن ب                  وبالتالً               لدٌنا  -5
                  

∑وبالجمع نجد      
  

    ∑                 
 ومنه ٌنتج التكافإ,              وهذا ٌعنً أن  ,    

 .  |             |     , أي أن                                

 .              |   : بحٌث  2للعدد   أوجد أكبر أس  :مثال

 .     , وٌنتج من ذلك أن       و    |  وبالتالً فإن  ,          و     |    و   | الحل:

 .          |  : بحٌث   5للعدد   أوجد أكبر أس  :مثال

 .    وبالتالً أكبر أس هو       و  |  وبالتالً فإن  ,          و     |  و    |  الحل:

 .       على كل من             لعدد اختبر قابلٌة قسمة ا :مثال

 9ٌقبل القسمة على   وكذلك  , 3ٌقبل القسمة على   فإن    3ٌقبل القسمة على                        بما أن   الحل:

  ن  العدد فإ , 11ل ٌقبل القسمة على                       كذلك لدٌنا . أٌضاً   9ٌقبل القسمة على   وبالتالً فإن   , 

 إن كل ما تقدم من أمثلة ٌعتمد على التكافإات الواردة فً المبرهنة السابقة . . 11ل ٌقبل القسمة على 

 (        )اختبار قابلٌة القسمة على  :مبرهنة

        أحد الأعداد ٌرمز إلى   ا كان ناتج هذه القسمة , فإذ     و   1000على   باقً قسمة العدد       عدداً صحٌحاً موجباً , ولٌكن   لٌكن 

 . (         )|         | فإن ه ٌتحقق التكافإ : 

ومنه بإضافة ,                  ٌكتب بالشكل   فإن  العدد , وحسب المعطٌات ,               نلاحظ أولً أن   البرهان:

                       وبالتالً فإن  ,                         للطرفٌن وإجراء بعض الإصلاحات نجد     

 فإنه حسب مبرهنة ٌتحقق:      |           بما أن و,                            أي أن  

                          [                                           

(         )|   وهذا ٌعنً تحقق التكافإ:                  |  . 
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 .لد ٌنا  7,11,13على كل من الأعداد   n=14824017659اختبار قابلٌة قسمة العدد  :مثال

                                                                      

  الشكل : على    العدد  من جدٌد نكتب

                                                                

 بالشكل:   نكتب العدد  ثم

                                                                                       

 .       و         و |        فإن ه ٌنتج أن              وأن            وأن         |  وبما أن  

 تمارٌن:

            فؤثبت أن             إذا كان -1

                                                           أثبت -2

 .                                                       أثبت -3

  .                        |  أثبت:   - 4

             (b                                . 

ة كل من العلاقات الآ-5  .                      : تٌةأثبت صح 

                        . 

                      

∑استخدم الستقراء الرٌاضً فً إثبات ما ٌلً :-6     
 1  فردي   وحٌث                         

                       

                         

                      

                         

                       

                         

                            

                             

}   أثبت ما ٌلً:                                  -7
 زوجً                 

  فردي                
 

            عدداً فردٌاً فؤثبت أن  :     إذا كان -8

 .            فؤثبت أن     ,               وكان , عدداً أولٌاً   إذا كان -9

 .  لكل عدد صحٌح               أثبت أن  -11

           ؤثبت أن   ف  قٌاس   نظٌرٌن ضربٌٌن للعدد     إذا كان -12

 , فؤثبت أن  :  i≤t≥1 ; 1=(     التً تحق ق  {           }   هً جمٌع الأعداد من            إذا كانت  [13]

 . i≤t≥1وحٌث             بحٌث  iٌوجد  ⇔nنظٌر ضربً قٌاس  aللعدد 

 .12التً لها نظٌر ضربً قٌاس      أوجد جمٌع الأعداد من [14]

 ؟ أوجده إن كان جوابك نعم. 35قٌاس  16هل ٌوجد نظٌر ضربً للعدد  [15]



34 
 

 .                                         فؤثبت أن  :           إذا كان  [16]

∑     إذا كانت  [17]    
  

 .                فؤثبت أن             , وإذا كان   ثٌرة حدود , بمعاملات من ك    

ابق      إذا كانت  [18]  .                            فؤثبت أن  : [17]هً كثٌرة الحدود فً التمرٌن الس 

 . 44444 , 1324804 , 81356822426:    التالٌة القسمة على  بحٌث تقبل كل  من الأعداد 2للعدد  kأوجد أكبر أس   [19]

 . 55555 , 2566025 , 23455890:    بحٌث تقبل كل  من العداد التالٌة القسمة على  5للعدد  kأوجد أكبر أس   [20]

 .  6743109 , 10763732 , 153456781:  3 , 9اختبر قابلٌة قسمة كل  من الأعداد التالٌة على أي  من العددٌن  [21]

الٌة على اي  من الأعداد [22] ٌ ة فسمة كل  من الأعداد الت   .  6743109 , 10763732 , 1086320015: 7,11,13اختبر قابل

 . n≥0لكل   7ٌقبل القسمة على  234235236237238239      برهن على أن  العدد  [23]

[24](a)   ة القسمة على               إذا علمت أن ٌ م اختبارا لقابل  . 37, فصم 

(b)  استخدم(a)  ة قسمة الأعداد التالٌة على ٌ  . 2688238145 , 20612573112607 , 101800771617212: 37لختبار قابل

[25](a)  إذا كانd | k   فؤثبت أن    |     . 

(b)  استخدم(a)  عدداً أ    لإثبات التمرٌن : إذا كان ً لٌا لً , هل   kفؤثبت أن  العدد  و   ؟العكس صحٌحأو 

 

 

 

 

 

 (Residue systems)أنظمة الرواسب 

 

فة على  nلقد وجدنا أن  علاقة التطابق قٌاس عدد صحٌح موجب  ئ المجموعة  المعر  من   nإلى    هً علاقة تكافإ , وبالتالً فإن  هذه العلاقة تجز 

ن من جمٌع الأعداد المتطابقة قٌاس  nالتً كل  منها صف  تطابق قٌاس المجموعات الجزبٌة غٌر المتقاطعة , و , فمثلاً : كل  صف  تطابق  n, وكل  صف  ٌتكو 

{           |    }   ]ٌكتب بالش كل :  2قٌاس   {   |          }  [   {    |   } 

{      }   ]        هً:          2وبالتالً فإن  صفوف التطابق المختلفة قٌاس   {                 }     

       [   {         }  {                    }                                                                          

 وذلك حسب خواص  صفوف التكافإ .      ]    ]   ]   و       ]    ]   ]وذلك لأن  

 بقاً على أهم  خواص  التطابقات والتً من المفٌد ذكرها هنا لأهمٌتها :لقد برهن ا سا

, وبشكل أكثر تحدٌداً كل  عدد  nقٌاس   {            }   من أعداد المجموعة  واحداً فقطكل  عدد صحٌح ٌجب أن ٌطابق عدداً  مبرهنة

̅           :  , وبشكل رمزي نكتب nقٌاس   nعلى  ̅ ٌطابق باقً قسمته   صحٌح         ̅        . 

ٌ ن وجود تطبٌق  (1)ملاحظة  : المبرهنة الأخٌرة تب
             
ف بالمساواة         → ٌكون عدداً صحٌحاً    من  a, وهو غامر لأن  كل  عدد  ̅     𝜋معر 

̅     𝜋وبالتالً فإن ه ٌكتب بالشكل  a<n≥0وٌحق ق   غامر . 𝜋وبالتالً التطبٌق    

ٌ ن أن  كل  عدد صحٌح ٌطابق عدداً واحدً فقط من المجموعة :(2) ملاحظة لٌست المجموعة الوحٌدة    .وفً الحقٌقة امجموعة nقٌاس    المبرهنة الأخٌرة تب

ٌ ن ذلك لحقاً( وهذا ٌقود إلى التعرٌف التالً :  التً تتمتع بهذه المٌزة )سنب

 ( n  :Complete residuesystem)نظام رواسب تام قٌاس  رٌفتع

, إذا كان كل  عدد صحٌح ٌطابق عدداً واحداً فقط من عناصر nقٌاس  نظام رواسب تام   تمث ل,    الجزبٌة من   {          }  نقول إن  المجموعة  

 . nقٌاس  Aالمجموعة 

 تطبٌقاً غامراً .  Aعلى   ولنا : إذا كانت علاقة التطابق من )ٌمكن ذكر الش رط بلغة التطبٌقات بق

, حٌث  n, وهو من أهم  أنظمة الرواسب قٌاس  nتمث ل نظام رواسب تام  قٌاس      : من المبرهنة الأخٌرة والتعرٌف نلاحظ أن  عناصر المجموعة  (1) مثال

حٌحة على  واسب الت ام الأساسً  nالعدد الص حٌح الموجب عناصره تمث ل مجموعة  بواقً قسمة الأعداد الص  ٌ ه نظام الر   .nقٌاس , ولتمٌٌزه عن غٌره نسم

ٌ ة  مبرهنة  (nنظام رواسب تام  قٌاس   من A) اختبار عملً لكً تمث ل عناصر مجموعة جزب

حٌحة , عند ذلك ٌتحق   {          }  لتكن  ٌ ة من مجموعة الأعداد الص   ق :مجموعة جزب

غٌر متطابقة  A)أي أن  عناصر                             إذا وفقط إذا تحقق    nتمث ل نظام رواسب تام قٌاس  Aعناصر المجموعة 

 مثنى مثنى (

. بما أن                بحٌث  Aمن       , ولنفرض جدلً وجود عددان مختلفان  nتمث ل نظام رواسب تام  قٌاس  A( نفرض أن   البرهان : )

حٌح               الً ٌتحقق الشرط       ٌطابق عددٌن مختلفٌن هما    فإن ه ٌنتج أن  العدد الص  وهذا مستحٌل . إذاً الفرض الجدلً غٌر ممكن وبالت 
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 المطلوب فً الطرف الأٌسر .

ف تطبٌقاً من    من    ٌتطابق مع عنصر واحد فقط  Aمن    , فإن  كل عدد صحٌح  nنظام رواسب تام  قٌاس    ( بما أن  1)طرٌقة   )  Aوهذا ٌعر 

      , وذلك لأن ه لو كان     لفتان من مخت      فإن  صورتٌهما  Aعنصرٌن مختلفٌن من       )لأن ه إذا كان  متباٌن, وهذا التطبٌق    إلى 

منتهٌتٌن ولهما نفس العدد من    و  A, وبما أن  المجموعتٌن   I ≠ jلكل                , وهذا ٌتناقض مع الفرض بؤن               لكان 

بواسطة  A, فهو ٌطابق عنصراً واحداً فقط من    ٌطابق عدداً واحداً فقط من  xتقابلاً , وبما أن  كل  عدد صحٌح  العناصر فإن  التطبٌق المتباٌن بٌنهما ٌكون

 التقابل المذكور.

 (:2)طرٌقة

               
   نظام رواسب تام قٌاس 
⇒                                    

قةمتطاب مثنى مثنى  عناصر  غٌر 
⇒                                 

   {          }
⇒                   

                    

فإن  كل    Aمن    ٌتطابق مع عنصر واحد      من    نظام تام ( وكل  عنصر    ن  ) لأ   من    ٌتطابق مع عنصر واحد  xعدد صحٌح  وبما أن  كل  

 .nنظام راسب تام  قٌاس  A, وبالتالً فإن   Aمن    ٌتطابق مع عنصر واحد  xعدد صحٌح 

ابقة فً إثبات النتابج الآتٌة :  نستخدم المبرهنة الس 

 :  نتائج

حٌحة المتتالٌة تمث ل نظ nكل  مجموعة مإل فة من  (1)  . nام رواسب تام  قٌاس من الأعداد الص 

اً مع العدد  a, وكان nنظام رواسب تام  قٌاس  {          }  إذا كانت  (2)  ٌ اً نسب  ٌ ل  , فإن  عناصر المجموعة : nعدداً صحٌحاً أو 

 . bلكل  عدد صحٌح  nتمث ل نظام رواسب تام  قٌاس  {                   }  

 هان:البر

.  nمتطابقٌن قٌاس  b+i , b+j, ولنفرض جدلً وجود عنصرٌن مختلفٌن منها  nأعداد صحٌحة متتالٌة عددها ,   b , b+1 , b+2 , … , b+(n-1)لتكن  (1)

نظام رواسب تام     وهذا ٌتناقض مع كون            , ومنه نجد أن                                    أي نفرض أن  

 . nقٌاس 

ومن التطابق             (     )      , بحٌث :  Bمن المجموعة              نفرض جدلً وجود عنصرٌن مختلفٌن  (2)

 n)دون تغٌٌر  aقسمة طرفً تطابق ( نستطٌع تقسٌم طرفً التطابق على فإن ه )حسب مبرهنة ,  1=(a ,n), وبما أن                 الأخٌر نجد ان  

. إذاً الفرض الجدلً غٌر صحٌح , وبالتالً المجموعة  nتمث ل نظام رواسب تام  قٌاس  A, وهذا غٌر ممكن لأن  عناصر              ( فنحصل على 

B  التً عدد عناصرهاn  إذاً حسب المبرهنة الأخٌرة نجد أن  المجموعة                                      تحق ق ,B  تمث ل

 .nنظام رواسب تام  قٌاس 

 ( n)نظام رواسب مختزل قٌاس تعرٌف

ٌ ة ن A, فإننا نسم ً مجموعة الأعداد من  nنظام رواسب تام  قٌاس  {          }  إذا كانت  ل اً مع الأو   ٌ , وبالتالً  nقٌاس  نظام رواسب مختزل nسب

واسب المختزل قٌاس  ٌ ة  nنظام الر  فة بالش كل  nقٌاس  Aمن نظام رواسب تام   Sهو المجموعة الجزب  . {        |    }  , المعر 

واسب التام  [ هً  S, أي أن      تمث ل العناصر القلوبة فً الحلقة    فً  Sن  . لحظ أ {     |    }  نكتب      الأساسً  nقٌاس فً نظام الر 

ٌ ة فً  الزمرة رب  (   الض 

اً مع     , وأن  مجموعة الأعداد من  12نظام رواسب تام  قٌاس   {          }    نعلم ان  :مثال  ٌ ٌ ة نسب ل , وهً  S={1,5,7,11}هً ,  12,الأو 

واسب التام  قٌاس     الموافق لنظام الرواسب التام   12واسب المختزل قٌاس تشك ل نظام الر   ٌ رنا نظام الر   , وأخذنا الأعداد المتتالٌة 12. وإذا غ

واسب المختزل قٌاس  12, التً تمث ل نظام رواسب تام  قٌاس  {                  }   , وعدد  {     }الموافق هو  12, فإن  نظام الر 

العدد نفسه من العناصر , وهذا العدد  n. سوف نرى فً مبرهنة قادمة أن  لجمٌع أنظمة الرواسب المختزلة قٌاس Sاصره أربعة أٌضاً كما هو عدد عناصر عن

ى  (.Euler's functionأو تابع أولر) دال ة أولر سوف ٌسم 

رورة صحٌح( . )العكس            فإن              إذا كان  (1):تمهٌدٌة  لٌس بالض 

اً مع  a, وكان nنظام رواسب مختزل قٌاس  {          }  إذا كان  (2)  ٌ ٌ اً نسب ل ٌتطابق مع عدد واحد فقط من  a, فإن   nعدداً صحٌحاً أو 

 .nقٌاس  Bالمجموعة 

 .                     , وبالت الً :          , ومنه              , فإن             بما أن    (1) البرهان:

حٌح  Bالموافق لـ  nنظام الرواسب التام  قٌاس  Aلٌكن  (2) , وبالتالً            بحٌث  Aمن  bٌوجد عدد وحٌد  a, من اجل العدد الص 

واسب المختزل قٌاس , ومن تعرٌف نظام ا        فإن          , وبما أن               ٌتطابق مع  b, وبما أن   Bٌكون من   bفإن   nلر 

واسب التام    .B, فإن ه بالتؤكٌد ٌكون كذلك فً الن ظام  Aنفسه فقط فً  نظام الر 

 )دال ة اولر( وتعرٌف مبرهنة

واسب المختزلة قٌاس  مزnجمٌع أنظمة الر  ٌه دال ة اولر )أو تابع اولر  φ(n) , تملك نفس العدد من العناصر , نرمز لهذا العدد بالر   (Euler's functionونسم 

, ومن التمهٌدٌة السابقة نجد أن  كل     {          }     {          }  هما :  n: نفرض وجود نظامً رواسب مختزلٌن قٌاس البرهان

نا نجد أن ه ل ٌمكن وجود nما أن ه ل ٌوجد عددان متطابقان فً أي  نظام رواسب مختزل قٌاس , وب Aٌتطابق مع عدد واحد فقط من أعداد  Bعدد من  , فإن 
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, وبالطرٌقة نفسها نبرهن  s ≤ t, أي  أن    Aاقل  أو ٌساوي عدد عناصر  B, وبالت الً فإن  عدد عناصر  n, قٌاس  Aٌطابقان العدد نفسه من  Bعددٌن من 

 . t=sحصل على أن  ومن ثم ن,  t ≤ sعلى أن  

واسب المختزل قٌاس  nكنظام رواسب تام  قٌاس    إذا أخذنا  : ملاحظة  φ(n)وبالتالً فإن  ,  {       |    }  ٌكون    n, فإن  نظام الر 

اً مع   ٌ ٌ ة نسب ل فر . )إن   n, والتً اصغر من  nهو عدد الأعداد الأو  مر Bوأكبر أو تساوي الص  ٌ ة فً الحلقة تمث ل الز  رب  (.n)حلقة بواقً القسمة على    ة الض 

اً مع     إن  الأعداد من  :مثال  ٌ ٌ ة نسب ل  . φ(12)=4وبالت الً  4وعددها  {        }هً  12الأو 

اً مع    كذلك الأعداد من  -  ٌ ٌ ة نسب ل  .φ(9)=6وبالتالً  6وعددها  {           }هً  9الأو 

لٌا , لأن ه فً هذه الحالة الأعداد من  n العدد , والمساواة تتحقق عندما ٌكون φ(n) ≤ n-1فإن    n>1أجل كل  عدد صحٌح  ونلاحظ أن ه من- ٌ ة    أو  ل والأو 

اً مع   ٌ  .(n-1)والتً عددها  n-1,…,1,2هً كل  الأعداد  nنسب

, تصلح دوماً لترقٌم أي نظام رواسب  nناصر أي نظام رواسب مختزل قٌاس , والتً عدد عناصرها ٌساوي عدد ع -φ(n),…,1,2,: إن  المجموعة ملاحظة

 .nمختزل قٌاس 

ٌ ة من  {             }  , وكانت  nنظام رواسب تام  قٌاس  {          }  : إذا كانت مبرهنة تمث ل نظام الرواسب  Aمجموعة جزب

اً مع  aكان  , وإذاnالمختزل الموافق قٌاس   ٌ اً نسب  ٌ ل تكون نظام رواسب مختزل  {                }      فإن  المجموعة  nعدداً صحٌحاً أو 

 .nقٌاس 

ابقة بقولنا : إذا ضربنا جمٌع عناصر نظام رواسب مختزل قٌاس  ص المبرهنة الس  اً مع  n)نلخ   ٌ ً  نسب ل ى نظام رواسب , فإن نا نحصل عل nبعدد صحٌح أو 

 (. nمختزل جدٌد قٌاس 

فإن ه       , وبما أن   nتمثل نظام رواسب تام  قٌاس   {             }      فإن ه حسب نتٌجة المجموعة   1=(a ,n): بما أن  البرهان

لً           نفرض جدلً أن  ,  I ≤ φ(n) ≥1لكل            ٌكفً أن نبرهن على ان   ,     |       و   |  لهما أي   P, وبالتالً ٌوجد قاسم أو 

,                , وكلاهما مستحٌل لأن        |         |           |         |        |         |          |  وبالتالً ٌصبح لدٌنا : 

 .          فرض الجدلً لٌس صحٌح , وبالتالً إذاً ال

 

 أنظمة الرّواسبعلى تمارٌن 
 .40أوجد نظام رواسب مختزل قٌاس  1)

 .30أوجد نظامً رواسب مختزلٌن قٌاس  2)

 .3جمٌع عناصره قوى للعدد  13هل ٌوجد نظام رواسب تام  قٌاس  3)

 .3عناصره قوى للعدد جمٌع  13أوجد )إن أمكن( نظام رواسب مختزل قٌاس  4)

رورة أن ٌكون  nنظام رواسب مختزل قٌاس  {             }  إذا كان  5) ٌ ن أن ه لٌس بالض  نظام                     , فب

 .nرواسب مختزل قٌاس 

لً , ن {          }  و  {          }  إذا كان  6) ٌن قٌاس العدد الأو  رورة أن ٌكون Pظامً رواسب تام   , فبرهن على أن ه لٌس بالض 

 .P, نظام رواسب تام  قٌاس                    

اً , وكان  nإذا كان  7)  ٌ  .                    , فبرهن على أن  :  nنظام رواسب تام  قٌاس  {          }  عدداً فرد

 

 ( Wilson's theorem ن) مبرهنة أولر + مبرهنة وٌلس تطابقات خاصّة

 (Euler's theorem: )أولر مبرهنة

اً مع  aعدداً صحٌحاً موجباً , وكان  nإذا كان   ٌ لٌاً نسب  مز لدال ة أولر تر φ(n), حٌث                , فإن ه ٌتحق ق  nعدداً صحٌحاً أو 

 .                                       وبشكل رمزي نكتب 

 فإن ه حسب مبرهنة سابقة نجد أن  ,  1=(a ,n), بما أن   nنظام رواسب مختزل قٌاس  {             }  نفرض أن   البرهان :

اً مع  nتكون نظام رواسب مختزل قٌاس   {                }        ٌ لً نسب ,   ٌطابق عدداً وحٌداً من عناصر  n, وبالتالً كل  عدد أو 

الً كل عنصر  ٌ ة سابقة , وبالت  ضرب هذه , وب   وعناصر  Bتطابق بٌن عناصر   φ(n), ومن ذلك ٌنتج  nقٌاس     ٌطابق عدداً وحٌداً    حسب تمهٌد

, ومنه نحصل على التطابق :                                     التطابقات طرفاً لطرف نحصل على التطابق : 

(              ), فإن   I ≤ φ(n) ≥1لكل  ,          , وبما أن                                        )حسب مبرهنة (    

 .               ,  نحصل على المطلوب              وبالتالً , بتقسٌم طرفً التطابق الأخٌر على 

 : نتابج 

غرى ( إذا كان  1) ٌ اً و  P)مبرهنة فٌرما الص  ل ً  aعدداً أو   .              فإن ه ٌتحقق :  p † aبحٌث  عدداً صحٌحا

اً فإن ه  Pإذا كان  2)  ٌ ل  .            ٌتحق ق :  aلكل  عدد صحٌح , عدداً أو 

 . nقٌاس  aنظٌر ضربً للعدد         فإن   1=(a ,n)إذا كان  3)

 .                   هو             فإن  الحل  الوحٌد للتطابق  1=(a,n)إذا كان  4)
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لً ( Pتكتب بالش كل :  ) 2: النتٌجة ملاحظة ٌ ة  . وبالتالً فإن                   عدد أو   ٌكتب بالش كل :  نفً هذه القض

 (P ) ًل  . aلعدد صحٌح محدد                لٌس أو 

م لنا طرٌقة اً  P للبرهان على أن  عدد ما   وهذه تقد   ٌ ل  .             بحٌث  a)أو أنه مإل فاً( , وذلك بإثبات أن ه ٌوجد عدد صحٌح  لٌس أو 

رٌقة سوف نعالج المثال الثالث القادم.   وبهذه الط 

لً  Pبما أن  (1): )على النتابج ( البرهان                                 وبالتالً حسب مبرهنة أولر نجد أن   1=(p,a)فإن   p†a, وبما أن   φ(p)=p-1فإن  , أو 

             . 

ا إذا , وذلك لأن علاقة التطابق هً علاقة تكافإ,             ومنه ٌنتج             وبالتالً            فإن   p|aإذا كان   (2) أم 

 .            ومنه ,               نجد أن   (1)سب فإن ه ح p†aكان 

ا نستطٌع  1=(a,n)بما أن  (3) وحسب مفهوم الن ظٌر ,                                     ستخدام مبرهنة أولر , ونكتب افإنن 

ربً قٌاس   . nقٌاس  aضربً للعدد هو نظٌر        نجد أن  ,  nالض 

 نحصل على المطلوب . (3)الوارد فً البند  aبالنظٌر الضربً لـ              بضرب طرفً التطابق  (4)

 :أمثلة

 .11على العدد     أوجد باقً قسمة  (1)

 .    أوجد مرتبتً الآحاد والعشرات للعدد  (2)

لً  117أثبت أن  العدد (3)   ( .مإل ف )لٌس أو 

 

 الأمثلة السابقة محلولة.

 

اُ مع  aعدداُ مإل فاُ , هل ٌوجد عدد صحٌح  n: إذا كان سإال  ٌ لً نسب إال فً ,             ٌحق ق  nأو  :                  رٌن متالالإجابة على الس 

 :                 برهن على أن  

 )الحل موجود(......

 تً :الآالتعرٌف  روهذا ٌبر

لً (     لٌكن  تعرٌف   . عدد مإل ف nعددٌن صحٌحٌن موجبٌن , وحٌث  n , b)عدد شبه أو 

لًن ه إ nإل ف منقول عن العدد ال   .           إذا كان  bللأساس  (Pseudoprime)عدد شبه أو 

 تعرٌف ) أعداد كارماٌكل(

اُ مع  aمن أجل كل  عدد صحٌح ,               ٌحق ق  nكل  عدد مإل ف  وه كارماٌكلعدد   ٌ لً نسب  . nأو 

من هذه  برهان على وجود عدد غٌر منتهتم ال. وقد   1910والذي تم  اكتشافه من قبل العالم كارماٌكل العام ,  (561)أعداد كارماٌكل موجودة وأصغرها العدد 

 ة علماء من جامعة جورجٌا .فً الولٌات المت حدة من قبل ثلاث 1992الأعداد فً العام 

ٌ اُ أكبر من  pإذا كان  : )محلول(تمرٌن ل  .                        فإن ه ٌتحق ق :  2عددا ُ أو 

 بدهً بالت ربٌع .    : الحل  

لً فإن   Pوبما أن  ,                 | فإن  ,             بما أن                 , أي أن      | أو     | أو 

 .            فإن   ,             وبما أن  ,              أو 

 (  Wilson's theorem ن)وٌلس مبرهنة

اُ فإن ه ٌتحق ق : أعدداُ  Pإذا كان    ٌ ل  .                 و 

لكل   1=(a ,p), بما أن   p>2  أن   الآن  لنفرض, وٌتحقق المطلوب فً هذه الحالة .                    فإن  ,  p=2إذا كان البرهان:

لتً نظٌرها الضربً نفس العد هً التً تحق ق : ا aد ا, إن الأعد        بحٌث  pقٌاس  aللعدد  bفإ ن ه ٌوجد نظٌر ضربً ,         

ً  ا, اي  أن  الأعد                        ا التكافإ لدٌن السابق ,تمرٌن الوحسب ,              رب هو د التً نظٌرها الض 

وعلٌه نستطٌع تكوٌن  p-1 , 1قط العددان فوبالتالً فإ نها ,          وحٌث             هً التً تحقق ,  pس العدد قٌاس فن
   

 
زوجاُ  

:                                                    , وبالتالً نحصل على أن   pقٌاس  1ٌكون حاصل ضرب كل  زوج منها ٌطابق  بحٌث,  p-2 , 2من الأعداد  بٌن 

 ومنه نجد أن   ,                              

 .                  ,  أي أن  ,                                              

 (نٌلسو)عكس مبرهنة  مبرهنة

 عدد أولً . nفإن  ,                  بحٌث  , موجباً  صحٌحاً  عدداً  nإذا كان 

 ,  (1)            | فإن    a < n, بما أن   a , b <n > 1وحٌث  n = a bعدد مإل ف ,وبالتالً  nلنفرض جدلُ أن   البرهان:
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 ,  (2)              | ٌنتج أن  للقسمة الت عديخاصة فإنه من ,   | , ولدٌنا          | فإن ,                  وبما أن   

  |                   |  : أي أن                 ٌقسم أي تركٌب خطً للعددٌن  aنجد أن   (2)و (1)من 

لً . n , ومنه عدد مإل ف غٌر صحٌح  nالفرض الجدلً بؤن   (, إذاً   قواسم الواحد هً فقط , ) a>1أن , ستحٌل موهذا   عدد أو 

 )برهانها تطبٌق جٌد لمبرهنتً وٌلسن و اولر(مبرهنة 

اً , فإن ه ٌتحق ق :  Pإذا كان   ٌ ٌ اً فرد ل   ٌوجد حل    للتطابق                       عدداً أو 

)  فإن             وعلاوة على ذلك إذا كان 
   

 
)  حل  للتطابق .  

لً أن ه ٌوجد حل      البرهان:   بالتالً ٌتحقق للتطابق , و   نفرض أو 
  , فٌكون              

   
    

  
   

      
   

         . 

  )لأن       بملاحظة أن  
غرى نجد ( فإن                ه باستخدام مبرهنة فٌرما الص 

   
م نجد أن  :            , مما تقد 

      
   

          |      
   

      , ولكن العدد  
   

ا أصغر أو ٌساوي    لً الفردي  2إم  ل ٌمكن أن ٌقسم  p, وبما أن  العدد الأو 

      م أن  , فإن ه من المحت   2
   

, وهذا ٌوجب أن ٌكون     
   

 
اً , أي أن      ٌ زوج

   

 
 p-1=4kعدد صحٌح , ومنه  k, وحٌث      

 .           وبالتالً 

عدد صحٌح , إذاً  k, وحٌث  p-1=4k, وبالتالً فإن             لنفرض أن      
   

 
                                                    زوجً . الآن لدٌنا :    

               
   

 
 

   

 
                                                                                                                            

         
   

 
( 

   

 
)                      

   

 (       
   

 
)
 

        

بما أن              
   

 
               زوجً فإن   

   

             *(
   

 
)  +

 
             . 

)*ن  , ومن التطابقٌن الأخٌرٌن ٌنتج أ                   لكن باستخدام مبرهنة وٌلسن, لدٌنا : 
   

 
)  +

 

           

)  أي أن  
   

 
) ً للتطابق     .              حلا 

ابقة .              , فإن  للتطابق               : بما أن  مثال  حلاً )حلول( , وأحد هذه الحلول كما وجدنا فً المبرهنة الس 

  (
   

 
) ً . كذلك      فإن                , وبما أن       ً آخر .                ٌكون حلا   ٌكون حلا 

ً للتطابق  مثال:  .              أوجد )إن أمكن( حلا 

: لً (  pحلاً )وحٌث              نعلم أن ه ٌكون للتطابق  الحل                    , نلاحظ أن   p=11. من أجل             عدد أو 

            .ً  , إذاً لٌس للتطابق المفروض حلا 

ورة نتٌجة ٌ ة على الص  ل  عدد صحٌح موجب . n, وحٌث  4n+1: ٌوجد عدد غٌر منته من الأعداد الأو 

ورة  البرهان: ٌ ة التً على الص  ل معطى  N, ولنفرض أن  العدد            منته , ولتكن هذه الأعداد  4n+1نفرض جدلً أن  عدد الأعداد الأو 

            بالمساواة 
لً  N>1, بما أن          , ومنه             ( أي أن  P|N)أي أن   Nللعدد  P>2فردي , إذن ٌوجد قاسم أو 

          
, وحسب المبرهنة الأخٌرة فإن  ذلك ٌكافا أن               حلا  للمعادلة            وبالتالً فإن             

ٌ ة التً تكتب بالش كل             وبما أن         أي  أن              ل ٌجب أن ٌكون مساوٍ  pفإن       هً جمٌع الأعداد الأو 

          |    وكذلك ,  p | N, وبما أن        , حٌث    لأحدها ولٌكن 
ً لهما , وٌنتج أن   P, فإن     وهذا  P|1ٌقسم أي تركٌب خط 

ورة  ٌ ة على الص  ل ٌ ة.غٌر صحٌح , إذاً ٌوجد عدد غٌر منته من تلك الأعداد الأ 4n+1مستحٌل , إذاً الفرض الجدلً بوجود عدد منته من الأعداد الأو  ل  و 

ة(تمارٌن  )على التطابقات الخاص 

ٌ اً ٌحق ق  nإذا كان  1)  .n=3فؤثبت أن       | عدداً أو 

 ؟ nلأي  عدد مإل ف                 هل صحٌح أن   2)

ٌ ن مختلفٌن بحٌث  p , qإذا كان  3) ل  .              فؤثبت أن              و             عددٌن أو 

ٌ ٌن مختلفٌن وكان  p , qإذا كان  4) ل : aعددٌن أو   عدداً صحٌحاً فؤثبت أن 

(a)                              . 

(b)                                     . 

ٌ اً فؤثبت أ Pإذا كان  5) ل  ن  :عدداً أو 

(a)                                                         . 

(b)                   ⇔            . 

(c)      أثبت                     لكل       
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ٌّة  -  :((linear congruenceالتطابقات الخط

ا بالمجهول   (1)            طابق من الش كل كل  ت :تعرٌف  ٌ دراسة حل  )حلول( للتطابق  . إنأعداداً صحٌحة  a ,b, وحٌث  x, ٌسم ى تطابقا خط

حٌحة  م ملا (1)التً تحق ق التطابق  (  n, وبالتالً عن صفوف تطابق قٌاس  n)غٌر المتطابقة قٌاس  xٌعنً البحث عن الأعداد الص   حظتٌن :. وهنا نقد 

ً للتطابق    إذا كان  (1) ملاحظة    أي أن                   , فإن               ( , وكان              )أي  (1)حلا 

ً للتطابق    . من هنا ٌنتج أن ه إذا كان العدد  (1)ٌكون أٌضاً حلا  للتطابق  ً لذلك , [  ]جمٌع عناصر صف  التطابق  , فإن  (1)حلا  ,  لتطابق اتكون حلا 

ً للتطابق  nوبالتالً من الطبٌعً البحث عن صفوف التطابق المختلفة )من بٌن  ( والتً كل  منها ٌكون حلا   , وهذا مضمون المبرهنة الآتٌة : (1)صف 

 ونلاحظ ماٌلً :                                    من تعرٌف التطابق ٌمكن كتابة التكافإ :  (2)

ٌ ة  x , yٌوجد عددان صحٌحان      ٌحق ق التطابق  xٌوجد عدد صحٌح   (1), وبالتالً البحث  عن حلول التطابق  (2)بحٌث تتحق ق المعادلة الدٌوفنت

ٌ ة  عند وجوده . علماً بؤن ه ٌوجد طرٌقتان إضافٌتان  (1)بة طرٌقة لحل  التطابق المعروف سابقاً , وٌكون ذلك بمثا (2)ٌكافا البحث عن حلول المعادلة الدٌوفنت

ة قٌاس  xلإٌجاد حل  , الأولى بالت عوٌض عن  ( . والثانٌة باستخدام خواص  التطابقات , وهنا ٌجب الحذر   )مثل  n, بعناصر أحد أنظمة الرواسب التام 

 ( فقط . لقتضاء ), ولٌس خواص  ا ( )واستخدام خواص  التكافإ 

ً       (1)             ٌكون للتطابق   (a):مبرهنة  .     b |(a , n) حلا 

(b)  وإذا كان(a , n)|b  , للتطابق    وكان ً بط   (1)حلا  ً غٌر متطابق قٌاس  d=(a , n),  فإن ه ٌوجد بالض  , وهً:                                         nحلا 

     
 

     
                  . 

:   البرهان:  (2)…        (1)           نعلم أن 

ٌ ة   .        b | (a , n)حل   (1), وبالتالً ٌتحق ق :  للتطابق    b | (a , n)  حل    (2)ونعلم من مبرهنة  سابقة  أن  للمعادلة الدٌوفنت

(b) ة       ابقة , أن ه إذا كان ونعلم من مبرهنة س ٌ ً للمعادلة الدٌوفنت فإن  جمٌع الحلول هً:                                                            حلا 

     
 

 
              

 

 
           . 

        فنجد : ,   k = 0 , 1 , 2 ,…, d-1التالٌة  kالتً توافق قٌم  xلنؤخذ قٌم 
 

 
     

  

 
        

      

 
 , ولنبرهن على :    

لً:  . nإن  جمٌع هذه الأعداد غٌر متطابقة قٌاس  أو 

 . nاد  قٌاس ( , ٌجب أن ٌتطابق مع أحد هذه الأعد(d-1,.…,0,1,2)غٌر  kأي حل  آخر) حتماً ٌوافق قٌمة أخرى لـ  وثانٌاً:

   لنفرض جدلً أن   (1
 

 
      

 

 
            وحٌث ,           

 

 
   

 

 
          

     (    
 

     ⁄  
)    (    

 

  ⁄
) . والتكافإ الأخٌر مستحٌل لأن                              |               

           . 

   لنفرض الآن أن  ,   ثانٌاً:
 

 
ً للتطابق    ٌ ة القسمة على  (1), حلا  ورة :                             kنستطٌع كتابة ,  k, d. بتطبٌق خوارزم على الص 

 . ومنه نجد أن :                  

   المطلوب 
 

 
     

 

 
             

 

 
  (   

 

 
 )                  . 

 

ً   1=(a,n)إذا كان  :نتٌجة َ وحٌداَ قٌاس             , فإن  للتطابق الخط  ( . n)كفصل تطابق قٌاس  nحلا 

 حل  وحٌدوبالتالً ٌوجد 15|1=(6,29)نلاحظ أن               للتطابق(  29إن أمكن( جمٌع الحلول غٌر المتطابقة )قٌاس أوجد ): (1)مثال

ٌ ة إقلٌدس لإ (1). نحصل علٌه)كما ذكرنا فً الملاحظة  29للتطابق المعطى قٌاس  ٌ ة المكافبة , واستخدام خوارزم ٌ ة الخط ا بكتابة المعادلة الدٌوفنت ٌجاد ؛ إم 

ة قٌاس   بالتجرٌب , وذلك بالتعوٌض عن]أو[أحد الحلول  واسب التام   التطابقاتباستخدام خواص   ]أو[( -28……,0,1,2,)مثلاً 29بعناصر أحد أنظمة الر 

             ⇔              ⇔             )وهنا ٌجب الحذر واستخدام التكافإات فقط( فمثلاً لدٌنا :  

 فٌجب أن ٌحق ق بعضها هذا التطابق إن كان لها حل .(28,..,0,1,2)بـ   بالتجرٌب )الستبدال عن  رٌقة ثانٌة:ط

ٌ ة الموافقة : طرٌقة ثالثة: ٌ ة الخط  .                         حل  المعادلة الدٌوفنت

 

        

اً للعدد (a):تمرٌن   ٌ ً أم ل .              , ثم  استنتج إذا كان للتطابق  28 قٌاس 12أوجد )إن أمكن ( نظٌراً ضرب  حلا 

(b)  ة ٌ ً للمعادلة الدٌوفنت  .           أوجد )إن أمكن( حلا 

(c)  28أوجد )إن أمكن( جمٌع الحلول غٌر المتطابقة قٌاس  ً  .              للتطابق الخط 

 

                           : أوجد )إن أمكن( جمٌع حلول التطابق(2)مثال
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ن غٌر متطابقٌن قٌاس  10|2=(14,18)نلاحظ أن   ٌ ة إقلٌدس(     . أحدهما  18وبالتالً ٌوجد للتطابق حلٌ  رٌقة المعروفة من خوارزم  )بالتجرٌب أو بالط 

ٌ ة                , حصلنا علٌه من الحل             للمعادلة الدٌوفنت
       
⇒              . 

     والحل الآخر ٌكون , حسب المبرهنة الأخٌرة , 
 

 
                

  

 
       [             

                                                   

 .              للتطابق   15ٌر المتطابقة قٌاس : أوجد )إن أمكن ( جمٌع الحلول غ(3)مثال 

ٌ ة وهذه الحلول تعطى بدللة حل   15فإن  للمعادلة المعطاة ثلاثة حلول غٌر متطابقة قٌاس  3|3=(27,15)بما أن   ٌ ة الأساس  كما ٌلً :    حسب الن ظر

     
 

     
        أي            

 ً لً حلا  لً أن ه بوضع , )بالت جرٌب مثلاً(     لنوجد أو  ٌ ة الحلول غٌر المتطابقة                , نجد       نلاحظ أو  , وبالت الً تكون بق

 هً:15قٌاس

      
  

 
                

     

 
                                        ,  

 .{[9],[4],[14]} وهً نفسها   {[9],[4],[1-]}حلا  هً : والتً كل  منها ٌمث ل 15إذاً صفوف التطابق المختلفة قٌاس 

 

ٌ ة:  أنظمة التطابقات الخط

ً من التطابقٌن  xلنرى إذا كان ٌوجد عدد صحٌح  مثال)تمهٌدي(: }   ٌحق ق كلا 
          

         
} 

: ل نجد أن  من التطاب الحل   , بالت عوٌض فً التطابق الثانً نجد :                 , نستطٌع كتابة :               ق الأو 

             

            
      
⇐                                             

⇔                   نجد أن  :  (2)فً  (3)بتعوٌض  ً  x=14ونلاحظ أن  ,                , و  تحق ق التطابقٌن معا

 .                                       بالعكس . أي أن ه لدٌنا التكافإ : 

عدم وجود , حل  لهذا الن ظام , وفً حالة من الضروري  فً دراسة أنظمة التطابقات )كما هو الحال فً أنظمة المعادلت( المعرفة المسبقة لوجود ,  أو 

ٌ ة ( لحساب هذا الحل  )الحلول( وهو موضوع البند التالً .  الوجود , تقدٌم طرٌقة )أو خوارزم

        والآخر من الش كل                )تكافإ بٌن نظامٌن أحدهما من الش كل  :تمهٌدٌة
  

       
  ) 

ٌ ة التالً :       لٌكن لدٌنا نظام التطابقات الخط

              

              
   

              

}     

ً للتطابق    , ولٌكن   i≤k≥1لكل             ولٌكن   . عندبذٍ ٌتحق ق :  i≤k≥1لكل                 حلا 

(2)حلا  للنظام        حلا  للنظام   

    (    
  

       
)

    (    
  

       
)

   

    (    
  

       
)}
 
 

 
 

 

 

}   ٌن : لٌكن نظام التطابقمثال
           

           
     

ل حل              إن   للتطابق الأو 

انً حل              إن   للتطابق الث 
ٌ ة السابقة ٌتحق ق :    , وحسب التمهٌد

 

ً للن ظام    }   حلا 
           

           
حلاً للن ظام       

          

          
}      

 

ً للنظام              وبما أن نا وجدنا أن     , لنتحق ق من ذلك : (1), فإن ه ٌكون حلا  للن ظام  (2)حلا 

                     
بالتعوٌض الطرف الأٌسر من   
⇒                {
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ٌ ة التً فٌها معاملات ملاحظة ٌ ة السابقة ٌجعلنا نرك ز اهتماماتنا على الأنظمة الخط م التمهٌد  . 1تساوي  x: إن  التكافإ الذي تقد 

م لنا   . الأنظمةلوجود حل  لبعض  شرطاً كافٌاالمبرهنة التالٌة تقد 

 

 

ٌ ة مبرهنة ٌن  (the Chinese remainder theorem: )الباقً الص 

اً مثنى مثنى , فإن ه ٌوجد للن ظام :              نت الأعداد إذا كا  ٌ ٌ ة نسب ل أو 

            

            
   

            

}     

   , وحٌث                           , ٌعطى بالمساواة :           قٌاس العدد    حل  وحٌد 
 

  
هو     و 

 .   قٌاس    نظٌر ضربً للعدد  

   : لإٌجاد حل  للن ظام نفرض أن  البرهان
 

  
عندما            , بما أن                                         

نجد أن                                               تمرٌن, فإن ه بالعتماد على     

   ولٌكن    نظٌر ضربً قٌاس    د , وبالتالً للعد          أي أن                             

ً للنظام المفروض . وهذا ٌتم  بإثبات أن                            ( , لنبرهن الآن على أن                )أي أن   حلا 

ومنه :                                        لكل              , فإن      عندما    |  بما أن  ,  r≤k≥1 لكل               

                                        

ٌ ة . لبرهان          (           , ومنه نجد أن                وقد وجدنا أن   ن للن ظام       , نفرض أن   الوحدان  (1)حلا 

ومنه :               r≤k≥1لكل                  ( من تعرٌف الحل  نجد أن         )ولنبرهن على أن هما متطابقان قٌاس 

  |           1 ≤ r ≤ k أي أن  :                           |          ]             , نجد  نتٌجة سابقة , وباستخدام .

             . 

 

م على بح  : أوجد أصغر عدد موجب مثال م على  1بقً  3ٌث إذا قس  م على  2بقً  4, وإذا قس   . 3بقً  5, وإذا قس 

}ٌجب ان ٌحقق   إن  العدد المطلوب 

               
               
              

 

اً مثنى مثنى لأن    3,4,5إن  الأعداد  ٌ ٌ ة نسب ل قٌاس العدد     هنة الباقً الصٌنٌة ٌوجد للن ظام السابق حل  وحٌد وبالتالً حسب مبر  1=(4,5)=(3,5)=(3,4)أو 

    (r=1,2,3)وحٌث                                   . , وهذا الحل  ٌعطى بالمساواة :                    

   
 

  
ربً لـ    وحٌث ,   ونلاحظ أن ه من   r ≤ k = 3 ≥ 1,                 هو حل  للتطابق     , أي أن     قٌاس    هو ن ظٌر ض 

 فإن                       كون 

   
 

  
 
  

 
                                    

   
 

  
 
  

 
                                    

   
 

  
 
  

 
                                    

 وبالتالً الحل  هو :

                                                                                                       

                                                                                         

 

ً للن ظام :   :تمرٌن أوجد )إن أمكن( حلا 
           

            
} 
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