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 الفصل الأول

 الفضاءات الطبولوجية العامة

Topological spaces 

A - الفضاءات الطبولوجيةالطبولوجيا و 

 ( :0تعريف )

 . نقول عن  Xجماعة من المجموعات الجزئية من  لتكن مجموعةً ما، و  Xلتكن  -
ى topology طبولوجياإنها  نأو إنها ،  Xعل ى تكوِّ  حققت إذا  Xطبولوجيا  عل

 الموضوعات التالية: 
 .عنصران من  Xوالمجموعة الكلية  المجموعة الخالية  -0
 .هو عنصر من  اجتماع أي جماعة من عناصر  -2
 .هو عنصر من  تقاطع أي جماعة منتهية من عناصر   -9

 topological طبولوجيًّافضاءً   من الطبولوجيا و  Xتسمى الثنائية المؤلفة من المجموعة -
space  بسنرمز له ، و ,X   ، نقول عن كل مجموعة جزئية وU  منX  مجموعة  إنها 
 . من  اعنصرً  Uإذا كانت  () بالنسبة إلى  open set مفتوحة

) بالنسبة إلى  closed set مغلقةمجموعة  إنها  Xمن  F نقول عن مجموعة جزئية -
cX( إذا كانت متممتها  الطبولوجيا  F F   .مفتوحة 

 مبرهنة ) خواص المجموعات المغلقة (: 

)ليكن  , )X   ًالتالية:  ى. عندئذ  تصح الدعاو  طبولوجيًّافضاء 

 مغلقتان. Xالمجموعة الكلية و  المجموعة الخالية  -
 المغلقة هو مجموعة مغلقة.تقاطع أي جماعة من المجموعات  -
 اجتماع أي جماعة منتهية من المجموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة. -
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 مبرهنة أساسية : 

تحقق الشروط  Xلجماعة  من المجموعات الجزئية من  ℱب  لنرمز مجموعةً ما ، و  Xلتكن 
 التالية: 

 .ℱعنصران من  Xالمجموعة الكلية و  المجموعة الخالية  -0
 . ℱهو عنصر من  ℱتقاطع أي جماعة من عناصر  -2
 . ℱهو عنصر من  ℱاجتماع أي جماعة منتهية من عناصر  -9

ℱ  للجماعة ب لنرمز  :cA X B B B    ن. عندها ،  Xطبولوجيا على   تكوِّ
ن كما   (.جماعة المجموعات الجزئية المغلقة ) بالنسبة إلى  ℱ تكوِّ

 (:0مثال )

)ب لنرمز مجموعةً ما ، و  Xلتكن   )P X  لجماعة كل المجموعات الجزئية منX  أي (
ن( . عندئذ  Xمجموعة قوة  ) تكوِّ )P X  طبولوجيا علىX  ًالمتقطعة الطبولوجيا تدعى عادة 

discrete topology أو الطبولوجيا الملساء ( fine topology  كما يدعى الفضاء ، )
الطبولوجي  , ( )X P X  الفضاء المتقطعdiscrete space  .  

 (: 2مثال )

 تكوِّنمجموعةً ما . عندئذ   Xلتكن  ,X    طبولوجيا علىX  بالطبولوجيا غير تسمى
يسمى الفضاء (. و  coarse أو الخشناء trivial ) أو التافهة indiscrete topology المتقطعة

أو   trivial space شأنه شأن الفضاء المتقطع ( الفضاء التافه، ما يستخدم  االناتج ) الذي نادرً 
 فضاء النقاط الملتحمة.

 ( :9مثال) 

لتكن  ,X a b  .  تكوِّن عندئذ   , ,a X    طبولوجيا علىX  . 
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 :) الطبولوجيا المولدة من مسافة ( (4مثال )

Xعلى  تابعًا حقيقيًّا معرفًا dليكن مجموعة ما، و  Xلتكن  ( :0تعريف ) X  يحقق
 الشروط التالية:

                                                             1. , : ( , ) 0x y X d x y  

 
                                                                2. ( , ) 0d x y x y   

.3                     خاصة التناظر                    , : ( , ) ( , )x y X d x y d y x   

.4        متراجحة المثلث                   , , : ( , ) ( , ) ( , )x y z X d x y d y z d x z    

، Xأو مسافة على ،  distance function أو تابع مسافة،  metric مترك dعندئذ  يقال إن 
 metric إنها فضاء متري dمن المترك و  Xكما يقال عن الثنائية المؤلفة من المجموعة 

space  ب سنرمز له ، و( , )X d . 

)ليكن  (:2تعريف ) , )X d  ًليكن ، و  متريًّا فضاءx ما من  عنصرًاX و ما.  عددًا موجبًا
يطلق على المجموعة :       ( , ) , ( , )dN x y X d x y     التي الكرة المفتوحة اسم

أو الجوار ( ،  d) بالنسبة إلى المترك  نصف قطرها و  xمركزها   للعنصر x  
( xneighborhood of    )  ن لم يكن معرّ . هذا و ، فمن  d مترك آخر غير Xعلى  فًاا 

 والاكتفاء بالرمز  dالممكن إسقاط الدليل  ,N x   نلاحظ أن الجوار .( , )N x   لا يمكن
 على الأقل.  xلاحتوائه على العنصر أن يكون خاليًا

)نسمي مجموعةً مفتوحةً في  ( :9تعريف ) , )X d لكرات  مفتوحة،  تكون اتحادًا مجموعة أي
)لصف المجموعات المفتوحة في dب نرمز و  , )X d إن .d  طبولوجيا علىX (علِّل ) ذلك ،

 ، أو الطبولوجيا المولّدة بالمترك metric topology الطبولوجيا المتريةتسمى هذه الطبولوجيا 
d ( dtopology induced by the metric  )  هكذا فإن كل فضاء متري هو فضاء . و

 طبولوجي.
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)يقال عن فضاء طبولوجي  ( : 2تعريف )  , )X   فضاء إنه قابل للتعبير المتري ) أو إنه
dبحيث تكون  Xعلى  d( إذا وجد مترك  metrizable space ورتُ م     أي بحيث

 .مساوية للطبولوجيا  dب تكون الطبولوجيا المولدة 

 ( :5مثال )

 إن الفضاء المتقطع متور بالمترك المعرف كما يلي : 

                                           
1

,
0

if x y
d x y

if x y

 
 



 

أما إذا أخذنا المجموعة   ,X a b  الطبولوجياو   , ,a X    علىX  فإن الفضاء ،
)الطبولوجي   , )X  ليس متورًا  . 

. يقال عن  Xطبولوجيا على  2و 1لتكن كل من مجموعةً ما ، و  Xلتكن(:  9تعريف) 
 finer أدق طبولوجيا ) أو  stronger topology  أقوى طبولوجياإنها  1الطبولوجيا 
topology 2 الطبولوجيا ( من  2إذا كان 1  2 الطبولوجيا عندئذ  يقال عن، و إنها 
 ( من coarser topology أخشن طبولوجيا ) أو weaker topology  أضعف طبولوجيا
2. أما إذا كان 1 الطبولوجيا 1   1فإننا نقول إن 2( من  أقوى تمامًا ) أو أدق تمامًا  ،

ن و   .1( من  أضعف تمامًا ) أو أخشن تمامًا 2ا 

 ملاحظات :

هي أقوى من أية طبولوجيا على  Xمجموعةً ما .إن الطبولوجيا المتقطعة على  Xلتكن  -0
X من أية طبولوجيا أخرى على  اهي أقوى تمامً ، وX  الطبولوجيا التافهة هي أضعف . و

 . Xمن أية طبولوجيا على 
لتكن مجموعةً ما ، و  Xلتكن  -2 ,i i I   جماعةً من الطبولوجيات علىX   عندئذ .

ن  i تكوِّ

i

   طبولوجيا علىX. 
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 Xطبولوجيا على  Xليس من الضروري أن يكون اجتماع جماعة من الطبولوجيات على  -9
 كما يبين المثال التالي:

لتكن  1,2,3X من الجماعتين   لاً . من السهل التحقق بأن ك  1 , 2 ,X   ،
  2 , 1 ,X    ن ،  في حين أن الجماعة التالية    Xطبولوجيا على  تكوِّ

    1 2 , 1 , 2 ,X     ن لا  .Xطبولوجيا على  تكوِّ
00مجموعةً ما  ، ولتكن  Xلتكن  -4

S  جماعةً غير خالية من المجموعات الجزئية منX .
هو طبولوجيا . تسمى هذه  0Sإن تقاطع جميع الطبولوجيات التي كل منها يحوي 

 ، ويمكن الحصول عليها كما يلي : 0Sبالطبولوجيا الطبولوجيا المولَّدة 

مع الجماعة   0Sنأخذ اتحاد الجماعة   -0 ,X   فنحصل على جماعة ،
1S  . 

نأخذ صف التقاطعات المنتهية لعناصر  -2
1S  ولنسمه

1B  . 
ن -9 الصف الذي كل عنصر فيه اتحاد لعناصر من  نكوِّ

1B  فيكون هذا الصف هو الطبولوجيا
 .  0Sالمولدة بالجماعة  المنشودة 
لنأخذ     مثال : 1,2,3,4X  و    0 1,2 , 1,3S 

                                 1 , , 1,2 , 1,3X S 
                               1 , , 1,2 , 1,3 , 1X B 

                        , , 1,2 , 1,3 , 1 , 1,2,3X   
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B-القواعد الجزئية لطبولوجيااعد والقو 

)ليكن  (:0تعريف ) , )X   ًلتكن و  طبولوجيًّافضاءℬ جماعةً من المجموعات الجزئية منX .
أو أساس للطبولوجيا ،    ( ( base for a topologyللطبولوجيا  قاعدةإنها  ℬنقول عن 

،  أو نقول إن  تقبل الجماعةℬ   قاعدةّ لها إذا كانتℬ  جماعةً جزئيةً من ذا كان كل ، و ا 
 .ℬلعناصر من  اأو اتحادً  ااجتماعً  عنصر من 

 تكوِّن  ℬأن هو مجموعة مفتوحة ، و  ℬنستنتج من هذا التعريف أن كل عنصر من القاعدة 
)للفضاء  تغطية , )X  . 

)ليكن (: 0مثال) , )X d  ًمن الواضح أن الجماعة  متريًّافضاء . ( , ) : ,N x x X    
. كذلك يمكن التحقق من أن الجماعة الجزئية   dقاعدة للطبولوجيا المولدة بالمترك 

 ( , ) : ,N x q x X q    ًقاعدة للطبولوجيا المولدة بالمترك  اهي أيضd  هكذا نرى أنه . و
 قد يوجد أكثر من قاعدة واحدة لطبولوجيا. 

للفضاء الطبولوجي  يترتب على تعريف القاعدة لطبولوجيا أن من الممكن تحديد الطبولوجيا 
( , )X   ل بواسطة قاعدة ما   ذلك أن هذه الطبولوجيا ليست سوى جماعة كل عنصر منها ،

 . ℬاجتماع لجماعة من عناصر 

 Xجماعةً من المجموعات الجزئية من  ℬلتكن مجموعةً ما ، و  Xلتكن (: 0مبرهنة )
 . عندئذ  يكوِّنℬتقاطع أي عنصرين منها هو اجتماع لعناصر من و   Xاجتماعها يساوي 

 X طبولوجيا على  ℬمنها اتحاد لعناصر من  التي كلٌّ  Xصف المجموعات الجزئية من 
 قاعدةً لها . ℬتقبل 

كان لمجالات مفتوحة ، و  ااجتماعً  ℝ، لما كانت ℝية لنأخذ مجموعة الأعداد الحقيق (:2مثال )
، فإننا نرى أن شرط المبرهنة السابقة محقق،  امفتوحً  لاً أو مجا اتقاطع أي مجالين مفتوحين خاليً 

فإن جماعة  من ثمماعة المجالات المفتوحة كلها ، و متمثلة في هذه الحالة بج ℬحيث الجماعة 
ن  ℝالمجالات المفتوحة في   .  ℝ قاعدةً لطبولوجيا على تكوِّ
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 إيراد التعريف الآتي :   امن المناسب أحيانً 

)ليكن ( : 2تعريف ) , )X   ًلتكن و  طبولوجيًّافضاء𝒮  مجموعة جزئية من  نقول عن ،𝒮 
  𝒮إذا كانت جماعة كل التقاطعات المنتهية لعناصر  للطبولوجيا  subbase قاعدة جزئيةإنها 

ن  لتقاطعات منتهية من  ااجتماعً  ) أي إذا كان كل عنصر من قاعدة للطبولوجيا  تكوِّ
 (.  𝒮عناصر الجماعة 

 ( :  ℝ على ) الطبولوجيات العشر تطبيق

𝔅 المجالاتصف  ℝ لنأخذ على 
1
= {]a, b[: a, b ∈ ℝ; a ≤ b}  1، إنB  قاعدة

1Oن، أي إ ℝ على 1لطبولوجيا    فقط إذا كانتإذا وO  ًلمجالات مفتوحة .  ااتحاد 

 . ℝ الطبولوجيا المألوفة على 1ندعو 

𝔅 بالمعرف ،  2Bلنأخذ الآن صف المجالات 
2
= {]a, b]: a, b ∈ ℝ; a ≤ b}  2، إنB 

2Oن، أي إℝ على  2قاعدة لطبولوجيا   فقط إذا كانتو  إذاO  ًلمجالات من النمط ااتحاد
 ,a b . 

1هل  2   ؟ 

𝔅 بالمعرف ،  3Bكذلك ، إذا أخذنا صف المجالات 
3
= {[a, b[: a, b ∈ ℝ; a ≤ b}  إن ،

3B  3قاعدة لطبولوجيا  علىℝ 3ن، أي إO   فقط إذا كانتإذا وO  ًلمجالات من  ااتحاد
النمط  ,a b . 

𝔅  بالمعرف  ، 4Bلنأخذ الآن صف المجالات
4
= {[a, b]: 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ; a ≤ b}  4، هلB 

ن   ؟  ℝ على 4قاعدة لطبولوجيا  تكوِّ

 كذلك إذا أخذنا صفوف المجالات التالية : 

      𝔅
5
= {[a,∞[: a ∈ ℝ}   

        𝔅
6
= {]a,∞[: a ∈ ℝ}   
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      𝔅
7
= {]−∞, a[: a ∈ ℝ}   

                𝔅
8
= {]−∞, a]: a ∈ ℝ}   

ن لاً فإن ك 8قاعدة لطبولوجيا  منها يكوِّ 7 6 5, , ,    على ℝعلى الترتيب . 

الصف  وكذلك فإن  ,  9B  ن            ، وهيℝ على  9قاعدة لطبولوجيا يكوِّ
𝔅
9
= {∅,ℝ} . 

,cAإذا أخذنا صف المجالات  اأخيرً و  or A   منتهية ;A 10B  ن ، فإنه قاعدة يكوِّ
 Zarski، تسمى طبولوجيا  (ℝ هي طبولوجيا على 10B) لاحظ أن   ℝ على  10لطبولوجيا 

 أو الطبولوجيا المولدة بالمتممات المنتهية . ℝ على 

 

     

 

C- مبرهنات أساسيةتعاريف و 

)ليكن (: 0تعريف ) , )X   ًو طبولوجيًّافضاءA  مجموعة جزئية منX وx نقطة منX .
إذا اشتركت كل  A للمجموعةأو نقطة تراكم  limit point نقطة حديةإنها  xنقول عن 

يطلق على . و  xلفي نقطة  واحدة على الأقل مغايرة  Aمع  xتحوي  xUمجموعة مفتوحة 
ب يرمز لها ، و  Aل derived set المجموعة المشتقةاسم  Aلالحدية مجموعة كل النقاط 

( )D A ب ، أوA   . 

)ليكن (: 0مبرهنة ) , )X   ًو طبولوجيًّافضاءF  مجموعة جزئية منX  إن الشرط اللازم .
 مغلقة هو أن  تحوي جميع نقاطها الحدية. Fالكافي كي تكون و 

)ليكن (: 2تعريف ) , )X   ًلتكن، و  طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX  نقول عن .
إذا تقاطعت كل  Aللمجموعة point adherent نقطة ملاصقةإنها   Xمن  xنقطة 
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ل.   ويطلق على مجموعة كل النقاط الملاصقة  Aمع المجموعة  xمجموعة مفتوحة تحوي 
A اسم لصاقة A (Aclosure of  ، )  ب يرمز لها وA  أو (( )cl A.) 

 تعبر عنها المبرهنة التالية:  Aل مجموعة النقاط الحدية و   Aهناك علاقة بين لصاقة مجموعة 

)ليكن (: 2مبرهنة ) , )X   ًو طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX  إن لصاقة .A 
)، أي أن  Aل المجموعة المشتقة و  Aهي اجتماع المجموعة  )A A D A . 

)ليكن (: 9مبرهنة) , )X   ًلتكن ، و  طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX وA 

 لصاقتها، عندئذ  تصح القضايا الآتية : 

- A . هي مجموعة مغلقة 
- A  هي تقاطع كل المجموعات المغلقة التي تحويA  . 
- A  فقط إذا مغلقة إذا وA A . 

)ليكن (: 4مبرهنة ) , )X   ًلتكن ، و  طبولوجيًّافضاء,A B  أي مجموعتين جزئيتين منX  .
 ) مؤثر اللصاقة (   clإن للمؤثر

             
: ( ) ( )

( )

cl P X P X

E E cl E




   

 :الخواص التالية 

0-  . 
2- A A . 
9- A A . 
4- A B A B . 
Aمغلقة هو أن يكون   Aالكافي كي تكون الشرط اللازم و  -5 A . 
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:ليكن و  مجموعةً ما ، Xلتكن (: 5مبرهنة ) ( ) ( )k P X P X   ًلمجموعة أجزاء  اتطبيق
X ء يحقق الشروط التالية )التي تسمى موضوعات كوراتوفسكي  Xفي مجموعة أجزا

Kuratowsky  :) 

0- ( )k   . 
)من  Aكانت  أيًّا -2 )P X  فإن( )A k A. 
)من  Aكانت  أيًّا -9 )P X  فإن( ( )) ( )k k A k A. . 
A,كانت  أيًّا -4 B  من( )P X  فإن( ) ( ) ( )k A B k A k B. 

للجماعة  Fب لنرمز  : ( ), ( )F F k F F P X  F  :  عندئذ 

مجموعات   F، بحيث تكون عناصر  Xعلى  مؤهلّة لتوليد طبولوجيا   F: إن لاً أو 
 .، وبالعكس (  إلىمغلقة ) بالنسبة 

)فإن  Xمن  Aكانت المجموعة الجزئية   أيًّا: اثانيً  )k A  هوA  ل بالنسبة. 

)ليكن (: 9تعريف ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX يطلق اسم ،
  Aب يرمز له و  ، Aالمحتواة في على اجتماع كل المجموعات المفتوحة  interior A داخل
)int) أو  )A ) . 

أنها أكبر مجموعة مفتوحة محتواة و  مجموعة مفتوحة ، Aنستنتج مباشرةً من هذا التعريف أن 
 . Aفي 

)ليكن (: 6مبرهنة ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاء,A B  أي مجموعتين جزئيتين منX  .

 :  ) مؤثر الداخل ( int إن للمؤثر

                           
int : ( ) ( )

int( )

P X P X

E E E




     

 الخواص التالية : 

0- X X . 
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2- A A . 
9- A A . 
4-  A B A B . 
Aمفتوحة هو أن يكون   Aالكافي كي تكون و  الشرط اللازم -5 A . 

:ليكن و  مجموعةً ما ، Xلتكن(: 7مبرهنة ) ( ) ( )I P X P X   ًلمجموعة أجزاء  اتطبيق
X  في مجموعة أجزاءX :يحقق الشروط الأربعة التالية 

0- ( )I X X . 
)من  Aكانت  أيًّا -2 )P X  فإن( )I A A. 
)من  Aكانت  أيًّا -9 )P X  فإن( ( )) ( )I I A I A. . 
A,كانت  أيًّا -4 B  من( )P X  فإن( ) ( ) ( )I A B I A I B. 

للمجموعة  ب لنرمز  : ( ) , ( )U I U U U P X     :  عندئذ 

ن : لاً أو   . Xطبولوجيا على   تكوِّ

)فإن  Xمن  Aكانت المجموعة الجزئية   أيًّا: اثانيً  )I A   هيA  بالنسبة إلى. 

)ليكن (: 4تعريف ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX يطلق اسم .
)ب يرمز له و  ،Aعلى متممة لصاقة   exterior A خارج )ext A. 

)ليكن (: 5تعريف ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX نقول عن ،
إذا قاطعت  Aل أو ) نقطة محيطية (  boundary point نقطة جبهيةإنها  Xمن  xنقطة 

ويطلق على مجموعة كل النقاط  Aمتممة و  Aمن  لاً ك  xكل مجموعة مفتوحة تحوي 
)ب يرمز لها و  ، boundary ( frontier ) A جبهة أو Aمحيط  اسم Aل الجبهية  )Fr A . 

 جبهة متممتها . و  Aيترتب عل هذا التعريف أنه لا اختلاف بين جبهة مجموعة  نتيجة :

)لاحظ أن  )x A x Fr A   و( ) cx ext A A  
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)ليكن (: 8مبرهنة ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX  عندئذ ،
 يكون :

)محيطها )جبهتها (  Aمغلقة هو أن تحوي  Aالكافي كي تكونو  الشرط اللازم -0 )Fr A. 
   من نقاطها المحيطية أيًّا Aمفتوحة هو أن لا تحوي  Aالكافي كي تكونو  الشرط اللازم -2

 ) الجبهية (.

)ليكن (: 6تعريف ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاء,A B  مجموعتين جزئيتين منX  .
Bإذا كان  Bفي  dense set كثيفةمجموعة  Aنقول إن  A  نستنتج من هذا أن .A 

Xإذا كان  Xتكون كثيفة في  A    عندئذ  نقول أن وA  ) في  كثيفة ) في كل مكانX . 

)ليكن (: 3مبرهنة ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX إن الشرط ،
هو أن تتقاطع كل مجموعة  Xكثيفة ) في كل مكان ( في  Aالكافي كي تكون و  اللازم

 .Aمع  Xمفتوحة غير خالية في 

)ليكن ( : 7تعريف ) , )X   ًلنفترض طبولوجيًّافضاء . {𝑥𝑛}, 𝑛 ∈ ℕ   متتالية فيX ، 
,{𝑥𝑛} . نقول إن المتتالية Xمن  اعنصرً  xليكن و  𝑛 ∈ ℕ   تتقارب منx  ُّإذا احتوت أي

 جميع عناصر المتتالية باستثناء عدد  منته  منها.  xمجموعة مفتوحة تنتمي إليها

,{𝑥𝑛}وجدنا في الفضاءات المترية أنه إذا كانت متتالية ما 𝑛 ∈ ℕ  ، متقاربة في هذا الفضاء
فإنها تتقارب من نقطة واحدة أسميناها نهاية المتتالية ، بيد أن الأمر مختلف في الفضاءات 

 تقاربة قد تتقارب من أكثر من نقطة واحدة.الطبولوجية العامة ، ذلك أن المتتالية الم

لاجتماع المجموعة  ب لنرمز و  مجموعة الأعداد الصحيحة ، ℤ لتكن ( :2مثال )  
باستثناء  ℤالتي كل منها مؤلف من جميع عناصر  ℤمجموعة كل المجموعات الجزئية من و 

ن  عدد منته منها . من السهل التحقق بأن   .  ℤطبولوجيا على  تكوِّ

,{𝑥𝑛}لنأخذ المتتالية  𝑛 ∈ ℕ  حيثnx n كان  أيًّاn  منℕ ،  أن رضتلنفو m عنصر 
باستثناء عدد   ℤتحوي جميع عناصر m. لما كانت أي مجموعة مفتوحة تحوي  ℤاختياري من 
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هكذا فإن هذه المتتالية تتقارب من كل و  . mمنته منها ، فإن المتتالية المذكورة تتقارب من 
,ℤ) نقطة في الفضاء τ) . 

 

     

 

D- المجاورات الأساسية لنقطةجملة الجوارات أو 

)ليكن (: 0تعريف ) , )X   ًليكن و  ، طبولوجيًّافضاءx  ًما من  اعنصرX جوار. نطلق اسم 
ما أو  اأو جوارً  xل نسمي مجاورة و  . xعلى أية مجموعة مفتوحة تحوي   xللنقطة  مفتوح
)للسهولة(أية مجموعة تحوي مجموعة مفتوحة تحوي    xل اجوارً  x . 

)ليكن (: 0مبرهنة ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX إن الشرط .
بحيث  xUجوار  Aمن  xمفتوحة هو أن يوجد لكل نقطة  Aاللازم والكافي كي تكون 

xU A . 

 بعض التعاريف التي أوردناها:و  إن المبرهنة التالية تربط ما بين الجوارات

)ليكن (: 2مبرهنة ) , )X   ًلتكن و  ، طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX ،وليكنx 
 عندئذ  يكون :  Xعنصرًا ما من

xالكافي كي يكون و  الشرط اللازم -0 A  ل هو أن يلاقي أي جوارx  المجموعةA . 
xالكافي كي يكون و  الشرط اللازم -2 A  ل هو أن يوجد جوارx محتوى فيA . 
)الكافي كي يكون و  الشرط اللازم -9 )x ext A  ل هو أن يوجد جوارx   منفصل عنA . 
)الكافي كي يكون و  اللازمالشرط  -4 )x Fr A  ل هو أن يلاقي أي جوارx  من لاً ك A  و

cA  . 
xالكافي كي يكون و  الشرط اللازم -5 A   أي أن تكون (x  ًل نقطةً حديةA هو أن )

 . xلفي نقطة ) واحدة على الأقل ( مغايرة   Aمع المجموعة  xل يشترك أي جوار 
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سنرمز لمجموعة و  ، xVالمفتوحة أو غير المفتوحة بالرمز  xسنرمز لمجموعة جميع جوارات
 . xالمفتوحة بالرمز  xجميع جوارات

xأي  xجماعة من جوارات xBلتكن (:2تعريف ) xVB ن ، نقول إنها قاعدة لجوارات  تكوِّ
x  أو إنها  أساس  لجواراتx  أو إنها جملة جوارات أساسية للنقطةx  فقط إذا تحققو  إذا  
 يلي:  ما

                     :x xV V B x B V     B   

x:          هذا يكافئ و  xO B x B O     B 

 . xل جملة جوارات  xو   xVمن  لاً هكذا نجد أن كو 

إذا كان  مثال : ,X d  ًو ، متريًّافضاءd ( التي كل عنصر منها و  الطبولوجيا المترية عليه
ذا كانت و  هو اتحاد لكرات مفتوحة ( فإن مجموعة الكرات المفتوحة التي  Xنقطة ما من  xا 

 .  xل ، هي جملة جوارات أساسية x ،xBتحوي 

إذا كان (:9مبرهنة ) ,X   ًو طبولوجيًّافضاءx  نقطة منX ،  ذا كانتو xا  xVB 
 فإنها تحقق ما يلي :  xكانت قاعدة لجواراتو  ، Xجماعة غير خالية من أجزاء 

                                           1) xB x B  B 

                 1 2 3 3 1 22) , :x xB B B B B B    B B 

                3) : :xO x O B x B O       B 

منها جماعةً غير خالية  xلنلحق بكل نقطة  و  ،مجموعةً ما غير خالية  Xلتكن ( : 4مبرهنة ) 
    لنفرض أنها تحقق :و  xBب ، سنرمز لها  Xمن أجزاء 

                                           1) xB x B  B 

                 1 2 3 3 1 22) , :x xB B B B B B    B B   
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                        3) , : ;x yB y B W W B      B B  

 المحققة لما يلي: Oلصف المجموعات  ارمزً  لنضع و 

                    : ;xO x O B B O      B 

 (.xكانت  أيًّا)  xقاعدةً  لجوارات   xB، وتكون Xطبولوجيا على  عندئذ  تكون 

 

     

 

E- التطبيقات ) التوابع ( المستمرة 

)ليكن(: 0تعريف  ) , ),( , )Y X  و ، فضاءين طبولوجيينf  ًل  اتطبيقX  فيY  . نقول
)0ل   Vإذا وجد لكل جوار  Xمن  0x النقطة في مستمرإنه تطبيق  fعن  )f x   ٌجوار
U  0لx  بحيث يكون( )f U V .  ذا كان و فإنه يقال ،  Xمن  xفي كل نقطة  امستمرً  fا 
)) للفضاء   continous mapping  مستمرتطبيق  fن إ , )X   في الفضاء( , )Y    . ) 

ذا كان و  هذا 1f، فثمة تطبيق عكسي  لاً تقاب fا    لY  علىX.  في هذه الحالة إذا كان كل و
1fو fمن    ًفإن  امستمر ،f   اهوميومورفيزمً يدعى homeomorphism  ًا) أو تطبيق 

 bicontinous ثنائي الاستمرار لاً أو تقاب لاً أو تصاك topological mapping طبولوجيًّا
bijection . )  يقال عندئذ  إن الفضاءين و( , ),( , )Y X  أو متكافئان  هوميومورفيزمان (
 ( .   topologically equivalent طبولوجيًّا

 أمثلة: 

)ليكن  - , )X   ًو امنقطعً  طبولوجيًّافضاء( , )Y    أي فضاء طبولوجي . عندئذ  يكون أي
)ل   Vكان الجوار أيًّاو  Xمن  xكان  أيًّا، ذلك أنه  امستمرً  Yفي  Xل تطبيق  )f x  ،

جوار  إنه يوجدف x  لx  يكون بحيث   ( )f x V  لأن (( )f x V  . ) 
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)ليكن  - , )X   ًو اتافهً  طبولوجيًّافضاء( , )Y    ًليكن و  آخر ، طبولوجيًّافضاءf  ًل  اتطبيق
X  علىY الكافي كي يكون و  . إن الشرط اللازمf  ًهو أن تكون  امستمر   هي

 الطبولوجيا التافهة .  

)للفضاء  اتطبيقً  fليكن ( : 0مبرهنة ) , )X   في الفضاء( , )Y   ىون الدعاو . عندئذ  تك 
 التالية متكافئة : 

0- f  : كانت أيًّامستمرx  منX  كان الجوار أيًّاوV  ل( )f x  ٌفثمة جوار ،U   لx

)صورته محتواة في الجوار الأول  )f U V. 
)1، فإن  Yأي مجموعة مفتوحة في  Vإذا كانت -2 )f V  مجموعة مفتوحة فيX . 
)1، فإن  Yأي مجموعة مغلقة في  Fإذا كانت  -9 )f F  مجموعة مغلقة فيX  . 
ل قاعدة  Bإذا كانت  -4   ، 1فإن الخيال العكسي( )f B لأي عنصرB  من B  ٌمجموعة

 .  Xمفتوحة في 

)للفضاء الطبولوجي  امستمرً  اتطبيقً  fليكن (: 2مبرهنة  ) , )X   في الفضاء( , )Y    ،وg 
)للفضاء الطبولوجي  امستمرً  اتطبيقً  , )Y    في الفضاء( , )Z   عندئذ  يكون .g f  ًاتطبيق 
)ل امستمرً  , )X   في الفضاء( , )Z   .  ذا كان كل من و g,ا  f  ًفإن  اهوميومورفيزم ،g f 

 هو هوميومورفيزم كذلك . 

)للفضاء  اغامرً و  امتباينً  اتطبيقً  fليكن(: 9مبرهنة  ) , )X   على الفضاء( , )Y    ، عندئذ
 تكون الدعاوى التالية متكافئة : 

0- f .) هوميومورفيزم ) تصاكل 
هو أن تكون  Yمفتوحة في  Yمن  Vالشرط اللازم والكافي كي تكون المجموعة الجزئية  -2

)1المجموعة  )f V مفتوحة فيX . 
هو أن تكون  Yمغلقة في  Yمن  Fالشرط اللازم والكافي كي تكون المجموعة الجزئية  -9

)1المجموعة  )f F  مغلقة فيX . 
، فإن ل قاعدة  Bإذا كانت -4 ( ) ( ) :f B f B B B    ل قاعدة . 
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)تبين المبرهنة السابقة أنه إذا كان  , )X   ،( , )Y    ، تقابل بينهما  فيوجدفضاءين هوميورفيين
بحيث يتم هذا التقابل ليس بين العناصر فحسب ، بل وبين المجموعات المفتوحة             

)والمجموعات المغلقة كذلك (. وهكذا ، فإن وجه الاختلاف بين هذين الفضاءين ربما اقتصر 
 . يمكننا من اعتبارهما متطابقين من الناحية الطبولوجية  وهذاعلى طبيعة عناصرهما ، 

 

     

 

F- تتماتو تمارين 

لاجتماع  ب لنرمز و  مجموعة الأعداد الحقيقية ، ℝكن لت (0   مع مجموعة كل
باستثناء عدد  منته   ℝ التي كل منها مؤلف من جميع عناصر ℝ المجموعات الجزئية من

 منها .
 .  ℝ طبولوجيا على برهن أن  -
,ℝ)برهن أن أي مجموعتين مفتوحتين غير خاليتين في - τ)  . متقاطعتان 
,ℝ)بين أن  - τ)  . غير متور 
 . ℝ من Aهو نقطة حدية لأي مجموعة جزئية غير منتهية ℝ من xأي عنصر أنّ  أثبت -

  
)ليكن  (2 , )X   ًو طبولوجيًّافضاءA X  : أثبت صحة ما يلي . 
-       ( )A A Fr A . 
-       ( )A Fr A A    . 
)هو أن يكون  امغلقة معً و  مفتوحة Aالكافي كي تكونو  برهن أن الشرط اللازم - )Fr A  . 
لتكن لدينا المجموعة  (9 1,2,3X  . 
 . Xمن الطبولوجيات الممكنة على  اعيّن عشرً  -
K,بحيث  Xمن  Kأوجد كل جماعات المجموعات الجزئية  - X K ،  بحيث لا و

ن   . Xطبولوجيا على K تكوِّ
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 تحوي أقل من ثلاثة عناصر .  Xهل يمكن تحقيق الطلب السابق إذا كانت  -
)ليكن  (4 , )X   ًو طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئية منX . 
برهن أن  -   Fr A Fr A و   Fr A Fr A من فضاء الأعداد  لاً . أورد مثا (

 ( بحيث تكون هذه المجموعات الثلاث متغايرة . الحقيقية
ن أن يِّ . ب Xمجموعة جزئية أخرى من  Bلتكن  -     Fr A B Fr A Fr B  ثم

( بحيث تكون هذه المجموعات متباينة . بين أنه إذا  ) من فضاء الأعداد الحقيقية لاً أورد مثا
Aكان  B   فإن     Fr A B Fr A Fr B . 

A,برهن أنه إذا كانت  - B  مجموعتين مفتوحتين فيX  فإن
       

          

A Fr B B Fr A Fr A B

A Fr B B Fr A Fr A Fr B

  

 ( تكون فيه هذه المجموعات الثلاث متمايزة . ) من فضاء الأعداد الحقيقية لاً أورد مثا

 

     

 

 تمارين وتتمات في الاستمرار

)للفضاء الطبولوجي  اتطبيقً  fليكن  (0 , )X   في المجموعةY   لنعرف المجموعة .
 1: ( )U Y f U     

بين أن  -   ن  . Yطبولوجيا على  تكوِّ
:برهن أن  - ( , ) ( , )f X Y   . مستمر 
أثبت أن  -   هي أقوى طبولوجيا علىY  فيهايكون f  ًامستمر  . 

 
)للفضاء الطبولوجي  اتطبيقً  fليكن  (2 , )X   في الفضاء الطبولوجي( , )Y   ،  0لتكن وS 

ل قاعدة جزئية   الكافي كي يكون و  . برهن أن الشرط اللازمf  ًأيًّاهو التالي :  امستمر 
)1فإن ،  0Sمن  Sكانت  )f S  مجموعة مفتوحة فيX  . 
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)للفضاء الطبولوجي  اتطبيقً  fليكن  (9 , )X   على الفضاء الطبولوجي( , )Y    :  . عندئذ 
، فإن خيالها  Xفي  كثيفة ) في كل مكان ( Xمن  Aإذا كانت المجموعة الجزئية  -

( )f A  مجموعة كثيفة )في كل مكان ( فيY . 
ل قاعدةً  ل ن أنه ليس من الضروري أن يكون خيال قاعدة  بيِّ  -  . 
)للفضاء الطبولوجي  اتطبيقً  fليكن  (4 , )X   في الفضاء الطبولوجي( , )Y    برهن تكافؤ .

 الثلاث التالية :  ىالدعاو 
- f  . مستمر 
فإن ،  Yمن  Bكانت المجموعة الجزئية  أيًّا -   1 1f B f B  . 
فإن ،  Yمن  Bكانت المجموعة الجزئية  أيًّا -   1 1f B f B  . 

، فمن الممكن أن تكون المجموعتان  امستمرً  fتبين فيه أنه إذا كان  لاً أورد مثا

   1 1,f B f B   . مختلفتين 
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 الفصل الثاني 

 فضاءات الجداءالفضاءات الجزئية و

Subspaces and product spaces  

A- الفضاءات الجزئية 

)ليكن تعريف:  , )X   ًو طبولوجيًّافضاءY مجموعةً جزئيةً منX ب. لنرمزY  للجماعة 
 :Y U U . ن ن  Yمن السهل التحقق من أ ى تكوِّ ى Yطبولوجيا عل  Y.تسم

تسمى و  (. Yعلى أو ) أثر الطبولوجيا  Yعلى relative topology النسبية الطبولوجيا
الثنائية  , YY  و من  subspace topological جزئيًّا طبولوجيًّا فضاءً ،  اأحيانً  Y، أ
)الفضاء  , )X  ويسمى كل عنصر من .Y  مجموعةً مفتوحةً فيY  ونقول عن المجموعة ،
Yإذا كانت المجموعة  Yإنها مغلقةٌ في  Yمن  Aالجزئية  A مفتوحةً فيY  . 

)ليكن (: 0مبرهنة ) , )X   ًليكن و  ، طبولوجيًّافضاء( , )YY   ًمن  جزئيًّافضاء( , )X   
 : هو أن يكون Yمغلقةً في  Yمن Aالكافي كي تكون مجموعةٌ جزئية و  عندئذ : الشرط اللازم

A Y F حيث ،F مجموعة مغلقة فيX. 

 البرهان:  

Y، عندئذ  تكون  Yمغلقة في  Aأن  لاً رض أو تلنف A  مفتوحة فيY  لذا فثمة مجموعة ،
U  مفتوحة فيX  بحيثY A Y U  .  يترتب على المساواة الأخيرة أن و

 A Y Y A    : إذن ،   A Y Y U Y X U      فإذا رمزنا للمجموعة ،
X U  بF  فإن  ،A Y F   حيثF  مجموعة مغلقة فيX. 

Aبالعكس ، لنفترض أن و  Y F   حيثF  مجموعة مغلقة فيX   عندئذ .
 Y A Y Y F Y X F      لكن .X F  مفتوحة فيX إذن ،Y A   مفتوحة

 . Yمغلقة في  A، أي إن   Yفي 



25 
 

)ليكن  (:2مبرهنة ) , )X   ًو ، طبولوجيًّافضاءY  مجموعة جزئية مفتوحة ) مغلقة ( في  
X، وA  مجموعة جزئية منY الكافي كي تكون و  . إن الشرط اللازمA  ) مفتوحة ) مغلقة

في الفضاء الجزئي  , YY   هو أن تكونA  مفتوحة ) مغلقة ( في الفضاء( , )X . 

 البرهان: 

في  Oمجموعة مفتوحة ) مغلقة (  توجدإذن ،  Yمفتوحة ) مغلقة ( في  Aأن  لاً لنفترض أو 
X يكون بحيث A Y O.  لما كانت وY  مفتوحة ) مغلقة (، فإنA  هي تقاطع مجموعتين

مفتوحة  Aبالعكس لتكن و  .Xمفتوحة ) مغلقة ( في  Aن ، أي إXمفتوحتين ) مغلقتين ( في 
A. لما كان  X) مغلقة ( في  Y فإن ،A Y A.  هذا يعني أن وA  ) مفتوحة   )مغلقة

 ( .Xمع مجموعة مفتوحة ) مغلقة ( في  Y) لأنها تقاطع  Yفي 

 ،بارها مجموعة جزئية من فضاء جزئيباعت Aسنورد الآن مبرهنة تربط ما بين لصاقة مجموعة 
 باعتبارها مجموعة من الفضاء الجزئي كله.  Aلصاقة و 

)ليكن  (:9مبرهنة ) , )X   ًليكن و  ،  طبولوجيًّافضاء , YY   ًمن جزئيًّافضاء ( , )X   .
، فإن  Yمجموعة جزئية من  Aفإذا كانت  ( ) ( )Y Xcl A Y cl A  وتقرأ : لصاقة ،A في

Y  هي أثر لصاقةA  فيX علىY  . 
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B-  الجداءفضاءات 

بتعريف حاصل ضرب جماعة منتهية من المجموعات . لتكن  لاً لنذكر أو  ,1iX i n  

جماعة من المجموعات غير الخالية ، إن الجداء 
1

n

i

i

X


   هو مجموعة كل المرتَّبات

 1 2, ,..., nx x x  حيثi ix X 1كان  أيًّا i n  ، ذا كان و  ، هذا ا  1 2, ,..., nx x x x 

من  اعنصرً 
1

n

i

i

X


  فإننا نقول إن ،ix  لا الإحداثيهو i  للعنصرx  كما نقول إن ،iX 

للجداء  i لا المركبةهي 
1

n

i

i

X


 . 

Prjب سنرمز 
لتطبيق الجداء  

1

n

i

i

X


  على
jX المركبة ا( لj ) المعرّف بالدستور و  للجداء

Pr ( )j jx x ل ) أي التطبيق الذي تكون قيمته عند أي عنصر من الجداء هو الإحداثي اj 
Prjلهذا العنصر ( . عندئذ  يسمى 

Prjمن الواضح أن و  . jل على المركبة ا الإسقاط تطبيق 
 

 تطبيق غامر .

لتكن لدينا الآن جماعة منتهية من الفضاءات الطبولوجية   , ,1i iX i n  ، ن جداء  ولنكوِّ

المجموعات 
1

n

i

i

X


  من الواضح أنه بمقدورنا تزويد هذا الجداء بأكثر من طبولوجيا وتحويله .

إلى  من مجرد مجموعة مرتبّات إلى فضاء طبولوجي . بيد أن من الطبيعي إسناد طبولوجيا 

1

n

i

i

X


 
قد كان من نتائج و  . i بالطبولوجيات طبولوجيًّامفيدة ) أو اقتصادية (  ومرتبطة 

البحوث المستفيضة في هذا المجال أن تم الإجماع على أن أنسب طبولوجيا يمكن أن نزود بها 
1كان  أيًّا امستمرً  Priمن تطبيقات الإسقاط  لاً الجداء هي أصغر طبولوجيا تجعل ك i n   . 

لتكن ( : 0تعريف )  , ,1i iX i n   ، لتكن و  جماعة منتهية من الفضاءات الطبولوجية

S  جماعة من المجموعات الجزئية من
1

n

i

i

X


 : معرفة بالدستور
1

n

i

i

S W


 
  
 
  حيث

i iW X 1كان  أيًّا i n   باستثناءi واحدة على الأكثر ، وiW  مجموعة جزئية مفتوحة في

iX 1كان  أيًّا i n   عندئذ  تدعى الطبولوجيا.  على
1

n

i

i

X


  ن التي قاعدة جزئية  S تكوِّ
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يدعى الفضاء و ،   product topologyالجداء طبولوجيالها 
1

,
n

i

i

X 


 
 
 
 الجداء فضاء 

space product للجماعة  , ,1i iX i n   . 

ليكن  (:0مبرهنة )
1

,
n

i

i

X 


 
 
 
  فضاء جداء جماعة الفضاءات الطبولوجية

  , ,1i iX i n   عندئذ  يكون تطبيق الإسقاط ، 
1

Pr : , ,
n

j i j j

i

X X 


 
 

 
  ًامستمر 

1كان  أيًّا i n   . 

ليكن (: 2مبرهنة )
1

,
n

i

i

X 


 
 
 
  فضاء جداء جماعة الفضاءات الطبولوجية

  , ,1i iX i n   عندئذ  فإن مجموعة كل المجموعات ،
1

n

i

i

V


  حيث ،iV  مجموعة جزئية

1كان  أيًّا iXمفتوحة في  i n   ، ن  . قاعدةً لطبولوجيا الجداء تكوِّ

ليكن( : 9مبرهنة )
1

,
n

i

i

X 


 
 
 
  فضاء جداء جماعة الفضاءات الطبولوجية

  , ,1i iX i n  ،  ليكن و 1 2, ,..., ,...,j ny y y y y  ًما من  اعنصر
1

n

i

i

X


   حيث

1 j n  ،  لنأخذ: و 

                                        1 1 2 ... nY X y y     

                        1 1 1... ...j j j j nY y y X y y          1 لكل j n  

                              و       1 1...n n nY y y X     

ولنعرف 
jh ب: 

                                       
 

1

1,..., ,...,

n

j j i

i

j j n

X Y X

x y x y



   

إن   ,
jj YY   ينتمي إليه و  فضاء جزئي من فضاء الجداءy ،  طبولوجيًّايماثل و  ,j jX . 
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ن(: 2تعريف ) ةٌ  اتطبيقً  fليك ة Aمنطلقه مجموع ومستقره المجموع
1

n

i

i

X


 ،  ليكنو

1

Pr :
i

n

i i

i

X X


  تطبيق الإسقاط على المركبةi  فإذا كان .if  ًبالدستور امعرفً  اتطبيق

Pri if f ،  فإن:
iif A X  لا الإحداثييدعى i  للتطبيقf . 

فإن  ،Aمن  لاحظ أنه إذا كان         1 2, ,... nf f f f    . 

ن(: 4مبرهنة ) ي اتطبيقً  fليك منطلقه الفضاء الطبولوج ,X   ومستقره فضاء الجداء

1

,
n

i

i

X 


 
 
 
 .  الكافي كي يكون التطبيقو  الشرط اللازم إنf  ًهو أن يكون كلُّ إحداثيٍّ  امستمر

if  للتطبيقf  ًامستمر . 

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية مثال :  ,ℝ2) فضاء الجداءو  ، (| | τ)  للفضاء(ℝ, | |) 
𝑓:ℝ اتطبيقً  في نفسه . لنعرف

             
→   ℝ2   بالدستور( ) ( sin , 1)xf x x x e   كان  أيًّا

)1. لدينا في هذه الحالة  xالعدد  الحقيقي  ) sinf x x x  ،2( ) 1xf x e   كان العدد   أيًّا
,ℝ)ل  امستمرً  اتطبيقً   1fو 2fمن  لما كان كلٌّ و  . xالحقيقي  ,ℝ)في  (| |  f، فإن  (| |
 .  مستمرٌّ 

ليكن ( : 5مبرهنة )
1

,
n

i

i

X 


 
 
 
 و

1

,
n

i

i

Y 


 
 

 
 

i:ليكن و  ي جداء ،فضاءَ  i if X Y 

ب لنرمز  و  . اتطبيقً 
1 1

:
n n

i i

i i

F X Y
 

   للتطبيق الذي إحداثيهiF يعطى بالدستور

( ) ( )i i iF x f x، :  عندئذ 

i:من التطبيقاتكلٌّ إذا كان  - i if X Y  ًفإن التطبيق  امستمر ،

1 1

:
n n

i i

i i

F X Y
 

   ٌّمستمر . 

i:من التطبيقاتكلٌّ إذا كان  - i if X Y فإن  لاً تصاك ،
1 1

:
n n

i i

i i

F X Y
 

   هو

 تصاكل . 
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C-تمارين 

الكافي كي و  ن أن الشرط اللازم، بيِّ 2الطبولوجيا و  1بالطبولوجيا  Xلنزود المجموعة  (0
يكون القطر   , :x x x X    ًفي الفضاء  امغلق   1 2, ,X X   :هو التالي

2كان العنصران المختلفان  أيًّا 1,x x  منX  فثمة جوار ،
1xU  1للعنصرx  في الفضاء

 1,X  ،  جوار و
2xU  2للعنصرx  في الفضاء 2,X   بحيث يكون

1 2x xU U  . 
ليكن  (2   , , ,X Y   ، لنفترض أن و  فضاءين طبولوجيين,A X B Y  برهن أن ،

     ( )Fr A B Fr A B A Fr B   . 
ليكن  (9   , , ,X Y   ، لنفترض أن و  فضاءين طبولوجيين,A X B Y  ناقش ،

 صحة أو خطأ ما يلي : 
-       A B A B   . 
-       A B A B   . 
-            Fr A B Fr A Fr B    . 

أو  فضاءات الجداء  subspacesابحث في الإنترنت عن الفضاءات الجزئية  (4
spaces product. 
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 الفصل الثالث 

 الفصل في الفضاءات الطبولوجية

Separation in topological spaces 

A-  0الفضاءاتT  1وT 2وT 

يقال عن فضاء طبولوجي (: 0تعريف ) ,X  0فضاء  إنهT فضاء من النمط إنه ) أو   

0T  ، أو إنه فضاء كولموغورفKolmogoroff)  : كانت النقطتان  أيًّاإذا تحقق الشرط التالي
x,المختلفتان  y  منX جوار  ، فيوجدxU  لx  لا يحويy  ، أو جوار

yU  لy  لا يحوي
x . 

، ذلك أن  0T فضاء هو الوارد في المثال الثالث ) الفصل الأول (فضاء الإن ( : 0مثال )
 اهنالك جوارً  a  للنقطةa  لا يحويb أما إذا زودنا المجموعة ، ,a b  ، بالطبولوجيا التافهة

ك يعود إلى أن ذلو  ، aيحوي  b، كما أن كل جوار للنقطة  bيحوي  aفكل جوار للنقطة 
a,من  الجوار الوحيد لكلٍّ  b  هو ,a b  إذن فالمجموعة ، ,a b المزودة بالطبولوجيا التافهة لا

ن  .  0Tفضاءً  تكوِّ

)ليكن ( : 2مثال ) , )X d ، لتكن و  فضاءً شبه متري,x y  نقطتين مختلفتين فيه بحيث
( , ) 0d x y  ل . من الواضح أن أي مجموعة مفتوحة حاويةx أن تحوي  لا بدy ،  أن أي و

إلى  افالفضاءات شبه المترية لا تنتمي عمومً  ا. إذً xأن تحوي لا بد yلمجموعة مفتوحة حاوية 
 .  0Tصف الفضاءات الطبولوجية 

الكافي كي يكون و  الشرط اللازم(: 0مبرهنة ) ,X   ً0 طبولوجيًّافضاءT  : أيًّاهو التالي 
x,كانت النقطتان المختلفتان  y  منX  تكون ألاَّ ، فإماx  ل نقطةً حدية y مّا أ  تكون لاَّ ، وا 

y  ل نقطةً حدية x  . 

الشرط اللازم والكافي كي يكون : نتيجة  ,X   ً0 طبولوجيًّافضاءT   : كانت  أيًّاهو التالي
x,النقطتان المختلفتان  y  منX  ّا ، فإم x y مّا  ، وا  y x . 
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 (: 2مبرهنة )

 إذا كان - ,X  ، ,Y    ، كان و  فضاءين طبولوجيين هوميومورفيين ,X   ً0فضاءT

، فإن  ,Y    0 فضاءٌ هوT . 
 كذلك . 0Tهو فضاءٌ  0Tكل فضاء  جزئي من فضاء  طبولوجي إنّ  -
من الفضاءات الطبولوجية  منتهية   جماعة   جداء   الكافي كي يكون فضاءُ و  الشرط اللازم -

 . 0Tهو أن يكون كل فضاء  من الجماعة فضاءً  0Tفضاءً 

يقال عن فضاء طبولوجي (: 2تعريف ) ,X  1 فضاء إنهT ( 1أو إنه فضاء من النمطT  ،
x,كانت النقطتان المختلفتان  أيًّاإذا تحقق الشرط التالي :  (Fréchetأو إنه فضاء فريشيه  y 

جوارٌ و ،  yلا يحوي xل  xUجوارٌ  ، فيوجد Xمن 
yU  لy  لا يحويx . 

، في حين  0Tهو فضاء  1Tأن كل فضاء   0Tعلى تعريف الفضاء و  يترتب على هذا التعريف
الوارد في المثال الثالث ) الفصل الأول ( فضاء ال، إن  لاً . فمث اأن العكس غير صحيح عمومً 

دون أن يكون فضاءً  0Tهو فضاءٌ 
1T  . 

الكافي كي يكون و  الشرط اللازم(: 9مبرهنة ) ,X   ًطبولوجيًّافضاء 
1T  هو أن تكون كل

  مجموعة جزئية وحيدة العنصر مغلقةً .

الشرط اللازم والكافي كي يكون نتيجة :  ,X   ًطبولوجيًّافضاء 
1T   هو أن يكون

   x x كان   أيًّاx  منX. 

 (: 4مبرهنة )

 إذا كان - ,X ، ,Y    ، )كان و  فضاءين طبولوجيين متصاكلين )هوميومورفيين
 ,X   ًفضاء

1T  فإن ، ,Y    1 فضاءٌ هوT . 
كل فضاء  جزئي من فضاء  طبولوجي إنّ  -

1T  ٌهو فضاء
1T . كذلك 

من الفضاءات الطبولوجية  منتهية   جماعة   جداء   الكافي كي يكون فضاءُ و  الشرط اللازم -
فضاءً 

1T  هو فضاءٌ هو أن يكون كل فضاء  من الجماعة 
1T . 
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يقال عن فضاء طبولوجي (: 9تعريف ) ,X  2 فضاء إنهT (  2أو فضاء من النمطT  ، أو
كانت النقطتان المختلفتان  أيًّاإذا تحقق الشرط التالي :  (Hausdorffإنه فضاء هاوسدورف 

,x y  منX جوار  ، فيوجدxU  لx  ،  جوار و
yU  لy  يكون  بحيث x yU U  . 

هو فضاءٌ  2Tيترتب مباشرةً على هذا التعريف أن كل فضاء  
1T  (  0فضاءٌ  من ثَموT في ، )

 كما يبين المثال التالي:  لعكس غير صحيح في الحالة العامة ، حين أن ا

لاجتماع المجموعة   ب لنرمز و  مجموعة الأعداد الطبيعية ،  ℕ لتكن(: 9مثال )  
باستثناء  ℕالتي كل منها مؤلف من جميع عناصر  ℕمجموعة كل المجموعات الجزئية من و 

ن عدد منته منها. إن  ℕ لما كانت كل مجموعة وحيدة العنصر من و  . ℕطبولوجيا على  تكوِّ
,ℕ) فإن من ثَم و  ، فإنها مجموعة مغلقة. متممةً لأحد عناصر   τ)  فضاءٌ هو

1T  . 

x,لكن إذا كان و  y  عنصرين مختلفين منℕ  فإن أي جوار للنقطة .x أي جوار مع قاطع تي
 . 2Tفهو ليس فضاءً  من ثَمو  ، yللنقطة 

 (: 5مبرهنة )

إذا كان  - ,X ، ,Y   ، ) كان و  فضاءين طبولوجيين متصاكلين ) هوميومورفيين
 ,X   ً2فضاءT  فإن ، ,Y    2 فضاءٌ هوT . كذلك 

 كذلك . 2Tهو فضاءٌ  2Tكل فضاء  جزئي من فضاء  طبولوجي إن  -
من الفضاءات الطبولوجية  منتهية   جماعة   جداء   الكافي كي يكون فضاءُ و  الشرط اللازم -

 . 2T هو فضاءٌ هو أن يكون كل فضاء  من الجماعة  2Tفضاءً 
 

     
 

  



33 
 

B- 3الفضاءT  1الفضاءو
2

3
T  

يقال عن فضاء طبولوجي تعريف :  ,X  3 فضاء إنهT  : كانت  أيًّاإذا تحقق الشرط التالي
 xUجوار  ، فيوجد Fالخارجة عن  Xمن  xكانت النقطة  يًّاوأ Xمن Fالمجموعة المغلقة 

x  يكون بحيث Fل  FUجوار و   ،  xل  FU U  . جزئية من  ) يقصد بجوار مجموعة
 (. مجموعة  مفتوحة تحويها فضاء طبولوجي أيُّ 

عن الفضاءنقول  ,X   منتظمفضاء  إنه regular space  ً3إذا كان فضاءT 1وT   في آن
 واحد .

 منتظم كذلك . هو فضاءٌ و  ، بل3Tإن أي فضاء  متري  هو فضاءٌ طبولوجي (: 0مثال )

بالضرورة،  2Tلا يترتب عليه أن يكون فضاءً  3Tالإشارة إلى أن كون الفضاء فضاءً وتجدر 
 . 3Tأن يكون فضاءً  2Tلا يترتب على كون الفضاء فضاءً وكذلك 

)ليكن (: 2مثال ) , )X   ً3يحوي أكثر من نقطة . إن هذا الفضاء هو فضاءٌ  افضاءً تافهT . 
أن  النفترض مؤقتً  ,X   ً3ليس فضاءT ،  عندئذ  توجد مجموعةٌ مغلقةF  ، نقطة وx  خارجة

xفإن ، على الترتيب  xو  Fل  xUو FUكان الجواران  أيًّابحيث أنه  Fعن  FU U . 
لما كانت المجموعتان المغلقتان الوحيدتان في و  ,X   هما,X   فمن السهل الملاحظة بأن ،

. إلا أن هذا الفضاء 3Tهذا يعني أن كل فضاء تافه هو فضاءٌ و  هذا الأمر لا يمكن أن يتم .
 ، Xهو  اواحدً  اكانت النقطتان المختلفتان  فيه ، فإن لكليهما جوارً  أيًّاذلك أنه  ،2Tليس فضاءً 

 فلا يمكن أن نجد لهما جوارين منفصلين .  من ثَمو 

الكافي كي يكون و  الشرط اللازم(: 0مبرهنة ) ,X   ً3 طبولوجيًّافضاءT  : أيًّاهو التالي 
 لصاقته محتواة في xل  Vجوار ، فيوجدxل  Uكان الجوار  أيًّا، و Xمن  xكانت النقطة 

U أي  ؛V U  . 
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 ( : 2مبرهنة)

 إذا كان - ,X ، ,Y    ، كان و  فضاءين طبولوجيين هوميومورفيين ,X   ً3فضاءT 
( ، فإن  ا) منتظمً  ,Y    ٌ3 فضاءT .) منتظم ( 

 ) منتظم ( كذلك . 3T) منتظم ( هو فضاءٌ  3Tكل فضاء  جزئي من فضاء  طبولوجي  -
من الفضاءات الطبولوجية  منتهية   جماعة   جداء   الكافي كي يكون فضاءُ و  الشرط اللازم -

 ) منتظم (. 3T هو فضاءٌ ( هو أن يكون كل فضاء  من الجماعة  ا) منتظمً  3Tفضاءً 

يقال عن فضاء طبولوجي  تعريف : ,X   1إنه فضاء
2

3
T  اتمامً  منتظم  فضاء  أو إنه 

completely regular space  أو إنه فضاء تيخونوف (Tychonoff )  ًإذا كان فضاء

1T ،  كانت المجموعة الجزئية  أيًّاذلك الشرط التالي : إضافةً إلى تحقّق وFغير الخالية 
المغلقة  في و  ,X  ،  كانت النقطة أيًّاوx  منX  الخارجة عنFتطبيق مستمر ، فيوجدf 

للفضاء  ,X   في الفضاء 0,1يكون ) المزود بطبولوجيا القيمة المطلقة ( بحيث 
     0, 1f x f F  . 

 .Tychonoffحاول أن تبحث في الإنترنت عن حياة العالم تيخونوف 

 مبرهنة :

 هو فضاءٌ منتظم . اكل فضاء  منتظم تمامً إن  -
 .اهو فضاءٌ منتظم تمامً  ناظميّ كل فضاء  إن  -
 .اهو فضاءٌ منتظم تمامً  اكل فضاء  جزئي من فضاء  منتظم تمامً إن  -

 يكون فضاء هاوسدورف .أن  لا بد اكل فضاء  منتظم تمامً ملاحظة : 

 إذا كان في الحقيقة ,X   ً1فإنه فضاءٌ ،  اتمامً  افضاءً منتظمT ،  فكل مجموعة  وحيدة  من ثَمو
x,العنصر فيه تكون مغلقةً . لنأخذ أي نقطتين مختلفتين  y  منX ًإلى  ا. إذن نجد استناد

في الفضاء  Xللفضاء  f امستمرً  اأن ثمة تطبيقً  اتعريف الفضاء المنتظم تمامً  0,1 بحيث 
 يكون   0, 1f x f y   . نلاحظ أن المجموعتين   1 1

2 2
: 0 ( ) , : ( ) 1z f z z f z    
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مفتوحتان في و  منفصلتان ,X   تحويان على الترتيب النقطتين و,x y ،  فإن  من ثَمو ,X  
 فضاء هاوسدورف . هو 

 
     

 

C- 4الفضاءاتT ة ) السوية (ناظمي  الفضاءات الو 

يقال عن فضاء  طبولوجي تعريف:  ,X   4 فضاءإنهT  : كانت  أيًّاإذا تحقق الشرط التالي
F,المجموعتان  F  المغلقتان والمنفصلتان فيX  ،جوار  فيوجدFU  لF   ، جوار وFU   ل

F  يكون بحيث  F FU U   .  

يقال عن الفضاءو  ,X   ناظمي   فضاء  إنه normal space  ً4) سويّ ( إذا كان فضاءT و

1T . في آن  واحد 

 مثال : 

 كذلك .  ناظميّ هو فضاءٌ و  ، 4Tإن أي فضاء  متري  هو فضاءٌ طبولوجي  -

إن أي فضاء  متقطع  - ,X  يتمتع بجميع خواص الفصل ،أو متري  بل وأي فضاء متور 
0هو فضاءٌ في الفضاءات الطبولوجية التي أوردناها آنفاً ،  1 2 3 4, , , ,T T T T T  ، ناظميّ منتظم و و  . 

بالضرورة،   3Tلا يترتب عليه أن يكون فضاءً  4Tوتجدر الإشارة إلى أن كون الفضاء فضاءً 
 . 4Tأن يكون فضاءً   3Tوكذلك لا يترتب على كون الفضاء فضاءً 

، وكمثال على الحالة الأخيرة  ناظميّا فضاءً   4Tكل فضاء  بالضرورة أن يكون كذلك ، ليس و  
 .  ناظميّا دون أن يكون  4Tنورد الفضاء التافه الذي يحوي أكثر من نقطة ، فهذا الفضاء هو 
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الكافي كي يكون و  الشرط اللازم(: 0مبرهنة ) ,X   ًطبولوجيًّافضاء 
4T  : أيًّاهو التالي 

 Vجوار مفتوح ، فيوجد Fل  Uكان الجوار المفتوح  أيًّاو  ، Xالمغلقة في  Fكانت المجموعة 
F يكون بحيث  Fل  V V U    . 

 (: 2مبرهنة )

 إذا كان - ,X ، ,Y    ، ) كان و  فضاءين طبولوجيين متصاكلين ) هوميومورفيين
 ,X   ً4فضاءT  ( فإن  ناظميّا ، ) ,Y    ٌ4 فضاءT  ( ّناظمي .) 

إذا كان  - ,X   ً4 طبولوجيًّافضاءT  ( ناظميّا ) وكانت ،Y  في  مغلقةمجموعة جزئية
 ,X   عندئذ  فإن الفضاء الجزئي ، , YY  ٌهو فضاء

4T  ( ّكذلك . ناظمي ) 

إذا كان فضاء الجداء  -
1

,
n

i

i

X 


 
 
 
  ًلجماعة  منتهية من الفضاءات الطبولوجية فضاء

فإن  ،ناظميّا  ,i iX   ٌ1كان  أيًّا ناظميّ هو فضاء i n  . العكس غير صحيح  إن
 بالضرورة .

 
     

 
-D ة .ناظمي  تتمات في الفضاءات ال 

 ( : Urysohnمبرهنة ) تمهيدية أوريسون 

الشرط اللازم والكافي كي يكون  ,X   ً1هو أن يكون  ناظميّا فضاءT  ، أن يتحقق الشرط و
A,كانت المجموعتان غير الخاليتين  أيًّاالتالي :  B المغلقتان في و  المنفصلتان ,X  فيوجد ، 

للفضاء  fتطبيقٌ مستمر  ,X   في الفضاء 0,1  المزود بطبولوجيا الفضاء الجزئي من (
(ℝ, ( بحيث يكون  (| |       0 , 1f A f B  . 

 

 



37 
 

 في التمديد ( :  Tietzeمبرهنة ) مبرهنة تيتس 

ليكن  ,X   ًو،  ناظميّا  طبولوجيًّافضاءF  مجموعةً جزئية مغلقة في ,X   ،وg  ًاتطبيق 
ما للفضاء الجزئي  امستمرً  , FF   في فضاء الأعداد الحقيقية(ℝ, مُمَدَّدٌ  يوجد. عندئذ   (| |
من  gللتطبيق  fمستمر ,X   إلى الفضاء(ℝ, | |) . 

 مغلقة قد يفسد المبرهنة . Fيبين المثال التالي أن عدم التقيد بشرط أن تكون المجموعة 

 أن  رضتلنفمثال :  0,1X  ،  لنزود هذه المجموعة بالطبولوجيا النسبية و  من فضاء
,ℝ)الأعداد الحقيقية  . لنأخذ  (| | 0,1F  لنختر التطبيق، و 𝑔: 𝐹

         
→  ℝ   ًبالدستور  امحدَّد

 
1

g x
x

  . من الواضح أن ,X   ٌأن المجموعة الجزئية و ،  ناظميّ فضاءF  منX 

في   ليست مغلقةً  ,X   ، أن وg . ل واضح أن أي مُمَدّد و  مستمرg إلىX  لا يمكن أن
 . ايكون مستمرً 

E-تمارين 

 .  في هذا الفصل من مبرهنات ما ورد أثبت -

 في الفضاءات الطبولوجية.  Separationالفصل ابحث في الإنترنت عن  -
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 الفصل الرابع 

 قابلية العد  في الفضاءات الطبولوجية

Countability in topological spaces 

A- الفضاءات المتمتعة بقابلية العد  الأولى 

يقال عن فضاء طبولوجي  تعريف : ,X   إنه يتمتع بقابلية العدّ الأولى في نقطةx  ، منه
أو إنه يحقق الموضوعة الأولى في قابلية العدّ في هذه النقطة ، إذا وجدت جملة جوارات أساسية 

xN للنقطةx  بحيث تكون الجماعةxN . ّنقول عن و  قابلة للعد ,X   ّإنه يتمتع بقابلية العد
أو إنه فضاء  first countable space الأولى

1C  إذا كان يتمتع بقابلية العدّ الأولى في كل
 نقطة منه . 

ن ( :0) مثال ليك ,X d  ًة  و  ،متريًّافضاء ن xلنسند إلى كل نقط  الجماعةَ Xم

  1, :x n
N x n N.  إنxN ن قابلة  xNلما كانت و  .xلجملة جوارات أساسية  تكوِّ

للعدّ ، فإننا نستنتج أن أي فضاء  متري  يتمتع بقابلية العدّ الأولى في كل نقطة منه ، أي إنه 
 يتمتع بقابلية العدّ الأولى . 

ليكن ( :2مثال ) ,X   ًلنسند إلى كل نقطةو  ، امتقطعً  طبولوجيًّافضاءx  منX  َالجماعة 
  x xN.  إن جماعة المجموعاتxN ن  xN. ولما كانتxل جملة جوارات أساسية  تكوِّ

هو اواحدً  اقابلة للعدّ ) لأنها تحوي عنصرً  x)  ،   ّفإن أي فضاء  متقطع يتمتع بقابلية العد
 الأولى .

لاجتماع المجموعة  ب لنرمز و  مجموعةً غير قابلة للعدّ ، Xلتكن  ( :9مثال )   مع
باستثناء  Xالتي كل منها مؤلف من جميع عناصر  Xجماعة كل المجموعات الجزئية من 

إن  منها. منته   عدد   ,X  بقابلية العدّ الأولى .لا يتمتع طبولوجي  ءٌ فضا 

للفضاء الطبولوجي  fالكافي كي يكون التطبيق و  إن الشرط اللازم:  (0)مبرهنة   ,X  
المتمتع بقابلية العدّ الأولى في الفضاء الطبولوجي  ,X    ًّفي النقطة  امستمرx  هو أن يقابل ،
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:{𝑥𝑛}كلَّ متتالية  𝑛 ∈ ℕ  فيX  متقاربة  منx ،  ٌمتتالية{𝑓(𝑥𝑛)}: 𝑛 ∈ ℕ  متقاربةٌ من
( )f x  . 

 فضاء  جزئي من إن أيَّ إذا كان الفضاء الطبولوجي يتمتع بقابلية العدِّ الأولى ، ف:  (2مبرهنة )
 . ايتمتع بقابلية العدّ الأولى أيضً هذا الفضاء 

 

     

 

B- الفضاءات المتمتعة بقابلية العد  الثانية 

يقال عن فضاء  طبولوجي  تعريف: ,X   إنه فضاء
2C  ،أو إنه يتمتع بقابلية العدّ الثانية 

second countable space  أو إنه يحقق الموضوعة الثانية في قابلية العدِّ ، إذا وجدت ،
 . قاعدةٌ قابلة للعدّ للطبولوجيا 

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية  ( :0مثال ) τ) .  ّإن الجماعة القابلة للعد        𝐵 =

{]𝑎, 𝑏[: 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ} ن فإن فضاء  ومن ثَم قاعدةً للطبولوجيا المولّدة بمترك القيمة المطلقة. تكوِّ
 الأعداد الحقيقية يتمتع بقابلية العدّ الثانية .

ليكن  ( :2مثال ) ,X    ًإن أي قاعدة للطبولوجيا المتقطعة  امتقطعً  طبولوجيًّافضاء . 
غير قابلة للعدّ ،  Xفإذا كانت ومن ثَم  وحيدة العنصر .اليجب أن تحتوي على كل المجموعات 

عندئذ  لا يكون و  غيرُ قابلة للعدّ ، ل فإن أيَّ قاعدة  ,X   ًبقابلية العدّ الثانية .  افضاءً متمتع
قابلة للعدّ ، فإن  Xأما إذا كانت  ,X   ، ن لأفضاءٌ متمتع بقابلية العدّ الثانية
  :B x x X  ن  .  ل عندئذ  قاعدةً قابلة للعدّ  تكوِّ
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 مبرهنة : 

 كل فضاء  متمتع  بقابلية العدّ الثانية يتمتع بقابلية العدّ الأولى .  -
إذا كان الفضاء الطبولوجي يتمتع بقابلية العدِّ الثانية ، فإن أيَّ فضاء  جزئي من هذا  -

 الفضاء يتمتع بقابلية العدّ الثانية. 
 من الفضاءات الطبولوجية غير   منتهية   جماعة   جداء   الكافي كي يكون فضاءُ و  الشرط اللازم -

بقابلية العدّ  ابقابلية العدّ الثانية هو أن يكون كل فضاء من الجماعة متمتعً  االخالية متمتعً 
  الثانية .

 
     
 

C-الفضاءات القابلة للفصل 

يقال عن فضاء طبولوجي تعريف : ,X  إنه قابلٌ للفصل separable space  () فَصُول 
قابلةً   Xمن  A) أي إذا وُجدت مجموعة جزئية  قابلة للعدّ و  إذا حوى مجموعةً جزئية كثيفة

Aللعدّ بحيث يكون  X. ) 

بالطبولوجيا المعتادة ، فإن  ℝ مجموعة الأعداد الحقيقية . فإذا زودنا  ℝ لتكن  ( :0مثال )
ن ℚ للفصل ، ذلك أن مجموعة الأعداد العادية لاً الفضاء الطبولوجي الناتج يغدو قاب عندئذ   تكوِّ

,ℝ)كثيفة في و  قابلةً للعدّ  ℝ مجموعةً جزئية من  | |)  . 

فإن  لما كانت كلّ مجموعة  جزئية  مغلقةً ، بالطبولوجيا المنقطعة . ℝلنزود  ( :2مثال )
A A  كانت المجموعة الجزئية  أيًّاA  منℝ ،  يترتب على هذا أن المجموعة الجزئية و

غير قابلة  للعدّ ، فإن فضاء  ℝلما كانت و  نفسها . ℝ هي المجموعة  ℝالكثيفة الوحيدة في 
 للفصل .  لاً ليس قاب الأعداد الحقيقية المنقطع 
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 مبرهنة : 

 للفصل .  لاً كل فضاء  متمتع  بقابلية العدّ الثانية يكون قاب -
 للفصل .  لاً من فضاء  قابل  للفصل يكون قاب مفتوح   إن أي فضاء  جزئي -
 من الفضاءات الطبولوجية غير   منتهية   جماعة   جداء   الكافي كي يكون فضاءُ و  الشرط اللازم -

 للفصل . لاً للفصل هو أن يكون كلُّ فضاء  من الجماعة قاب لاً الخالية قاب
 

     
 

D-فضاءات لينديليوف 

ليكن ( : 0تعريف ) ,X   ًو طبولوجيًّافضاءA  مجموعةً جزئيةً منX  فإذا كانت .
 ,iU i I  جماعةً من المجموعات الجزئية منX  بحيثi

i I

A U


  ، فإننا نسمي الجماعة

 ,iU i I  ًتغطيةcover   ) ًل ) أو غطاءA . 

في حال كون كل عنصر من عناصر التغطية مجموعةً مفتوحةً في و  ,X   فإننا نقول إن ،
الجماعة  ,iU i I ن  . A( ل  ا) أو غطاءً مفتوحً  open coverتغطيةً مفتوحةً  تكوِّ

ذا كانت و  ا  ,iU i I  جماعةً من المجموعات المفتوحة  في ,X   بحيثi

i I

U X


  ،

نفإن هذه الجماعة  تغطيةً مفتوحةً للفضاء  تكوِّ ,X  ،  ذا و نتا   كوَّ ,jV j J  ًتغطية
مفتوحةً للفضاء  ,X   كانت هذه التغطية جماعةً جزئية من التغطية المفتوحة و ,iU i I 

فإننا نقول إن ،لهذا الفضاء ,jV j J ن من التغطية المفتوحة  subcoverتغطيةً جزئية  تكوِّ
 ,iU i I . 

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية مثال :   ,𝑁(𝑥} . إن الجماعة (| | 1): 𝑥 ∈ ℝ}  ،ن  تكوِّ
ن وكذلكتغطيةً مفتوحة لهذا الفضاء ،  ,𝑁(𝑥}المجموعة  تكوِّ 1): 𝑥 ∈ ℤ}   تغطيةً جزئية من

,𝑁(𝑥}التغطية  1): 𝑥 ∈ ℝ}  . ، التغطية المفتوحة  تكوِّن لاو  هذا{𝑁(𝑥, 1): 𝑥 ∈ ℝ}  
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𝑁}تغطيةً جزئية من  (𝑥,
1

2
) : 𝑥 ∈ ℝ}   ، ن  لأذلك و{𝑁 (𝑥,

1

2
) : 𝑥 ∈ ℝ} ⊈

{𝑁(𝑥, 1): 𝑥 ∈ ℝ} . 

ليكن  ( :2تعريف ) ,X   ًإنه  . نقول عن الفضاء  و طبولوجيًّافضاء
 إذا حوت كلُّ تغطية  مفتوحة لهذا الفضاء تغطيةً جزئية قابلة للعدّ . Lindelöfفضاء لينديليوف 

 (: 0مبرهنة )

 بد أن يكون فضاء لينديليوف . كل فضاء  متمتع  بقابلية العدّ الثانية لا -
 أن يكون فضاء لينديليوف . و  بد من فضاء لينديليوف لا مغلقأيُّ فضاء  جزئي  -

 ، فإن الدعاوى التالية متكافئة :  متريًّافضاءً  إذا كان ( : 2مبرهنة )

 هو فضاء لينديليوف  الفضاء  -0

 قابلٌ للفصل  الفضاء  -2

 يتمتع بقابلية العدّ الثانية .  الفضاء  -9
 

E-تمارين 

 ما ورد في هذا الفصل من مبرهنات.  أثبت -
 في الفضاءات الطبولوجية.  Countabilityقابلية العد ابحث في الإنترنت عن  -

 

  

A X , AA 

( , )X d

( , )X d

( , )X d

( , )X d
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 الفصل الخامس 

 التراص في الفضاءات الطبولوجية 

Compactness in topological spaces 

للنتائج  انظرً  امرموقً  افي التحليل الرياضي مركزً  Heine - Borel بوريل  -تشغل مبرهنة هايني 
فرع الرئيسي في علم أسهمت إلى حدٍّ بعيد في تطوير هذا ال وقدالباهرة المترتبة عليها ، 

محدود  في فضاء و  أيَّ مجال  مغلق تنص هذه المبرهنة على أنه إذا كان الرياضيات . 
,ℝ)الأعداد الحقيقية   مؤلفة  من مجالات   لأيَّ تغطية   ، وكانت (| |

بوريل على  -تحافظ مبرهنة هايني و  غطية تحوي تغطيةً  جزئية منتهية .فإن هذه الت ،مفتوحة
دون أن  مؤلفةً من مجموعات  مفتوحة في  التغطية كون صحتها عند افتراض 

تكون هذه المجموعات مجالات  مفتوحةً بالضرورة . وكما هو الحال في كثير  من المبرهنات 
 الهامة ، فقد صدر روَّاد علم الطبولوجيا، وفي طليعتهم الرياضيان السوفييتيان الكسندروف

لتعريف صفّ خاص من  اعن هذه المبرهنة في الفضاء الحقيقي لتكون منطلقً أوريسون ،و 
 ات الطبولوجية ، ألا وهي الفضاءات المتراصّة .الفضاء

A- الفضاءات المتراصة 

إذا  compact spaceفضاءٌ متراصّ إنه  يقال عن فضاء  طبولوجي  (:0تعريف )
 حوت كلُّ تغطية  مفتوحة لهذا الفضاء تغطيةً جزئيةً منتهيةً .

ذا كانت  ل  إنها متراصةٌ إذا حوت كلُّ تغطية   ، فإننا نقول عن  مجموعةً جزئية من  وا 
 تغطيةً جزئية منتهية .  بمجموعات  مفتوحة في  

متراصةً هو أن يكون  يمكن التحقق من أن الشرط اللازم والكافي كي تكون المجموعة 
الجماعة  تكوِّننَّ الشرط اللازم والكافي كي لأ، وذلك  امتراصًّ  الفضاء الجزئي 

هو أن  تغطيةً مفتوحة للمجموعة الجزئية  من المجموعات والمفتوحة في  
تغطية مفتوحة للفضاء  من المجموعات المفتوحة في  الجماعة  تكوِّن

 . الجزئي 

 ,a b

 ,iU i I ,a b

 ,iU i I

( , )X 

AXA

AX

A

( , )AA 

 ,iU i IXA

 ,iA U i IA

( , )AA 
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 ، بحيث  مجموعتين جزئيتين في  كذلك ، يمكن التحقق من أنه إذا كانت 
 .متراصة في  هو أن تكون  متراصة في  فإن الشرط اللازم والكافي كي تكون 

مع جماعة  لاجتماع المجموعة  ب لنرمز و  مجموعةً غير منتهية ، لتكن  (:0مثال )
باستثناء عدد منته   منها مؤلفٌ من جميع عناصر لتي كلٌّ ا كل المجموعات الجزئية من 

أيَّ تغطية  مفتوحة  فضاء طبولوجي . لتكن  منها . من السهل التحقق بأن 
عندئذ  تحوي  ليكن و  من هذه التغطية ، لنختر أيَّ عنصر يختلف عن و  ، ل 

، ولتكن النقاط  باستثناء عدد منته  من نقاط  جميع نقاط  المجموعة الجزئية 
، فإن كل نقطة من  تغطيةً مفتوحة للمجموعة   . لما كانت  

عناصر توجد ،  ومن ثَمتنتمي إلى واحد  على الأقل من عناصر التغطية ،  
بحيث يكون   من  

1 21 2, ,...,
ki i k ix U x U x U   ، لذا فإن 

1 2
...

ki i iX U U U  تمثل تغطيةً جزئية منتهية من  . وهكذا فإن
 فضاءٌ متراصّ. ، إذن  ل   التغطية المفتوحة الاختيارية 

ومن تعريف فضاءات لينديليوف أن كلَّ فضاء  متراصّ هو فضاء  ، التعريفهذا نستنتج من 
 يبيّن المثال التالي عدم صحة عكس هذه النتيجة .و  لينديليوف .

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية  (:2مثال ) ,ℝ). لما كان  ، ولتكن   (| | | |)  
 ،تمتع بقابلية العدّ الثانية كذلكي بقابلية العدّ الثانية ، فإن الفضاء الجزئي  افضاءً متمتعً 

، افإن هذا الفضاء الجزئي هو فضاء لينديليوف . بيد أن هذا الفضاء الجزئي ليس متراصًّ  ومن ثَم

ن ذلك أنه يمكن التحقق من أن الجماعة  ، ل تغطية مفتوحة  تكوِّ

 جزئية منتهية . طيةً دون أن تحوي هذه التغطيةُ تغ

 بوريل ( : –مبرهنة  )هايني 

محدود و  إن أيَّ مجال  مغلق ,a b   ًافي فضاء الأعداد الحقيقية يكون متراص  . 

 

,A BXB A

BABX

X 

XX

( , )X  ,iU i I

X
0iU

0iUXX

1 2, ,....., kx x x ,iU i IX

X

1 2
, ,....,

ki i iU U U ,iU i I

 
0 1 2
, , ,....,

ki i i iU U U U

 ,iU i IX( , )X 

 0,1A 

( , )
A

A

1
,1 , 1,2,...

1
n

n

  
    

 0,1
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.  جماعةً من المجموعات الجزئية من  و،  مجوعةً ما لتكن (: 2تعريف )
 family with the finite إنها جماعةٌ تتمتع بخاصة التقاطع المنتهي نقول عن 

intersection property أو جماعةٌ متمركزة (  centered family  إذا كان لأيِّ جماعة )
 تقاطعٌ غير خال  .   جزئية  منتهية  من 

هو أن يكون لأي جماعة   افضاءً متراصًّ  الكافي كي يكون و  الشرط اللازم(: 0مبرهنة )
 تقاطعٌ غير خال  . من المجموعات الجزئية المغلقة في  متمركزة  

،  في الفضاء  للفضاء المتراص  امستمرًّ  اتطبيقً  إذا كان ( : 2مبرهنة )
 . مجموعةٌ جزئية متراصة في فإن  

 .  ايكون متراصًّ أن و  من فضاء  متراصٍّ لا بد مغلقإن أي فضاء  جزئي :  (9مبرهنة )

 :  تيخونوف مبرهنة

 اجماعة  منتهية من الفضاءات غير الخالية متراصًّ  الكافي كي يكون فضاءُ جداء  و  الشرط اللازم
 .  اهو أن يكون كلُّ فضاء  من الجماعة متراصًّ 

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية (: 9مثال ) المزودة  لنأخذ المجموعة و  .  (| |
من  متراصّ . لنأخذ المجموعة الجزئية  ، إن الفضاء  بالطبولوجيا النسبية 

، إذن  ، لكنها غير متراصّة في  مجموعةٌ مفتوحة في  . إن   
 ليست متراصّة .  من الفضاء المتراصّ  فالمجموعة الجزئية  ) غير المغلقة (

مجموعةً  كانت و  ، أي فضاءً  افضاءً هاوسدورفيًّ  إذا كان ( : 4مبرهنة )
 .  مغلقةٌ في  فإن  ، جزئية متراصّة في 
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 نتائج : 

متراصّةً هو أن  و الكافي كي تكون مجموعةٌ جزئية من فضاء  متراصٍّ و  الشرط اللازم -
 تكون هذه المجموعةُ مغلقةً .  

إذا كان الفضاء الطبولوجي  - ,X    ا و ،   من النمط هو فضاءٌ ف  من النمطمتراصًّ
 .  وكذلك يكون فضاءً من النمط 

على فضاء  للفضاء المتراصّ ،  اغامرً ا و متباينً  امستمرًّ  اتطبيقً   إذا كان(: 5مبرهنة )
 (.  ا) هوميومورفيزمً  لاً يكون تصاك  ، فإن  هاوسدورف 

 

     

 

B-    االفضاءات المتراصة موضعي 

  locally compact اموضعيًّ  فضاءٌ متراصٌّ إنه  نقول عن فضاء  طبولوجي  تعريف :
space يقال عن مجموعة جزئية و  جوارٌ لصاقته متراصّة . من  إذا وجد لأي عنصر

 .  اموضعيًّ  امتراصًّ  إذا كان الفضاء الجزئي  اإنها متراصّةٌ موضعيًّ  من  

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقي مثال : . نلاحظ أن  ℝ أي عنصر من ليكن و  ،  (| |
المحدود و  أن لصاقة هذا الجوار هي المجال المغلقو  ، ل جوارٌ  المجال المفتوح 

,ℝ)، فالفضاء  ) المتراص وفق مبرهنة هايني بوريل (  . متراصٌّ موضعيًّا   (| |
,𝑘[} حيث لا يمكن أن نستخلص من التغطية المفتوحة. اإلا أنه ليس متراصًّ  𝑘 + 2[: 𝑘 ∈ ℤ}   

,ℝ)للفضاء   تغطيةً جزئية منتهية .   (| |

 .  اموضعيًّ  اأن يكون متراصًّ و  كلُّ فضاء  متراصٍّ لا بد ( :0مبرهنة )

2T

2T
3T

4T

f ,X 

 ,Y  f

 ,X 

xX

AX , AA 

x

 1, 1x x x

 1, 1x x 
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.  مجموعةً جزئية من  لتكن و  ، اموضعيًّ  افضاءً متراصًّ  ليكن  ( :2مبرهنة )
 :  عندئذ 

 . امتراصّةٌ موضعيًّ  ، فإن  مغلقةً في  إذا كانت  -
 . امتراصّةٌ موضعيًّ  ، فإن فضاءً  كان و  مفتوحةً في  إذا كانت  -

 
     

 

C-رص  الفضاءات الطبولوجية 

للفضاء  compactification إنه رصٌّ  يقال عن فضاء  طبولوجي متراصٍّ  تعريف :
فضاء  جزئي كثيف  من و  إذا وُجد هوميومورفيزمٌ ) تصاكل ( بين  الطبولوجي 
، ثم بتزويد  بإضافة نقطة  أو أكثر إلى  يتم في الغالب رصُّ الفضاء و  . 

بحيث و  ، امتراصًّ  بحيث يغدو الفضاء الموسّع  بطبولوجيا  المجموعة الموسّعة 
 .  من  اكثيفً  افضاءً جزئيً  يكون 

 بإضافة نقطتين ( : ℝ) رصّ  تطبيق

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية  ب  نرمز لهما نقطتين جديدتين  ℝ ، ولنضف إلى  (| |
ℝ . تسمى المجموعة 

∗
= ℝ ∪ من الممكن و  ممدد المحور الحقيقي .   {∞,∞−}

ℝ بحيث تشمل  ℝ المعرفة على  توسيع علاقة الترتيب 
 ذلك بافتراض و  ، ∗

ℝ . من السهل التحقق بأن جماعة كل المجموعات الجزئية من ℝ من  كان  اأيًّ 
ذات    ∗

ن الأنماط  ℝعلى  قاعدةً لطبولوجيا  تكوِّ
,ℝ)بحيث يكون   ∗ | |)  

,∗ℝ) من اكثيفً  افضاءً جزئيًّ  ,∗ℝ) . سنبين الآن أن الفضاء  (∗| | متراصٌّ . لتكن    (∗| |
ℝل تغطيةً مفتوحة ما  

،  من هذه التغطية يحوي  عنصرٌ  يوجد. إذن   ∗
من القاعدة  عنصرٌ  ومن ثَم ، يوجد  . من هذه التغطية يحوي  عنصرٌ آخر و 

                إن . من القاعدة محتوىً في  عنصرٌ آخر و  ، محتوىً في 

 ,X AX

A ,X A
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3TA

 ,Y  
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 ,Y   ,X X

Y  ,Y  

 ,X  ,Y  
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     , , , , ,a b a b 
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ℝ
∗
− ([−∞, a[ ∪ ]b,∞]) = [a, b]  مجموعةٌ متراصّة في(ℝ, ,ℝ)لما كان و  .(| | | |)  

,∗ℝ)من  افضاءً جزئيًّ  ℝ}، فإن    (∗| | ∩ Ui}, i ∈ I ن تغطيةً مفتوحة للفضاء الجزئي  تكوِّ
(ℝ, ,ℝ)مجموعةٌ متراصّة في   كانت ولما .  (| | محتواة في  ، فإن   (| |

ℝ} اجتماع جماعة  جزئية  منتهية    ∩ Ui2 , … , ℝ ∩ Uin}  من{ℝ ∩ Ui}, i ∈ I من .
Ui0} الواضح بعد هذا أن نرى بأن  , Ui1 … , Uin} ن تغطيةً جزئية منتهية من التغطية  تكوِّ

,∗ℝ)للفضاء  المفتوحة  ,∗ℝ). إذن    (∗| |  فضاءٌ متراصٌّ .   (∗| |

  :  بإضافة نقطة واحدة أو رصّ الكسندروف مبرهنة الرصّ 

 ، غير منتم  إلى  ليكن و  ،غير متراصّ ا و موضعيًّ  امتراصًّ و  فضاءً  ليكن 
ن  جماعةً من المجموعات الجزئية من لتكن و  . المجموعة  ولنكوِّ

متممات المجموعات الجزئية المتراصّة في و ،  مؤلفة من المجموعات التالية : عناصر 
:  بكاملها المجموعة و ،    . عندئذ 

 .من  اكثيفً  افضاءً جزئيًّ  ، كما يكون  طبولوجيا على   تكوِّن -
 فضاءٌ متراصٌّ .  -
 .  فضاءٌ   -

 نسمي و ،  للفضاء  وحيد النقطة ارصًّ أو  رص  ألكسندروفالفضاء هذا نسمي 
 . point at infinity في اللانهاية النقطةأو  ،ideal point  المثالية النقطة

 فهو فضاءٌ منتظم .  ، اموضعيًّ  امتراصًّ و  فضاءً  إذا كان  (:2مبرهنة )
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D-   ة عد ة بالتواليا والفضاءات المتراص   المتراص 

 countably compact  اعدًّ  متراصٌّ فضاءٌ نقول عن فضاء طبولوجي إنه  ( :0تعريف )
space   فيه نقطة تجمع واحدة على الأقل .  منتهية   غير   جزئية   إذا وجد لكل مجموعة 

 .  اعدًّ  اكلُّ فضاء  متراصٍّ لا بد أن يكون متراصًّ  ( :0مبرهنة )

 إن عكس هذه المبرهنة غير صحيح في الحالة العامة . 

 . عندئذ  تكون الدعاوي التالية متكافئة :  طبولوجيًّافضاءً  ليكن  ( :2مبرهنة )

 . امتراصّ عدًّ  الفضاء  -
.   قابلة  للعدّ من المجموعات الجزئية المغلقة في و  لكل جماعة  متمركزة   -  تقاطعٌ غير خال 
 تحوي تغطيةً جزئية منتهية .  قابلة  للعدِّ للفضاء و  كلُّ تغطية  مفتوحة   -

بقابلية العدّ الثانية ، فإنه فضاءٌ  امتمتعً  االمتراصُّ عدًّ  إذا كان الفضاء  (:9مبرهنة )
 متراصٌّ . 

 sequentiallyمتراصٌّ بالتوالي فضاءٌ إنه  يقال عن فضاء  طبولوجي  ( :2تعريف )
compact space  تحوي متتاليةً جزئية متقاربة .   إذا كانت كلُّ متتالية  في 

  ( :4مبرهنة )

 .  اعدًّ  امتراصًّ كلُّ فضاء  متراصٍّ بالتوالي لا بد أن يكون  -
 بالتوالي .  الا بد أن يكون متراصًّ  امتراصٍّ عدًّ  متري  كلُّ فضاء   -

  totally ايًّ كُل افضاءً محدودً  يسمى  ، متريًّافضاءً  ليكن  (:9تعريف )
bounded space  : مجموعة جزئية  ، فتوجد  كان العدد الموجب  أيًّا، إذا تحقق ما يلي

 :يكون بحيث   منتهية ,
a A

X N a 


  . 

 

 ,X 

 ,X 

X

 ,X 

 ,X 

 ,X 

X

 ,X d ,X d


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 (:5مبرهنة )

 للفصل  .  لاً أن يكون فضاءً قابو  لا بدكُليًّا محدود   متري  كلُّ فضاء   -
 . كُليًّا الا بد أن يكون محدودً  امتراصٍّ عدًّ  متري  كلُّ فضاء   -
 . الا بد أن يكون متراصًّ  امتراصٍّ عدًّ  متري  كلُّ فضاء   -

  :التراص في الفضاءات المترية مبرهنة 

 الثلاث التالية متكافئة :  ى، فإن الدعاو  متريًّافضاءً  إذا كان 

 فضاءٌ متراصٌّ .  -
 . افضاءٌ متراصٌّ عدًّ   -
  فضاءٌ متراصٌّ بالتوالي .  -

 

E-تمارين 

 كل المبرهنات التي وردت في هذا الفصل .  أثبت -
في  compactification الرّصّ أو  Compactness  التراصابحث في الإنترنت عن  -

 الفضاءات الطبولوجية. 

 

  

 ,X d

 ,X d

 ,X d

 ,X d
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 الفصل السادس 

 الاتصال )الترابط( في الفضاءات الطبولوجية 

Connectedness in topological spaces 

فضاءٌ إذا رغبنا في تقديم تعريف  بعيد  عن الدقة الرياضية للفضاء المتصل ) المترابط ( ، قلنا إنه 
طبولوجي مؤلفٌ من قطعة  واحدة . وبدرجة  مماثلة  من الدقة ، يمكننا القول عن فضاء  طبولوجي 

من قطع  منفصلة  إحداها عن الأخرى . وعلى هذا الأساس قد  اإنه غير متصل إذا كان مؤلفً 
ن   المزودة بطبولوجيا ما  ℝ مجموعة الأعداد الحقيقية أن تخالُ  ، في  لاً فضاءً متصتكوِّ

−ℝ حين نعتبر المجموعة  المزودة بالطبولوجيا النسبية فضاءً غير متصل . بيد أن  {0}
أو غير متصل ،  لاً من هذين الفضاءين قد يكون متص لاً الأمر ليس كذلك ، إذ سنرى أن ك

. وسنعكف في هذا الفصل على تقديم  ℝ وذلك منوطٌ بالطبولوجيا التي نزود بها المجموعة 
يجاد الخصائص الرئيسية لهذه  تعاريف رياضية دقيقة للفضاءات المتصلة وغير المتصلة ، وا 
الفضاءات لأهميتها البالغة بحد ذاتها ، ولمساهمتها الفذة في تطوير بعض نواحي التحليل 

 الرياضي وعلم الهندسة . 

A-   الفضاءات  المترابطة 

يقال عن فضاء  طبولوجي ( : 0تعريف ) ,X   متصلفضاءٌ إنه connected space     
لمجموعتين جزئيتين غير  خاليتين ، منفصلتين ، ومفتوحتين  ااجتماعً  Xإذا لم يكن ( مترابط) 

ذا لم يتحقق هذا الشرط ، فإننا نقول إن  Xفي  . وا  ,X   فضاءٌ غير متصل 
disconnected space أو غير مترابط ( ، أي إن الفضاء غير المتصل ( ,X   هو الذي

 .  Xومفتوحتين فير عنه باجتماع مجموعتين جزئيتين غير خاليتين منفصلتين يمكن أن يعبَّ 
إذا كان  Xغير متصلة ( فيأو إنها متصلة )  Xمن  A، ونقول عن مجموعة  جزئية   هذا

الفضاء الجزئي  , AA  غير متصل ( . أو )  لاً متص 

Xمن الواضح أنه إذا كان  نتيجة : U V  حيث,U V  مجموعتان منفصلتان ومفتوحتان
U,، فإن  Xفي V  ًفي امجموعتان مغلقتان أيضX  ويترتب على هذا وعلى التعريف السابق .
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أن الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء  ,X   ( هو أن يكون لاً متصأو غير متصل ، ) 
باجتماع مجموعتين جزئيتين غير خاليتين منفصلتين  X( بالإمكان التعبير عن لا يكونأو  )

 .  Xومغلقتين في

,ℝ)ليكن (: 0مبرهنة ) إن  مجموعةً جزئيةً من  Aفضاء الأعداد الحقيقية ، ولتكن  (| |
 .  لاً متصلة هو أن تكون مجا الشرط اللازم والكافي كي تكون

.  مجموعتين جزئيتين من ، ولتكن  طبولوجيًّافضاءً  ليكن :  (2تعريف )
ذا كانت  إنهما منفصلتان بالتبادل إذا كان  نقول عن  . وا 

،  لمجموعتين غير خاليتين ومنفصلتين بالتبادل  ااجتماعً  من  المجموعة الجزئية
ن فإننا نقول إن  أن  و ( . لاحظ أننا لم نشترط في  ) في  ل  لاً فص تكوِّ

 .  Yتكونا مفتوحتين أو مغلقتين في 

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية مثال :  ، ولتكن  (| | 1,0A   ، 0,1B  ، 0,1C 

 فإن   و ، لما كان  .
 ليستا منفصلتين بالتبادل .  فإن ،   ولما كانمنفصلتان بالتبادل . 

 سنورد الآن بعض المعايير للفضاءات المتصلة من خلال المبرهنة التالية : 

 ، فإن الدعاوى الأربعة التالية متكافئة :  طبولوجيًّافضاءً  إذا كان (: 2مبرهنة )
 متصل ) أو مترابط ( .  الفضاء  -أ

المفتوحتان والمغلقتان في  هما المجموعتان الجزئيتان الوحيدتان في المجموعتان  -ب
 آن  واحد . 

 .  ، فإن  وَ  من  المغايرة لكلٍّ  من  كانت المجموعة الجزئية  أيًّا -ج
 .  ل لا يوجد فصلٌ  -د

 تبين المبرهنة التالية أن الاتصال ، مثلُه مثلُ التراص ، يُحفظ بالتطبيقات المستمرة . 

A

 ,X ,A BX

,A BA B A B 

YX,A B

 ,A BYXAB

   1,0 0,1A B      1,0 0,1A B   ,A B

 0A C  ,A C

 ,X 

 ,X 

,X X

AXX( )Fr A 

X
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، فإن  في الفضاء  للفضاء المتصل  امستمرًّ  اتطبيقً  إذا كان (: 9مبرهنة )
 .  مجموعةٌ جزئية متصلة في  

للفضاء المتصل  اوغامرً  امستمرًّ  اتطبيقً  يترتب على المبرهنة السابقة أنه إذا كان  نتيجة :
 فضاءٌ متصل .  ، فإن  على الفضاء  

،  لاً فضاءين هوميومورفيين وكان أحدهما متص و نستنتج كذلك أنه إذا كان 
 فإن الفضاء الآخر متصلٌ بالضرورة . 

 : ترابط ( لل جاد معيار جديد وهام للاتصال )تساهم في إي تيةالآ إن المبرهنة

( ا)مترابطً  لاً متص الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء الطبولوجي (: 4مبرهنة )
هي  ، حيث  الفضاء  في للفضاء وغامرٌ  مستمرٌ  يوجد تطبيقٌ  ألاَّ  هو

 الطبولوجيا المتقطعة . 

 

     

 

B-  )الفضاءات الجزئية وفضاءات الجداء المتصلة )المترابطة 

 

. إن الشرط  مجموعةً جزئيةً من و،  طبولوجيًّافضاءً  ليكن (: 0مبرهنة )
 .  في ل  يوجد فصلٌ هو ألاَّ  متصلةً في اللازم والكافي كي تكون

,ℝ)لنختر في فضاء الأعداد الحقيقية  ( :0مثال ) المجموعتين   (| | 1,0A    ،

 0,1B   في  للمجموعة  لاً فص تكوِّن من الواضح أن الجماعة  ،
و ، أن و ،  ذلك أن 

 . غير متصلة في  فإن ومن ثَم 

f ,X  ,Y  

 f X ,Y  

f

 ,X  ,Y   ,Y  

 ,X  ,Y  

 ,X 

 ,X   0,1 ,  

 ,X YX

YXYX

 ,A BY A BX

,A B    1,0 0,1A B   

   1,0 0,1A B   YX
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 مجموعتين جزئيتين من  لتكن و  ، طبولوجيًّافضاءً  ليكن (: 2مبرهنة )

هو  غير متصلة في  إن الشرط اللازم والكافي كي تكون .   يكون بحيث
 . أن تكون غير متصلة في 

 بحيث مجموعتين جزئيتين من  لتكن و  ، طبولوجيًّافضاءً  ليكن  نتيجة :

هو أن تكون  متصلةً في  إن الشرط اللازم والكافي كي تكون  . يكون
 . متصلةً في 

 مجموعتين جزئيتين من  لتكن و  ، طبولوجيًّافضاءً  ليكن  (:9مبرهنة )

مجموعتان جزئيتان  حيث  ، رض أن ت. لنف  يكون  بحيث
( . فإذا  غير متصلة في ) عندئذ  تكون ن غير خاليتيو  Xمنفصلتان ومفتوحتان في 

ما   فإما أن تكون   ،  متصلة كانت   .  أن تكون ، وا 

,ℝ)لنأخذ فضاء الأعداد الحقيقية  ( : 2مثال ) 𝑌رض أن ت. لنف  (| | = ℝ
، إذا كانت   ∗

ℝمحتوى بكامله في  لاً بد أن تكون مجا لا ، فإن  أي مجموعة متصلة في 
أو   (+)

ℝفي 
ℝ ، حيث  (−)

(+)
= {x ∈ ℝ; x > ℝو   {0

(−)
= {x ∈ ℝ; x < 0}  . 

ليس من الضروري أن تكون أيُّ مجموعة  جزئية من فضاء  متصل مجموعةً  همن الواضح أن
 لذلك . امتصلة . وتقدم المبرهنة التالية معيارً 

 مجموعتين جزئيتين من  لتكن و  ، طبولوجيًّافضاءً  ليكن ( : 4مبرهنة )

 ، متصلة ، فإذا كانت  في ل  لاً فص . لنفترض   يكون بحيث
ما فإما   .   ، وا 

.  مجموعةً جزئيةً متصلة  في  لتكن و  ، طبولوجيًّافضاءً  ليكن (: 5مبرهنة )

مجموعة جزئية  فإن،  تحقق الشرط  مجموعةً جزئيةً من كانت فإذا 
 .  متصلة في
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 ,X ,Y ZX

Z Y X  ,A BYXZ
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فضاءٌ  فإن  ، مجموعةً جزئيةً متصلة وكثيفة في  إذا حوى فضاءٌ  نتيجة :
 متصل . 

جماعةً من المجموعات الجزئية  ، ولتكن  طبولوجيًّافضاءً  ليكن (: 6مبرهنة )
مجموعةً جزئيةً متصلة في  . عندئذ  تكون  بحيث  المتصلة في 

  . 

,ℝ2)ثنائي البعد الإن الفضاء الإقليدي ( : 9مثال ) d)  نه اجتماع كل لأذلك و ،  متصل
كلٌّ من هذه المستقيمات مجموعةٌ متصلة لوجود و  المستقيمات المارة من نقطة ما فيه ،
,ℝ)فضاء الأعداد الحقيقية و  هوميومورفيزم بين أيٍّ من هذه المستقيمات | |)  . 

واقعتين في  ، بحيث تكون أي نقطتين من  طبولوجيًّافضاءً  ليكن ( : 7مبرهنة )

 .  لاً فضاءً متص . عندئذ  يكون  مجموعة  جزئية متصلة في 

من   منتهية  و  خالية   غير   جماعة   جداء   الكافي كي يكون فضاءُ و  الشرط اللازم( :8مبرهنة )
 .  لاً هو أن يكون كلٌّ من مركبات الجداء فضاءً متص لاً الفضاءات الطبولوجية متص

  تعريف الترابط ) الاتصال ( الموضعي :

منه إذا وجد لكل  في نقطة   امترابطٌ موضعيًّ فضاءٌ إنه  يقال عن فضاء  طبولوجي 
ذا كان و  . محتوى في  للنقطة  جوارٌ متصل  للنقطة  جوار    لاً متص ا 

  locally connected موضعيًّا امن نقاطه ، فإننا نسميه فضاءً مترابطً  موضعيًّا في كلٍّ 
space .  إذا كان الفضاء موضعيًّا من هذا الفضاء إنها مترابطةً   نقول عن مجموعة  جزئيةو

 . موضعيًّا امترابطً  
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  ا موضعيًّا وغير مترابط . كل فضاء  متقطع يكون مترابطً ( : 4مثال )

,ℝ)إن  ملاحظة :  فضاء مترابط ومترابط موضعياً .   (| |

 

C-تمارين 

 كل المبرهنات التي وردت في هذا الفصل .  أثبت -
الترابط الموضعي         أو   Connectednessالترابطابحث في الإنترنت عن  -

locally connectedness   .في الفضاءات الطبولوجية 
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 الفصل السابع 

 تقارب الشبكات والمرشحات 

Convergence of nets and filters 

خصائص للفضاءات المترية الدور الكبير الذي تؤديه المتتاليات في دراسة  كعند دراست تلمس
نقطةً حديةً لمجموعة   حينئذ  أن الشرط اللازم والكافي كي تكون تههذه الفضاءات . ومما وجد

، وأن  متقاربةٌ من من فضاء  متري هو أن توجد متتالية من عناصر  جزئية  
متقاربة هي نهايةٌ  مغلقةً هو أن تكون نهاية كل متتالية من عناصر الشرط اللازم كي تكون

من تحديد التطبيقات المستمرة لفضاء  متري في فضاء متري  ت. كذلك ، فقد تمكن منتميةٌ إلى
للفضاء  كون التطبيقأن الشرط اللازم والكافي كي ي ترأيو المتتاليات المتقاربة ؛ آخر بلغة 

وأيًّا  من مستمرًّا هو التالي : أيًّا كان العنصر في الفضاء المتري  المتري 
متقاربةٌ من  في ، فإن المتتالية  المتقاربة من في كانت المتتاليةُ 

 كذلك أنه لا يمكن أن يكون لمتتالية  في فضاء  متري  أكثر من نهاية  واحدة .  توجد . 

هنالك العديد من الاعتبارات الداعية إلى تعميم المبرهنات المذكورة آنفاً في أي فضاء  طبولوجي  
وقد توصل علماء الطبولوجيا في نهاية المطاف إلى أنه بغية الوصول إلى هذا الهدف ، لا يكفي 

نفسها . تعميم مفهوم تقارب المتتالية فحسب ، إنما من الضروري أيضًا تعميم مفهوم المتتالية 
 وبالفعل فقد تم التعميم باستحداث مفهومي الشبكات والمرشّحات . 
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A-الشبكات 

. نقول عن  علاقة ترتيب  جزئي على مجموعةً غير خالية و لتكن( : 0تعريف )
إذا تحقق الشرط  ( directed set)  إنها مجموعةٌ موجّهة المجموعة المرتبة جزئيًا 

 : التالي
 .  و بحيث يكون  من ، فيوجد عنصرٌ  من أيًّا كان العنصران 

يترتب مباشرةً على هذا التعريف أن كل مجموعة مرتبة كليًّا هي مجموعة موجهة ، ذلك أنه إذا 
ما أن يكون  ، فإما أن يكون  أي عنصرين من مرتبة كليًّا ، وكان  كانت ، وا 

 .  و ، فإن  أن  لاً ؛ فإذا افترضنا مث 

لجماعة كل المجموعات الجزئية من  ب مجموعةً ما، ولنرمز  لتكن  ( :0مثال )

 على النحو التالي : إذا كانت  . لنعرف ترتيبًا ) غريبًا على القارئ ( على 
 . من السهل التحقق بأن  إذا كان  ، فإن مجموعتين جزئيتين من 

مجموعة موجهة ، أيًّا كان  . سنبين الآن أن علاقة ترتيب جزئي على 
ر من  العنصران  بحيث يكون  من  يوجد عنص

. 

للمجموعة  ب ، ولنرمز  عنصر ما من  لنفترض الآن أن 
 مجموعة موجهة كذلك . من الواضح عندئذ  أن  

 علاقةً  مجموعتين موجهتين ، ولنعرّف على   , لتكن : (2مثال )
هي علاقة  . من السهل التحقق بأن عندما بحيث يكون 

مجموعة موجهة ، نختار أي عنصرين  . ولإثبات أن  ترتيب جزئي على 
 ، وكان  عنصرين اختياريين من  . لما كان  من  

بحيث يكون   من  ، وعنصر  من  فيوجد عنصرٌ  عنصرين اختياريين من 
أنه يوجد عنصر  لى تعريف . ويترتب على هذا وع و 
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 ، أي أنبحيث يكون  من  
 مجموعةٌ موجهة . 

 sمجموعةً موجّهةً . يسمى كلُّ تطبيق   مجموعةً ما ، ولتكن  لتكن ( : 2تعريف )

 ( Smith -Moreسميث  –) أو متتاليةً مُعَمّمَةً أو متتالية مور  netشبكةً  في  ل 
للدلالة على  s. وكما هو الحال في المتتاليات ، فسنستخدم الرمز  في  s   كما ،

سنرمز للشبكة ذاتها بالرمز  
A

s 
. 

 تطبيقًا للمجموعة الموجّهة  مجموعةً ما . لما كانت كلُّ متتالية  في  Xلتكن : ( 9مثال )
(ℕ,≤)  هي شبكة . وهكذا فالشبكة تمثِّل حقًّا تعميمًا للمتتالية .، فإن كل متتالية في 

 

     

 

A'-  تقارب الشبكات 

وذلك بإيراد مفهوم الشبكة .  رأينا حتى الآن كيف أمكن تعميم مفهوم المتتالية في مجموعة  
. وسنرى  من هذين المفهومين مستقل عن أي بنية طبولوجية تزود بها لاً ومن الواضح أن ك

الآن كيف يمكن الانتقال من المتتاليات المتقاربة في الفضاءات الطبولوجية المترية إلى الشبكات 
 المتقاربة في الفضاءات الطبولوجية العامة . 

فضاءً طبولوجيًّا و ليكن  ( :0تعريف ) 
A

s 
عنصرًا  ، وليكن  شبكةً في  

. نقول إنَّ الشبكة  من  
A

s 
عنصر  للنقطة  إذا وجد لكل جوار  تتقارب من  

sبحيث يكون  من   U   وتسمى  الذي يحقق الشرط  من  أيًّا كان ،x 

sعندئذ  نهاية الشبكة المذكورة ونكتب  x   أو lim s x   . 
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. إن الشرط  مجموعةً جزئية من  فضاءً طبولوجيًّا ، و ليكن  ( :0مبرهنة )

هو أن توجد شبكةٌ  إلى  من  اللازم والكافي كي ينتمي عنصرٌ  
A

s 
تنتمي كل  

 .  متقاربةٌ من  عناصرها إلى 

هو أن تتقارب كلُّ  فضاءً طبولوجيًّا  الشرط اللازم والكافي كي يكون  ( :2مبرهنة )
 شبكة  فيه من نهاية  واحدة  على الأكثر . 

في  للفضاء الطبولوجي  الشرط اللازم والكافي كي يكون التطبيق  (:9مبرهنة )
هو أن يقابلَ كلَّ شبكة   من  مستمرًّا في النقطة  الفضاء الطبولوجي  

A
s 

 
شبكةٌ  متقاربة  من  في   

A
f s 

 . متقاربةٌ من  في  

 

     

 

B-المرشحات وتقاربها 

إن الهدف من هذا البند ولاحقه يقتصر على تعريف القارئ بمبادئ المرشحات بالقدر الذي يمكننا 
. واقتصارنا على سرد مبادئ نظرية المرشحات لا يعني البتة  مبرهنة تيخونوفمن إثبات 

الاستهانة بهذه المبرهنة ، بل إن الأمر على النقيض تمامًا من ذلك ، إذ إن هذه المبرهنة تشغل 
ركزًا ممتازًا بين المواضيع التي تتناولها الطبولوجيا العامة . غير أن الإسهاب في دراسة هذه م

 المبرهنة خارجٌ عن الحدود المرسومة لهذا العمل . 

من المجموعات الجزئية  مجموعةً ما . نقول عن جماعة   لتكن تعريف المرشحة : 
 إذا تحققت الشروط التالية :  على filterإنها مرشحةٌ  غير الخالية من

0)   . 
 .  ، فإن  من  أيًّا كان العنصران  (2

 ,X YX

xXY

Yx

 ,X 2T

f ,X 

 ,Y  
0xX

X0xY0( )f x

XF

XX

F

,A BFA B F



61 
 

، فأي  عنصرًا من  ) أي إنه إذا كان ، فإن  وكان  إذا كان  (9
 ( .  يجب أن تنتمي إلى  تحوي  مجموعة جزئية من

لجماعة كل  ب . لنرمز  عنصرًا من مجموعةً ما ، و لتكن( : 0مثال )
 .  تكوِّن مرشحةً على . إن  التي تحوي المجموعات الجزئية من

التي تحوي المجموعة  لجماعة كل المجموعات الجزئية من ب وكذلك إذا رمزنا 
 .  مرشحةٌ على ، فإن  من الجزئية غير الخالية

ا تبطبولوجيا هذا ولو زوّدن لجماعة المفتوحة ، أي ا ، فإن جماعة كل جوارا
   , ; , xT X x U U x U     جوارًا  ، ذلك أنه إذا كان ، لا تكوِّن مرشحةً على

أيضًا . أما إذا  لأن تكون جوارًا  تحوي ، فليس لزامًا على كل مجموعة  جزئية من ل
بحيث تحوي  من  ، لجماعة كل المجموعات الجزئية  xVب ، أو  ب رمزنا 
، فمن السهل التحقق بأن  لجوارًا مفتوحًا   ,xV Q X x تكوِّن مرشحةً على  . 

مجموعةً غير منتهية . إن متممات كل المجموعات الجزئية المنتهية من لتكن( : 2مثال )
، فإن هذه   ℕ مجموعة الأعداد الطبيعية . وعندما تكون تكوِّن مرشحةً على 

  . Fréchetمرشحة فريشيه المرشحة تدعى 

 تعريف قاعدة مرشحة : 

.  جماعةً غير خالية من المجموعات الجزئية غير الخالية من مجموعةً ما ، و لتكن
إذا تحقق الشرط التالي : أيًّا كان  على base of a filterإنها قاعدةٌ لمرشحة   يقال عن 
 .  بحيث يكون  من  ، فيوجد عنصرٌ  من  العنصران 

 إن إيراد قاعدة المرشحة مبرّرٌ بالمبرهنة التالية : 

ن  قاعدةً لمرشحة  على مجموعةً ما ، ولتكن  لتكن( : 0مبرهنة ) . عندئذ  تكوِّ
المرشحة على. وتسمى هذه المرشحة  مرشحةً على المجموعة 

 .  المولدة بالقاعدة  

A FA BB FAF

XAF

XxX ,P X x

Xx ,P X xX

 ,P X YX

YX ,P X YX

Xx

XU

xXUx

 ,Q X xAX

AxX

X

XXX

XBX

BX

1 2,A AB0AB0 1 2A A A

XBX

 0 0; ,A A A A F = BX

XB
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. من الواضح أن  عنصرًا ما من فضاءً طبولوجيًّا ، و ليكن ( : 9مثال )
ن قاعدةً لمرشحة  على ، أي جماعة كل جوارات العنصر  ،  المفتوحة ، تكوِّ

وأن هذه القاعدة تولد المرشحة  ,Q X x  . 

لتكن  ( :4مثال ) 
A

s 
جماعة كلِّ المجموعات الجزئية  ، ولتكن  شبكةً في  

 :D s      جماعةً غير خالية  من المجموعات  . عندئذ  تكون  من  أيًّا كان
،  من  الجزئية غير الخالية ، ومن السهل التحقق من أنه أيًّا كان العنصران  

( ،  0. واستنادًا إلى المبرهنة )   بحيث يكون من  فيوجد عنصرٌ 
. وتسمى هذه  ، لاحظ أن   على F قاعدةٌ لمرشحة   فإن 

المرشحة المرشحة المولدة بالشبكة  
A

s 
  . 

 : تقارب مرشحة أو أساس مرشحة تعريف 

 ، وليكن  على ) أو أساس مرشحة ( مرشحةً  فضاءً طبولوجيًّا ، و ليكن 
        عنصرًا من  لإذا كان كلُّ جوار    تتقارب من    . نقول إن  عنصرًا من 

ذا كانت (  ) أو يحوي عنصرًا من   نهاية المرشحة ، فإننا نقول إن  متقاربةً من  . وا 
limأو  ، ونكتب   ) أو أساس المرشحة ( xF  . 

إن المرشحة ( : 5مثال )  ,xV Q X x  ( متقاربةٌ من  0الواردة في المثال  )  . 

 ( المبرهنة التالية : 9يترتب على التعريف )

بحيث يكون  مرشحة على  فضاءً طبولوجيًّا ، و ليكن ( :  2مبرهنة ) 
 كذلك .  ، فإن  تحوي  أيَّ مرشحة  على  . فإذا كانت  

 سنورد الآن مبرهنة تبين الرابطة الوثيقة بين تقارب الشبكات والمرشحات .

فضاءً طبولوجيًّا ، و ليكن ( :  9مبرهنة )  
A

s 
مرشحة  ، و شبكة في  

مولدة بالشبكة  على  
A

s 
( . عندئذ  يكون الشرط اللازم والكافي كي  4) المثال   

تتقارب الشبكة  
A

s 
 .  من  هو أن تتقارب المرشحة  من  

 ,X xX

 ,T X xxX

XB

AB

,D D B

D BD D D   

BX : ,C D C D   F B

 ,X FXx

XFxxF

FFxx

FxF

x

 ,X FX

xFFXFx F

 ,X XF

X

xFx
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هو أن تتقارب  فضاءً طبولوجيًّا  الشرط اللازم والكافي كي يكون ( : 4مبرهنة ) 
 من نهاية  واحدة  على الأكثر .  كلُّ مرشحة  على 

 

     

 

B'-  مبرهنة تيخونوف  -المرشحات الأعظمية 

يرتبط بالمرشحة مفهوم المرشحة الأعظمية الذي أثبت فعاليته في دراسة بعض خواص 
 الفضاءات الطبولوجية ، وبخاصة  ما يتعلق منها بالتراص . 

 تعريف المرشحة الأعظمية ) فوق المرشحة( : 

بحيث أن كل  على  هي مرشحةٌ   على مجموعة   ultrafilterالمرشحة الأعظمية 
، فإن  أيَّ مرشحة  تحقق الشرط    مرشحة تحويها تساويها . أي بحيث أنه  لو كانت 

  . 

. عندئذ  تكوِّن جماعة كل  عنصرًا ما من  مجموعةً ما ، و لتكن ( : 0مثال )
 . على  مرشحةً أعظمية  والتي تحوي  المجموعات الجزئية من 

 .ن تكون محتواةً في مرشحة  أعظميةيجب أ إن أيّ مرشحة  على مجموعة  ( :  0مبرهنة ) 

 . إن الشرط اللازم والكافي كي تكون  مرشحةً على مجموعة   لتكن ( :  2مبرهنة )
، فإما أن يكون  من  هو : أيًّا كانت المجموعة الجزئية  مرشحةً أعظمية على 

ما أن يكون     .  ، وا 

 لاحظ أن هذه المبرهنة تقدم تعريفًا آخرَ للمرشحة الأعظمية . 

 

 ,X 2T

X

XFX

FF F

F F

XxX

XxFX

X

FXF

XAX

A FcA F
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ا هو أن  الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء الطبولوجي ( :  9مبرهنة ) متراصًّ
 متقاربةً .   Xتكون كلُّ مرشحة  أعظمية على 

محتواةً في مرشحة  أعظمية  ، فإنه يترتب على المبرهنة  مجموعة  لما كانت كلُّ مرشحة  على 
 السابقة المبرهنة التالية : 

ا هو أن  الشرط اللازم والكافي كي يكون الفضاء الطبولوجي ( :  4مبرهنة )  متراصًّ
 محتواةً في مرشحة  متقاربة  .   تكون كلُّ مرشحة  على 

 . على مجموعة  لمجموعة  غامراًتطبيقًا  ليكن (: 5مبرهنة )

 . مرشحةٌ على  ، فإن مرشّحةً على  إذا كانت  -
مرشحةٌ أعظمية على  ، فإن مرشّحةً أعظمية على إذا كانت  -

 . 

 جماعةً منتهية من الفضاءات الطبولوجية ، ولتكن  لتكن ( : 6مبرهنة )

بالمرشحة  . لنقابل كلَّ عنصر   مرشحةً على فضاء جدائها 

  :i ipr F F F F   من  من نقطة  . عندئذ  يكون الشرط اللازم والكافي كي تتقارب
. ) حيث  أيًّا كان في  من نقطة   هو أن تتقارب   i ix pr x. ) 

 مبرهنة تيخونوف في التراص : 

جماعةً منتهيةً من الفضاءات الطبولوجية المتراصة ، فإن  فضاء  إذا كانت 

 متراصٌّ أيضًا ، وبالعكس . جدائها 

C-تمارين 

 أثبت كل المبرهنات التي وردت في هذا الفصل .  -

 في الفضاءات الطبولوجية.  filtersأو المرشحات  netsابحث في الإنترنت عن الشبكات  -

 ,X 

X

 ,X 

X

fXY

FX ( ) :f F F C FY

FX ( ) :f F F C F

Y
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
F

,i

i I

X 


 
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                                                               limit of a filterنهاية مرشحة 

 تطبيق طبولوجي ( -هوميومورفيزم ) تصاكل 

                                          homeomorphism (topological mapping ) 

 

     

 

 قائمة المصطلحات

 عربي –إنكليزي 

     accumulation point                                             ) تراكم ( نقطة تجمع

   adherent point                نقطة ملاصقة 

 Alexandroff compactification             رصّ الكسندروف

  base ( basis )          قاعدة ) أساس (

                          قاعدة طبولوجيا ) قاعدة فضاء طبولوجي(                            

base for a topology ( for a topological space )                                   

  base ( bassis ) of a filter           قاعدة مرشحة 

  boundary point               ) محيطية ( نقطة جبهية

  bicontinuous  bijection                              تقابل ثنائي الاستمرار

 centered family of setes          جماعة متمركزة من المجموعات

  closed set              مجموعة مغلقة
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  closure of a set               لصاقة مجموعة

  compact space        فضاء متراص

 compactification                 رصّ 

  completely regular space         تمامًا فضاء منتظم

  connected space            فضاء متصل ) مترابط (

  connectedness       ل ) ترابط (اتصا

  continuous mapping         تطبيق مستمر

  convergent filter              مرشحة متقاربة

  convergent net         شبكة متقاربة

  countably compact space         متراص عدًافضاء 

 cover                      تغطية ) غطاء (

        dense set               مجموعة كثيفة 

       derived set        مجموعة مشتقة 

  disconnected space              ) غير مترابط ( فضاء غير متصل

   discrete space        فضاء متقطع 

  discrete ( fine ) topology         طبولوجيا متقطعة ) ملساء (

 distance function (metric ) on a set         مترك ( على مجموعةتابع مسافة ) 

  exterior of a set        خارج مجموعة 

  family ( system , collection)               جماعة
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 family with the finite intersection property   صة التقاطع المنتهيجماعة متمتعة بخا

  filter                مرشحة

  filter generated by a base ( basis )    مرشحة مولَّدة بقاعدة

       filter generated by a net     مرشحة مولَّدة بشبكة

 finite family  of spaces                    جماعة منتهية من الفضاءات

   first countable space     فضاء متمتع بقابلية العدّ الأولى 

     Fréchet filter        مرشحة فريشيه

  frontier ( boundary ) of a set            مجموعة )محيط ( جبهة

 function            تابع ) دالة (

  Hausdorff space or separated space         فضاء هاوسدورف

تطبيق طبولوجي ( -هوميومورفيزم ) تصاكل   

homeomorphism (topological mapping ) 

        ideal point              نقطة مثالية 

  interior of a set        داخل مجموعة 

     Kolmogoroff space      فضاء كولموغوروف 

    limit of a filter        نهاية مرشحة 

 limite of a net           نهاية شبكة

     limit of a sequence       نهاية متتالية 

  limit point         نقطة حدية 
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   Lindelöf space       فضاء لينديليوف 

  locally compact space       فضاء متراص موضعيًا 

       locally connected space       فضاء متصل موضعيًا

   metric ( distance function )     مترك ) تابع مسافة (

      metric space        فضاء متري 

  metric topology                طبولوجيا مترية 

        metrizable space             فضاء قابل للتعبير عنه متريًّا ) فضاء متور(

 neighborhood              جاورة (جوار ) م

 neighborhood of a set       جوار مجموعة

 (ونصف قطرها  ) كرة مفتوحة مركزها  للنقطة  جوار 

)and radius  ( open sphere with center  neighborhood of  - 

 net                                        شبكة

 normal space           (فضاء ناظميّ ) سويّ 

 open cover              تغطية مفتوحة 

                                                                  open setمجموعة مفتوحة 

                                                         point at infinityنقطة في اللانهاية 

 product space          فضاء جداء

 فضاء جداء جماعة منتهية من الفضاءات                                                                          

product space of a finite family of spaces  

0x0x

 0x
0x 
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 product topology              طبولوجيا الجداء

                                                               regular spaceفضاء منتظم 

 relative topology on a subset                 طبولوجيا نسبية على مجموعة جزئية

                                second countable spaceفضاء متمتع بقابلية العدّ الثانية 

                                           separable spaceفضاء قابل للفصل ) فصول ( 

 separation                فصل

                                    sequentially compact spaceفضاء متراص بالتوالي 

 strictly coarser ( weaker) topology   طبولوجيا أضعف ) أخشن ( تمامًا

 strictly finer ( stronger ) topology     طبولوجيا أقوى ) أدق ( تمامًا

                                                      subbase ( subbasis )قاعدة جزئية 

 subcover                 تغطية جزئية

 subspace                       فضاء جزئي

  system ( family , collection)     ( أسرة ، جماعةجملة ) 

        topological space              فضاء طبولوجي

 topology          طبولوجيا

    طبولوجيا مولّدة بجماعة من المجموعات الجزئية            
          topology generated by a family of subsets topology        

 dy the metric topology induced b      طبولوجيا مولّدة بالمترك 

                                                totally bounded spaceفضاء محدود كليًا 

d
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  trivial space             فضاء تافه 

 Tychonoff (Tihonov) space               فضاء تيخونوف

                                                  ultrafilter ) فوق مرشحة ( مرشحة أعظمية

 ℝ        usual topology on ℝ طبولوجيا معتادة ) مألوفة ( على
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