


(Complex Numbers and Colors) واࡑ࡙֧؞ان դّҷԂَԣُҖ֧ا اࡑԂඬ࡙اد
٩Ԧछ௏ اछ௕٤ࣞࣚڞ״ واܖड़֑اՎ״ ၍၅հआࣱࣺا اطٵڮر مي اطԦ֒߀ߢ ٤ԦُՇضَُ وհ֧װ ،"Complex Beauties" պԦՎڮان Շٵ֒ر واၓဿي ،ᄳღԉّհٮԉՇ ೭೜ا ᅶᅚֳڮսሑላ اطԉրمي اٰ࣡ࣥ֒ار ׵ڮ ׵֑ا
඀๾ս೵঎ة छ௒֑ة ԟेض Շݮݽ ٤ሁ๤ ྽ཫ ᄳᄍ ՑԈ֧װ اطԉԦدة ೕ಼ت ࿽࿯࿏و ҟا࣡࣪ن ഷഠ׏ ԉ֧׷ԉڑໂ؏ا Շݮݽ اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ ၔብላوال اܖड़֒߀ߢة اطٵڮر مي ਾਕրءᒉاط ׵ԉպك ۓۺال ଜଗ֧ ҟّ״Շֳَُ֒Ԧاط اၔဿوال
٩Շेԟ Ⴇ႙׷ڮر ၔဿى واطִ׷ق اԉպࣞࣚل ၍၅ሁ๡ ԉؽ׷Ԧड़ܖ ၍ဿوԉଅଃ૿ا مي اԚ೭೜ق ฼ࢉ࢕ ،ԉم ً ԉ฼ڮՑ հႧႆֳ״ ا٤Ԧࣞࣚوٮ״ اԉִࣞࣚ׵ݡݽ Քءڮن اࣩ࣡׏ԉհن ٩ԦՎ ᄳᄍو ҟಮّಒَԦُم ᄳღԉّհٮԉՇ ر مִ׷ڮم ԟي
مي اԚ೭೜ق و฼ࢉ࢕ ԉֳሑላرئ، દઊءي طᒉءպװ ҟرئԉֳاط շِ֦رَ مي ڃՎԉֳ״ م٤Ԧ֧״ Ըڞؽडௐ اԉִࣞࣚ׵ݡݽ ׵֑ه Ԉ֧ن ሟላၓဿ ҟࣦ࣡تԉक़اܖ ٩ԦՎ ᄳᄍ ً ؏ਾਕշا ҠҠԉՇّ֒ ೶ූ ྽ྛਂৡ و׵֑ا اط٤ֳاّء، مي
࿂ཫطԉԦدة و ҟ״औ௕ԉհٮԉՇ ೭೜ا ഷഝُշواط اԉִࣞࣚ׵ݡݽ ᅶᅉԉ฼ স঩ԉִوم ٤೶઩ ԟي اՑࣦ࣡ڞԉշع Շၔဿװ डைءڮنّ وأن ا٤Ԧࣞࣚوٮ״، ԉՎطٵڮر اԉ༜૚ࣥ࣡ب ٤Ԧڑໂ৿ৡ أن اطڎՎԉֳ״، ا٤Ԧ֧ࣞࣚ״ ੩੥֑ه ဪညଜଗսام ฼֒م

ҟװՔذا ٤ሁ๯اط ᄳᄍ ԟेٮװ ᅶᅧ اၓဿي ԉՎִࣚࣞ׷ڮم ၍၅ٰ ذات ومڎԉႧႥԉت أԉႧႆل ੩੥ق ௨௒࿂ཫ সজၓဿا اطԉବଧԦء ֒฾أ ׏ԉհة ԟي ඀๾ս೵঎ة छُ௒֑ة ԟेض Շݮݽ ً ԉٳՇأ
ԫ֦اطڮ ᄳᄍ وا׵սوԉمװ ր೶ැװ مڮٮڮع ֧׷ڮ ԉႧႁਾਕՎن، Ցڮاة مڮٮڮع ԟي اطՎԉ౶౎״ ᄳᄍ ࣚࣞڎսႧႥԉװ ،Albrecht Böttcher اطԉԦم ׵֑ا ֜հٮ ԉ฽ص، ྽ྛਂ২ ੠੅ਂ৫ أن Ցڮد

ҟ(اࣩ࣡ول সজ඀൭൙ ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ ҟᄳᄟԉक़اܖ
z րદُગرّ ഽഠاط պሑላֳڞ״ اࣩ֧࣡ܝܵ ᄳჩ֒ا฾ࣥ࣡ا إن إذ ҟوصԉื مڎսڮي ᄳᄍ ؏պֳڞ״ اطԦֳَُ֒ي Ԧሑላ֒د එ๡֒պ੩੥ا ਾਕִڎսاط ฼ࢉ࢕ ਫ਼੅Քۓۼ (phase portraits) ၍ဿԉक़اܖ ٰڮر ԉञ௏ء إن
ً ߇ߢࣦ࣡ وદઊءي ҟz = x + iy ԸսءՑ و ،(Im z) z Ԧሑላ֒د اطսןհࢉ࢛ اܖ٢ड़ء ৿ُৡوڷّ ً ԉٳՇأ اطպֳڞ״ ੩੥֑ه ᄳᄟ֦ڮԉاطڑ ᄳჩ֒ا฾ࣥ࣡وا ،(Re z) z Ԧሑላ֒د اܖհֳक़ܝܵ اܖ٢ड़ء ৿ُৡوڷّ
ॅस೭೜ԉՎ ԉ੩੥ ॅस۝ۼ Շ״ زاو ၍ဿࣦ࣡و߇ߢ ،z اطԦ֒د مԉֳَسُ و৿ُৡوڷّ |z| ॅस೭೜ԉՎ ၉ဿ ॅस۝ۼ واၓဿي اշࣞࣚ֒أ، ԟي ԉ֒׵ԦՎ ၍ဿࣦ࣡߇ߢ ،z اطԦ֒د րદગر ഽഠاط اطպֳڞ״، ԦُՔڞڷ أن ،ሟላذ مي
ԉ֒مպԟ ྽ྛڑໂດ اطີڎԉر) ومي أدԉՑه اطٵڮرة ᄳᄍ Քڝ׷٤ ഽഠواط) f اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ ၍ဿاၔብላ (phase portrait) ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة إن ҟ(װडைزاو (أو z اطԦ֒د ڃԦِ״ و৿ُ৮وڷّ arg z

اࣩ࣡طڮان دوࣦ࣡ب اڃս๎֒ام Շݮݽ ᄭᄟاࣩ࣡و اܖॗڞڮة ᄳᄍ أدق، ྽ྛਂ২ ҟw = f (z) اطֳݡݽ ،(phase) ๏ִٰ״ أو طڎԦِ״َ، ً ԉֳ֧و ، f ֜Շ٤ԦՔ Ⴇੱ੫ڮ฼״ مي z اطԉֳպط ԘհႧ႙ Ք܁ُܓَنّ

z

f→

f (z)

اطԉֳպط ֑฽ԌՔ اշࣞࣚ֒أ، مي اրԦَշպُࣞࣚ״ ԉ֧ࣚࣞڎհֳսوԉت :w-ڮيսاࣚࣞڎ ԉֳՑط أطڮان ಮಒհԦսط
Ԉ֧ن ሟላၓဿ ҟ(ಮಒاޅޖ޲ ومي اطٵڮرة ᄳᄍ ׵ڮ ࿽࿯࿏) ذاՔװ اط܁ܓن ԉᇿᇭم ྽ཫ ฼ࢉ࢕ اطڮاԦ֦״
Ցֳڞ״ ྽ཫ اطऔ௒ԉր״، اܖॗڞڮة ᄳᄍ ҟ֒฾وا Վ܁ܓن ԉᇿᇭᗑ܁ܓՔ Շݮݽ ،ԉᇿᇇذا اطڎԦ״ ԉ੩੥ ഽഠاط اطԉֳպط
ԉպպءદઊ ҟw-ڮيսاࣚࣞڎ ᄳᄍ f (z) اطհֳو״ طڮن Ցִٸ ֑฽ԌՔ f ֜Շ٤ԦՔ مպڞֳ״ ᄳᄍ z

฼ࢉ࢕ ҟ၍ဿاၔဿا ੩੥֑ه (fingerprint) اطշٵَو״َ ᄳᄣ ၍ဿدا ࣩ࣡ي ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة اԉշսԟر
واܖ٢ड़ء اطڎԦ״)، (و׵ڮ Քִڎਾਕه Շݮݽ اطԉՑԉհշت مي ֳ֧ژ ً وا฾֒ا ً ೓಼ءا أن مي اԚ೭೜ق
ਾਕհԦَՔ إೕ಼اء ԫ೶ූ ֒հو׏ ྽ྛਂ২و દઊءي، ՑԈ֧װ ،၉၅׵ԉ೺ූ Շݮݽ اԉֳࣞࣚس) (و׵ڮ ೕಷ࣪࣡ا

،ԉպպءદઊ اط܁ܓن ᄳᄍ اطଜଗՇ֒Ԧսت ٩ԦՎ إೕ಼اء إن ҟّ״հ֧ومڮرਾਕࣞࣚا اၔဿوال ԉ฼م ྽ྛਂ২ أو اط๏սؽհؽհ״ّ اၔဿوال َ؏ٵَ֜ اၔဿوال: مي ٰ֜ ԉञ௏ء إԉ฼دة ،(normalization) ԉم
ҟاࣚࣞ֒روڃ״ اၔဿوال ׎ڮاص ٩ԦՎ Շ״ رؤ مي ؏ਾਕշة، ၍ဿڮሁ൪൓و

f→ f→

ᅶᅧ ಮಒհ֦ԉշاط ಮಒڞڞ଄ଃ૿وا ҟهଜଗ฼أ Քڮٮ๏հװ ᅶᅧ واၓဿي ،(phase portrait) ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ׵ڮ ԉ֒׵฾أ ս೵঎ؽִ״: সজ܁ܓՔ ೵঎ڞڞԉت ՗ଜଗ՗״ ԉՎڃս๎֒ام ᅶᅚֳڮսاط ׵֑ا ᄳᄍ ԉպႧႊ
฼ࢉ࢕ اܖԉִक़ظ مշ֒أ Շڝ׷٤ اطີڎԉر ד׷״ مي اطٵڮرة ᄳᄍو اޅޣ޲հրر، ᄭᄟإ اԉֳࣞࣚس إٮԉ֧״ ᅶᅧ ಮಒاޅޖ޲ ד׷״ مي اطٵڮرة ᄳᄍ ،ԉوᇿᇣִ֧ ҟاطٵڮر مي ᄳუԉրاط اطٵ֜ ᄳᄍ ԉوሁ๷ेԟ

ҟ၍ဿاၔဿا ٕհշڞՔ ֒պԟ ԉՇوا೫೜ا
اطԉ౶౎ب: ᄳᄍ ،၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة દઑִ׷ڮم واࣚࣞٵَנُڮՎ״َ اၔဿوال Շ״ طպڝ٤ مֳ֒م״ ֒೺෉ أن ԉֳሑላرئ દઊءي

E. Wegert, Visual Complex Functions: An Introduction with Phase Portraits, Springer Basel 2012.

:ಮಒԦ֦اࣚࣞڮ ᄳᄍ مսڮ٤֧ ،૑શၓဿا ֜Ցآ اطԉ౶౎ب و׏ڮل ڃՎԉֳ״)، ڃպڮات ᅶᅚوԉֳՔو) ᅶᅚֳڮսاط ׵֑ا ׏ڮل اԦࣞࣚ܁ܓمԉت مي وا٢ࣞࣚ߀ߢ
www.mathcalendar.net, www.visual.wegert.com.
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ҟورԦاط ׵֑ا إೕಷاج ฼ࢉ࢕ ֒฼ԉڃ مي ྽ྛط Շر ٢ड़اܖ ੠੅اطڑ Ԙم ҟ(MIPT ԉհڮطڮדպءսواط ԉՇء ਼ਕִሑላ مڮڃءڮ اطᒉءڮඋ๡(مԦ׷֒ ڃԦڮد ֒Ⴇ੭੫ շِ֦ر مي اطऔ௏٤Ԧ״ ᄭᄟإ ᅶᅚֳڮսاط ੩੥֑ا واೕಷࣥ࣡اج اطႧ႙ਾਢ״ ԫદગ
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ഁೝ೉ѹӁ؞ӧӠԗ դӠ֧ѹӭӭࡊࡎ اࡊࡎ؞࿄ّྯَُة ྽ྯّا࿄ྯا
Liber) اܖक़ڎԉب "ࢡࣉԉب اࣚࣞڎُوڷّ ࢡࣉՎԉװ ᄳᄍ ،ԉՎࣩ࣡ورو එ൭൙ԉՑڮշհ֧ ֦֒م ֳ֧֒ ҟتԉհٮԉՇ ೭೜ا ᄳᄍ وم٤Ԧ֧״ ٤ሁ๤ة اطԦ֒دՇ״ اԉսսࣞࣚطԉհت ਾਥ؏أ مي وا฾֒ة එ൭൙ԉՑڮշհ֧ مԉսսطհ״ ਾਜսԦՔ
أՑװ: ฼ࢉ࢕ ٫ञ௕ ഽഠواط ،௵௒اࣩ࣡را ၍ဿԌمڎ ৿ُ৮وڷّ ،၍ဿԌمڎ ԉᇿᇭႹႵ ومي ،၍ဿ܁ܓଅଃ૿ا اࣚࣞڎՄԉر مي اطԦ֒߀ߢ ฼ࢉ࢕ ࢡࣉՎԉװ ا׏սڮى و ҟ௪ை֒क़اܖ واܖक़ڎԉب اطऔ௏٤Ԧ״ اࣩ࣡رԉ֦م "(abbaci

مي Շၔဿװ ڃսءڮن ഽഠاط اࣩ࣡زواج ฼֒د م٤Ԧ֧״ اطڑן٫ ׵֑ا وۓۼ߀ߢ ،ঁॻԡم م࿂ྛن ᄳᄍ ً ԉԦم ԦՇີڑԉن (ذ૑શوأ࠼࡫ࡿ)، ௵௒اࣩ࣡را مي زوج ٫೵બ ၔဿى ֒โڮՇ"
ً ԉโأزوا Ըஅ୮ୈ اࣩ࣡زواج ׵֑ه ԘհႧ႙ ᄳᄟԉսاط ٤ሁ๯اط ᄳᄍو ،ೕಷآ ً ԉโزو ٤ሁ๤ ྽ཫ Ըஅ୮଻ ا೫೜وج ׵֑ا أن ٤ִՎض ሟላوذ ҟ֒ة฾وا ڃպ״ सेور ֒ԦՎ ا೫೜وج، ׵֑ا

"ҟҟҟဴاလو׵ أೕಷى،
௵௒اࣩ࣡را أن وطਾਢִպض وا฾֒ة، ڃպ״ ֒ԦՎ اطսڮ֦֜ ۝ۼ߀ߢ ࣦ࣡ اܖԉक़ل وՎڞԦհշ״ ،n ٤ሁ๯اط ߇ߢاՇ״ ᄳᄍ اطڑן٫ ԉء׷ᒉؽսદઊ ഽഠاط ௵௒اࣩ࣡را أزواج ฼֒د ᄭᄟإ Fn ॅस೭೜ԉՎ ॅसਾਟط
و٤َԦُՔفّ ،එ൭൙ԉՑڮշհ֧ مԉսսطհ״ ৿ُ৮وڷّ مԉսսطհ״ ᄭᄟإ ԉՑֳڮدՇ ेसࣩ࣡ا ׵֑ا ҟ0 ٤ሁ๯اط շ֦ر أزواج أՇ״ ֒โڮՇ ࣦ࣡ أՑװ اԉշսԟࣦ࣡ر ಮಒԦՎ ֑฽ࣩ࣡ا Ԙم Քءڮن واطշ֒اՇ״ اࣩ࣡߇ߢ، ᄭᄟإ ԦՔີٻ

:ᄳღ࣪࣡ا ྽ྛطڑԉՎ ً ԉհ೺෉ߍߢر
F0 = 0, F1 = 1, and Fn = Fn−1 + Fn−2 for n ≥ 2

ԉսսࣞࣚطհ״، اࣚࣞڮၔّဿَُة ၍ဿّاၔဿا مٵڞؽ־ Ԙوٮ مي أول ଜଗՎࣦ࣡س و࿂ཫن ҟ״Շ֒دԦاط اၔဿوال ԉՎڃս๎֒ام එ൭൙ԉՑڮշհ֧ مԉսսطհ״ طڮٰ֜ Շֳ״ ڛ٤ إԉ೺෉د Շؽ٤ أو ԉ฾ول ࣦ࣡׏ٕ، ԫ֦و ᄳᄍ
Շءڮن ԭհ೶ැ f ֦ڮى ၍၅ڎؽڎໂم ԟي ԭ஁୫୅ ԉञ௒Ԉ֧ ،එ൭൙ԉՑڮշհ֧ مԉսսطհ״ أโر مي ᄳᄟԉսطԉՎو ҟ״հطԉսսࣞࣚا ׵֑ه ฾֒ود ᄳᄣ اطԦ֒دՇ״ ԉ੩੥ԉրأم ֦ڮى، ၍၅ڎؽڎໂم ԉᇿᇁ ഽഝԦՑ ഽഠواط
ᄳᄍ ၍ဿدا f Քءڮن ࣦ࣡ أن اࣚࣞوءي مي (ومպװ مԉֳսرՎ״ ၍၅ڎؽڎໂم ԉᇿᇄأ ฼ࢉ࢕ ֒հ؏Ԍսاط دون ֦ڮى، مໂڎؽڎ״ أي اڃս๎֒ام ԉպط اࣚࣞڎوڮح ومي ҟ f (z) = ∑∞

n=0 Fnzn

ҟ(C

:ᄳᄣ එ൭൙ԉՑڮշհ֧ ԉսսࣞࣚطհ״ اࣚࣞڮၔّဿَُة ၍ဿاၔဿا
∞

∑
n=0

Fnzn =
z

1 − z − z2

أن: اԦࣞࣚ܁ܓم ومي

lim
n→∞

Fn+1

Fn
= c, where c =

1 +
√
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دا฽ر مԉֳսرՎ״ أଜଗ฼ه اطֳڮى ၍၅ڎؽڎໂم أن ׂս຿ս຿৿৫ ومպװ ҟ״հշ׵ၓဿا اط຿ڎշ״ ᄭᄜ߀ߢ c واطԦ֒د
،ًԉछ௒ԉโ اطڮارد ྽ྛاطڑ ᄳᄍ Վڮٮڮح Շڝ׷٤ و׵֑ا ҟ |z| < 1/c ∼ 0.61803 اط٤ֳص
ԉᇿᇇذا اࣚࣞڮၔّဿَُة ၍ဿاၔဿا أن اطԦہۅ Ԙم ҟً֒ا฾ 50 أโر مي ᄳზ٢ड़اܖ اଉଃ૿وڮع اڃս๎֒ام ᅶᅧ ԭհ׏
ೕಷ࣪࣡وا 1/c ԉႧႥ֒฾أ و֦ڞԉշن ،0 ֒պԟ ֒฾وا ٤ִٰ ԉ੩੥و اطԦֳ֒ي، اࣚࣞڎսڮي ࿂ཫمر ฼ࢉ࢕ م٤Ԧُّ֧״

ٕՎԉڞडௐ اطٵڮرة ׵֑ه أن ࣦ࣡׏ڗ ҟ၍ဿاၔဿا ੩੥֑ه (phase portrait) ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ৿ُৡوڷّ ԉم ԉպط Քٵ֜ اطԉԦم ׵֑ا مي ٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف ٰڮرة إن ҟ−(1+ 1/c)

ҟةၔّဿَُاࣚࣞڮ ၍ဿّاၔብላ ೕಷآ ً ࣦ࣡ԉրم ଜଗُՔ׏ڗ ،2012 ԉ฼م ،مي أՇ܁ܓل ٤ሁ๤ ᄳᄍ ҟ״Վرԉֳսم ԉᇿᇣ֧ Քءڮن ഽഠاط اպࣞࣚڞֳ״ ᄳᄍ اطֳڮى ໂࣞࣚڎؽڎ״ ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة Ԙم

(1250 Ⴃႏ؞اԿ-1170 Ⴃႏ؞اԿ) (Leonardo Pisano) বঅҾاӁ؞ Ӡ֧؞ѹӁردو
௨௒࿂ཫ ഽഠاط اطऔ௏٤Ԧ״، اࣩ࣡رԉ֦م ԉՎڃս๎֒ام واܖक़ڎԉب اطՎԉ౶౎״ ԦՔہۅّ ԭհ׏ ԉհֳՇ إ٤֧ ԉႹႭل ᄳᄍ ً ԉս֦و واၔဿه Ԙم ا٤ࣞࣚا׵ֳ״ ڃي ᄳᄍ උ๼֦ ҟԉհطԉڞՇ إ ᄳᄍ ਕՎ਼ا مञை֒״ مي ೕ಼ԉՔ সণا ࿂ཫن
”filius Bonacci” ՑԌՎװ Ցִڎװ طհڮԉՑردو ֦֒م اطԉ౶౎ب ׵֑ا ᄳᄍ ҟ૑શၓဿا ֜Ցآ اܖक़ڎԉب"، "ࢡࣉԉب ࢡࣉՎԉװ Ըս؏ ਕՎ਼ا ᄭᄟإ ԟڮدՔװ ၔဿى ҟಮಒବଧاࣚࣞڎ اطԉ๓սر շِ֦رَ مي ս৿৮๎֒م
دراڃ״ ԟي ԉշԟرة ࿂ཫن واၓဿي اԉԦّՎ٤ࣞࣚت، ࢡࣉԉب أطّ֜ أՑװ ࿽࿯࿏ ҟඑ൭൙ԉՑڮշհ֧ Ըֳط ᄭᄟإ طպִڎװ ᅶᅚֳ֒սاط ׵֑ا ا׎սٵԉر ᅶᅧ ࣦ࣡׏ٕ، ԫ֦و ᄳᄍو ҟ(එ൭൙ԉՑڮՎ ၍၅Մԉ฼ সণا ՑԌՎװ (أي
฼ࢉ࢕ ׏ٵر اਾਕ฽ࣩ࣡ة، ڃպڮاՔװ ᄳᄍ أՑװ، ฼ࢉ࢕ ၍ဿأد ׵ԉպك ֒โڮՇ و ҟװպԟ اطֳؽհر ڃڮى ٤ԦُՇࣦ࣡ف ՑԈ֧װ ਕՎ਼ا طհڮԉՑردو ࢡࣉԉՎԉت ԉՎڃԉպրໂء ҟসজೕಷآ ಮಒ฼ومڮٮڮ ا฼ࣩ࣡֒اد، Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍ
اܖԉհॗل، مي ೓಼ء ภ༰اࣩ࣡ر ฼ࢉ࢕ ᄳᄣ اطٵ๏ִ״ ׵֑ه مي ೕಷ࣪࣡ا ௵௒ԉड़اܖ ฼ࢉ࢕ Քڝ׷٤ ഽഠاط اطٵڮرة ഷഠ׏ طᒉءي ҟ״խ֧࿂ྛࣞࣚوا ԉՎطսֳ֒ۓۼ اܖड़֒ۓۼة ၉ဿԉႧႆأ مՎԉֳر ਕՎ਼ا مي ڃպڮي ௵௕را
฼ࢉ࢕ ً اսԟوԉدا ԉञ௏ؤه ᅶᅧ أՑװ छை֒و واၓဿي ،඀๯ԟ Ԙڃԉսاط اط٤ֳن مي ԉրદગل ၉ဿ ֒โڮՇ و ،එ൭൙ԉՑڮշհִط اطڮ׏հ֒ة اطٵڮرة ᄳᄣو ҟاٰࣩ࣡ر ၍ဿ׷ڮ೺঎و اطඑ๯ء ٩ԦՎ तை֒฾״ ԉᇿᇄإ إذ

ҟԉሁ๤ԉ฼ ഽഠاط اطڎպڮات ฼֒د وࣦ࣡ ،ࣦ࣡ أم ၍၅Մԉ฼ එ൭൙ԉՑڮշհִط ࿂ཫن إذا ԉوհ֧ ԦՑہۅ وࣦ࣡ ҟاطٵڮرة ׵֑ه
L. Sigler, Fibonacci’s Liber Abaci. A Translation into Modern English of Leonardo of Pisa’s Book of Calculation. Springer, New York, 2002; p. 404.

K. Devlin, The Man of Numbers, in search of Leonardo Fibonacci, 2010. https://www.maa.org/external_archive/devlin/Fibonacci.pdf

https://www.maa.org/external_archive/devlin/Fibonacci.pdf
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( Sophie Germain’s Identity) ѹֵমঅ඲ن Ⴃၽנ؞ դԣҾѹ؎ֵ
ا٤Ԧࣞࣚو֧״ ،Ԅ࣊اڈ Ⴅ၈ѻ࢐୊ ѻҘַدࡓࡘت ਾਜսԦՔو ҟدࣦ࣡تԉԦࣞࣚا و฾ر اطֳڎو״ Վԉ֦ؽհ״ّ ࣦ࣡׎ԉշսر ً ومڎ฼ԉ֒ا اࣩ࣡׏ԉհن، Ըأืؽ ᄳᄍ ԉ֧޽ߢة، ذا Շءڮن โ֒اءات ᄭᄟإ Ԙհمԉଉଃ૿ا Շر ೶ූڮ إن

اܖड़֒اءات ੩੥֑ه اޅޣ޲ଜଗհրت أ৿২ژ ႹႵي مي وا฾֒ة ،֒հד ྽ྛਂ২ اطԉֳرئ ၔဿى
a2 + 2ab + b2 = (a + b)2, a2 − 2ab + b2 = (a − b)2, a2 − b2 = (a − b)(a + b)

،֒क़اܖ ᄳზԉञ௘ ԉՎڃս๎֒ام اط๏սؽհر مي ً ԉ฾وٮڮ أ֦ر ๏սሑላؽհر Շֳ״ ڛ٤ ڛڮرت ԉᇿᇄإ إذ ҟԉمਾਕ֧ պّႧَ੬ُ੫״ ᄳᄍ ً را޽ߢا ً ଜଗႧႆ ਾਕโمԉن ᄳᄍٰڮ أ٢೺ීت ،඀๯ԟ Ԙڃԉսاط اط٤ֳن ߇ߢاՇ״ ᄳᄍ
أن مي اطսנֳٕ اطሁ๬ر مي ،ሟላذ Ԙم وطᒉءي

a4 + 4 b4 = (a2 − 2ab + 2b2)(a2 + 2ab + 2b2) =
(
(a − b)2 + b2)((a + b)2 + b2) (1)

مي م඀๤ԉշة اܖհֳक़ֳ״ ׵֑ه ׂս຿ນ ҟֳ֧ژ ֒฾وا ᄳᄟأو ฼֒د ֒โڮՇ ،Ըمڮד հ೶೴־ ฼֒د a ԭհ׏ ،a4 + 1 ا฼ࣩ࣡֒اد ಮಒՎ مي أՑװ ਾਕโمԉن ԫ؏أدر اԉրࣞࣚل ڃհຼر و฼ࢉ࢕
၍ဿدԉԦବ቟ላ أՑװ إԉछ௘ت ׵ڮ ،((1) اࣚࣞڞՎԉֳ״ (أي ਾਕโمԉن ࣚࣞڞՎԉֳ״ ،ًԉ฾وٮڮ اࣩ֦࣡ر اطսڞԉֳհշت، ಮಒՎ ومي ҟb = 1 أن ԉշսԟԉՎر ،(1)

3a + 4b = 5c

اࣚࣞڎՄԉر مي اطԦ֒߀ߢ ܖक़ر اࣩ࣡׏ԉհن، Ըأืؽ ᄳᄍ ਾਕโمԉن، مڞՎԉֳ״ ս৿৮๎֒م ҟa = b = c = 2 ׵ڮ ֳ֧ژ ֒฾وا ฾ر مڮדշ״، ๏հ೶೴״ أ฼֒اد c و b و a أโر مي
ਾਕื) ेّ؏շ״ ُ स أ฼֒اد ᄳᄣ a4 + 4a ྽ྛاطڑ ԉ੩੥ ഽഠاط ਾਕՎԉԦսاط أن إԉछ௘ت ԉᇿᇣ֧ ԸَڞُؽՇ ഽഠاط ၍ဿԌاࣚࣞڎ ฾ر ᄳᄍ ս৿ُ৮َ๎֒م اԉրࣞࣚل ڃհຼر Ԧ֧ࢉ࢕ ҟتԉհٮԉՇ ٤ሑላ اսֳࣞࣚ֒م״ اࣚࣞڎԉֳՎԉت ᄳᄍ

၍ဿاၔብላ ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ԉպط Քٵ֜ ഽഠواط ،٤ሁ๯اط ׵֑ا ଜଗืف ฼ࢉ࢕ اطٵڮرة ԉՑ֒โأو ،၍ဿԌاࣚࣞڎ ׵֑ه مي ಮಒَԦِՎԉՑ ਼ਕִ೶ َූ و Ԙَ֧߇ߢِا ҟa ≥ 2 و ً ԉ๏հ೶೴ ً ฼֒دا a ࿂ཫن إذا أوّطհ״ّ)
f (z) = z4 + 4z

հَᇿُᆺوي z4 ֒क़اܖ Ԉ֧ن ومպװ ਾਕԡٰة اࣩ࣡ڃհ״ّ ၍ဿاၔብላ ၍၅Շ اطڞڮ Քءڮن اࣚࣞڎսڮي، مي ඀൪ൌࣩ࣡ا اطպٵ֜ ᄳᄍ ҟ−13 < Im z < 13 و −9 < Re z < 17 اպࣞࣚڞֳ״ ᄳᄍ
ᄳᄣ اࣩ࣡ڃհ״ ၍ဿاၔဿا Քءڮن اط඀๯اՄژ، ԉᇿᇣ֧ Քڝ׷٤ ഽഠواط ଄ُڞَّڞ״َ، ଃ૿ا اպࣞࣚڞֳ״ ᄳᄍو ҟa4 و z4 সজ֒क़اܖ ಮಒՎ Ԙआࣱࣺا مي ׂս຿ນ أԉִٰر، أرԦՎ״ ֒೺ී اշࣞࣚ֒أ דڮار ᄳᄍو ҟ f ၍ဿاၔဿا ฼ࢉ࢕

ҟ״պوհاࣚࣞ׷

Sophie Germain (1776-1831) Џنѹֵমঅ඲ Ⴃၽנ؞
اط຿ڎԉء Ԙَպદُ ગ ௨௒࿂ཫ ԉᇿᇰ֦و ᄳᄍ Ցࣩ࣡װ ،ԉᇿᆺၔဿوا إرادة ሟላ߇ߡ مԉԦرٮ״ ،ԉᇿᇣᗘأ مءշս״ ᄳᄍ اࣚࣞڮדڮدة ԉՇٮԉհت ೭೜ا Ըս؏ ԉ׵ԉշٰ ᄳᄍ ٤֦أت ҟ໓ൌرԉՎ ᄳᄍ ۣۼي ೕ಼ԉՔ ၍၅Մԉ฼ ᄳᄍ Ԍਂ৫ت
اսԟو֒ت اطհ৿৫٤ִ״ اطրڮرة ᄳᄍ Ըطԉاطڞ ׵֑ا مԉت ԉ֒مպԟو ҟ׽ՑଜଗՎطڮ ᄭᄜُ߀ߢ Ըطԉڛ مي ԉՇٮԉհت ೭೜ا ᄳᄍ ඀๷ԉ೶঎ات ฼ࢉ࢕ ਾਕโمԉن ԫ׏ٵؽ ҟتԉԦمԉड़ܖԉՎ اࣦ࣡طԉ๏սق مي
طᒉءպװ ،ฤඪेاԚࣦ࣡ ԉᇿᇁ ٤َᇿَᇪᗛا و ԉᇿᇰᗑ׵ڮ ਾਕโمԉن ᄳᄍٰڮ ԫִڑ؏ مԦװ، ௪ை݄ܹ֒ܿ طڮՑଜଗՎ׽ ڛԉطշװ ฤඪेاԚࣦ࣡ ໓ൌطڮ ֜Շ דڮز اطਾਜو֧ີڎڮر ᄭᄜ֒սاڃ ԉ֒مպԟو ҟرԉԦսمڎ ໜ๡࿁ཫ اႹႪװ
Շ׽ ٤֧߀ߢر ࿂ྛՎرل اՔࣦ࣡ٵԉل طڮՑଜଗՎ׽) أՑڞڮن ԫڎԚأو اࣚࣞڎԉԦսر ໜ๡ࣦ࣡ԉՎ) ਾਕโمԉن ߇ߢأت 1804 ԉ฼م ᄳᄍ ҟഽഝؽ฼ ྽ྛਂ২ ԉ׷Ⴇႆ߇ߢ ሟላذ ֒ԦՎ ԉ֦م و ،ԉᇿᇁ ً ڃհԦ֒ا ࿂ཫن
ҟيԡञ௕ڮԚ ԉโمԦ״ مي Շ״ اطִן٤ اս؏ၔဿڮراه ฼ࢉ࢕ ԉՎܖक़ٵڮل ԉ੩੥ උ๹أو 1831 ԉ฼م ᄳᄍو ҟ״հֳհֳक़اܖ ԉᇿᇰᗑ׵ڮ ،1807 ԉ฼م ᄳᄍ ฼ہَۅِ، ԉ֒مպԟ ً ԉٳՇأ ԉᇿᇁ ً ԉշפԦم و࿂ཫن ҟوصԉื
ԉ฼م ֧ܞܵ ҟԉمਾਕ֧ պّႧ੬ُ੫״ إԉछ௘ت ᄳᄍ ਾਕโمԉن طԦور එ๬ີຉ೭೜ا اܖ٢ड़ء ੠੅َՔسّ ҟ״โرၔဿا ׵֑ه ฼ࢉ࢕ ԉ੩੥׏ٵڮ مي ਾਕ֦ٵ ԫ֦و շ֦ر ԉՎط඀๬ڛԉن ਾਕโمԉن ௨௕ԉم ଟሗላڃ֜ طᒉءպװ
ᄳᄍو ҟر฾ ԉ੩੥ طີٸ ،n ≥ 3 و ڛհԦհշ״، أ฼֒اد c و b و a ԭհ׏ ،an + bn = cn ၍ဿدԉԦࣞࣚا أن հ֧װ ಮّಪَछُை ً ԉم֒׵ڑ ً ԉՔԉछ௘إ Շၔဿװ أن ԉمਾਕ֧ دي ਾਭऔ௏ ᄭᄜّاد 1637
ѻַরইපن Ⴅၿעؠ أԄථاد ࣦ࣡׏ٕ ԫ֦و ᄳᄍ ԫَհႹُႪ) اࣩ࣡وطհ״ ا฼ࣩ࣡֒اد مي ಮಒԦم દઔژ مي n ԉᇿᇣ֧ Քءڮن ഽഠاط ၍ဿԉक़اܖ ᄳᄍ ԉمਾਕ֧ պّႧ੬ُ੫״ ೶೴״ ਾਕโمԉن ԫսຼຜأ 1805 اطԉԦم ᄳᄟ׏ڮا
أߊߢرو ّ֒م ֦ ԉ֒مպԟ ،1995 ԉ฼م ഷഠ׏ ԉمਾਕ֧ ଄ଃ૿وպ״ ࿂ཫمر إԉछ௘ت ׵պ׽ Շءي ᅶᅉو ҟلԉଉଃ૿ا ׵֑ا ᄳᄍ اࣩ࣡ول ਾਕշॗاܖ ਾਕโمԉن ᄳᄍٰڮ مي اط๓հໂպ״ ׵֑ه ԫؽԦوד ҟ (զӢ֩اࡓ࡛و

ҟ״պو଄ଃ૿ا ੩੥֑ه اط࿂ྛمر إՔԉछ௘װ ՇԉՔ܁ܓر) رໂຌڑԉرد Ԙم (ԉՎࣦ࣡چਾਢاك واՇؽ٢
฼ࢉ࢕ ԉؽ׷฾ ا׏սڮاء مي اԚ೭೜ق و฼ࢉ࢕ ଜྷཫߊߢي) (أچ࿂ྛل اԚࣩ࣡ڑհ״ ا׵ਢ਼ازات ߇ߢراڃ״ ਾਕโمԉن ᄳᄍٰڮ ߇ߢأت اࣚࣞڎԉֳՎԉت، إ฾֒ى ԉโېۺة ԉԦ֧طԉհت ႹႵي ،1809 ԉ฼م ᄳᄍ
ԉବଧ฼ء ٩ԦՎ շ֦ر مي ԉوؽ׷ԦՎ اਾਢ฼ࣦ࣡اف ฼֒م Ըຼ৿২ اܖԉड़ېۺة ԉՎڃଜଗսم ԉأمؽ׷ ԉ฽ب طᒉءպװ ҟ1815 ԉ฼م ᄳᄍ اطԉշرհ৿ৡ״ ا࿂ཫࣩ࣡دհદઊ״ ԉโېۺة ԉנ׷պم ᅶᅧ ՑԈ֧װ اࣩ࣡׎ڞԉء، ٩ԦՎ

ҟېۺةԉ݈ܹܿ ᅶᅚֳ֒սاط ԫور֧ٳ ԉՇٮԉհت، ೭೜ا
ԭנշሑላ مᇿᇭפհ״ ႹႵي ٕՄԉֳक़واܖ ಮಒՑاطֳڮا مي مպڝڮم״ ᅶᅚֳ֒Ք ԫوطԉ฾ ԉ׵඀๾Ԧط ڃՎԉֳ״ ᄳᄍو ҟعԉوսاࣦ࣡ד و฼ہۅ اطպִٸ و฼ہۅ اطִؽڎִ״ ᄳᄍ ً ؏ਾਕշا ً ԉمԉوսا׵ ਾਕโمԉن أښ׷٤ت

ҟ״հԟԉوսاࣦ࣡ד اطԦ܁ܓم ׵֑ه ᄳᄍ
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(The Logarithmic Gamma Function) դّӠஹப୴رѹටّا֧ٱڃ ѹֵѹට ྽ྯدا
،ಮಒاޅޖ޲ ד׷״ مي ᄭუاࣩ࣡د ᄳᄍ اُࣚࣞ֒رโَ״ واطٵڮرة ҟ2012 ԉ฼م مي آب ٤ሁ๤ ᄳᄍ أՑڝ٤ ،(factorial function) اطԉَԦمࢉِ࢛ ၍ဿاၔဿ ً ԉوհوԦՔ ԦՔڞڽ ԉمԉื ၍ဿاၔဿا أن اԦࣞࣚ܁ܓم مي
ഽᕃᇰպࣞࣚا ਾਕื ԉՎܖड़֒اء ԉمԉื ၍ဿاၔብላ ԉ֨ۓۼچਾਢاوس հրદગر مي ሟላذ وडَைٳ־ُ اطڎԉطշ״، اطٵנ๏հ״ ا฼ࣩ࣡֒اد ֒պԟ հ৿২ڞ״ أ֦ڞԉب ԉمԉื ၍ဿاၔብላ إن ҟԉمԉื ၍ဿاၔብላ ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ภَّڮُހՔ

ᄳღ࣪࣡ا
1

Γ(z)
= zeγz

∞

∏
n=1

(
1 +

z
n

)
e−z/n (1)

၍ဿاၔဿا ࣩ࣡ن واܖक़֑ر، اܖհक़ڞ״َ Ըّڞؽडை اط܁ܓԉืّرհ౉఺ఄ״ّ ԉمԉื ၍ဿدا Ԙم اطԉԦսمر إن ҟ(Euler-Mascheroni) ᄳუوਾਕڃءԉؽ٤-مՇ أو ௨௏ԉ՗ ׵ڮ γ = 0.57721 . . . ԭհ׏
مي مսպװ ਾਕื ฼֒د ԉ੩੥ ، r > 0 ԭհ׏ ، w = reiφ أโر مي eζ = w ၍ဿدԉԦࣞࣚԉ֧ ҟ(2011 أԉՇر، ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ اطֳݡݽ ُ ّ֒دة Ԧَսُم ၍ဿدا ᄳᄣ اطՇֳُ֒Ԧ״ّ اط܁ܓԉืّرհ౉఺ఄ״ّ
Շݮݽ، ط܁ܓԉืر اຉ೭೜ີڎհ״ّ اطհֳو״ اܖक़܁ܓل ׵֑ه ႹႵي مي ֑฽ԌՑ أن ԘՄԉاطڑ ومي ҟn اطٵנ๏հ״ ا฼ࣩ࣡֒اد ྽ཫ أโر مي ζn = log r + i(φ + 2nπ) ᄳᄣو اܖक़܁ܓل،
،٤ሁ๯اط ׵֑ا ଜଗืف ฼ࢉ࢕ ا٤Ԧࣞࣚوٮ״ ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ฼ࢉ࢕ ೶ීٵر ԉञ௒Ԉ֧ ، w = Γ(z) ၍ဿاၔဿا Շݮݽ ط܁ܓԉืر اຉ೭೜ີڎհ״ّ اطհֳو״ ԉՑ֑฽أ Ԉ֧ذا ҟ−π < φ ≤ π أโر مي ζ0 ᄳᄣو
اࣚࣞڎհֳսوԉت ֒պԟ ೶෉ٵر و׵֑ا ڃԉطշ״، ׏հֳհֳ״ ً ԉوհ֦ Γ ၍ဿاၔဿا ԉ֒׵պԟ ֑฽ԌՔ ഽഠاط اطԉֳպط ֒պԟ مڎսو٤ة ਾਕื اط܁ܓԉืّرհ౉఺ఄ״ّ ԉمԉื ၍ဿدا إن ҟهԉՑأد اطڮڃڞڷ اطٵڮرة ᄳᄍو
اܖ٢ड़ء مպװ Ԙََڞսֳُࣞࣚا اࣚࣞڎսڮي ᄳᄍ ೶ූؽհؽհ״ Քءڮن ԭհ೶ැ اط܁ܓԉืّرհ౉఺ఄ״ّ ԉمԉื ၍ဿدا إԉ೺෉د اࣚࣞوءي مي ՑԈ֧װ ሟላذ Ԙوم ҟԉمԉื ၍ဿاၔብላ ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ᄳᄍ ภතԉִاط اࣩ࣡زرق اط܁ܓن ذات

྽ྛطڑԉՎ ԦُՔڞڷ (1) ฼ࢉ࢕ ԉञ௏ء ،၍ဿاၔဿا ׵֑ه ҟܵܝհֳक़اܖ اଅଃ૿ڮر مي Ըطԉاطڎ

log Γ(z) = − ln z − γz +
∞

∑
n=1

( z
n
− log

(
1 +

z
n

))
ҟرԉاطີڎ مي أدԉՑه، اُࣚࣞ֒رโَ״ اطٵڮرة ᄳᄍ مڮ೶ೲ״ ၍ဿاၔဿا ੩੥֑ه ၍ဿԉक़اܖ وٰڮرة ҟّ״հ౉఺ఄرԉืّاط܁ܓ ԉمԉื ၍ဿدا ᄭᄜُوߍߢ

:Re z > 0 أโر مي اط܁ܓԉืّرհ౉఺ఄ״ّ، ԉمԉื ၍ဿاၔဿ সজೕಷآ ಮಒؽհրદગ (Jacques Binet) հպີຓװ ԉโك ا؏ໂڑ֜
log Γ(z) =

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1
2

ln(2π) +
∫ ∞

0

(
1
2
− 1

t
+

1
et − 1

)
e−tz

t
dt

=

(
z − 1

2

)
ln z − z +

1
2

ln(2π) + 2
∫ ∞

0

arctan
( t

z

)
e2πt − 1

dt.

Jacques Philippe Marie Binet (1786 - 1856) ЏՠӠӪลฃ ѹֵري ҨӠ֭Ӡԗ ѹ඲ك
ԉବଧ฼ء اط՗ଜଗր״ وأշٰ־ ໓ൌرԉՎ ᄳᄍ اطշڮطսհءհպ׽ م֒رڃ״ ᄳᄍ إ׎ڮՔװ مي ಮಒञ௘ا Ԙم հպີຓװ درس ҟًԉՇ مԦوԉر ً ԉ֒ڃպᇿᑟ أՎڮه و࿂ཫن ،ԉ৿৫٤֧ ᄳᄍ (Rennes) সজر مञை֒״ ᄳᄍ ၔِဿُو
اطԉԦսڛ֜ ׵֑ا وཫྍִّװ َؽᒉءհَ״ّ، اࣚࣞ Ԙم ً ԉִڛԉԦսم එ๤ڮ؏ Շֳٰ֒װ Ԙم հպີຓװ، ࿂ཫن ҟ״հ৿৫اط٤ִ اطհྍُྛ״ّ ᄳᄍو اطշڮطսհءհպ׽ م֒رڃ״ ᄳᄍ ࣦ࣡׏ٕ ԫ֦و ᄳᄍ ودرس ҟتԉհٮԉՇ ೭೜ا ᄳᄍ
ا؏ໂڑ֜ ҟ቉ስִواط واऔ௒࿂ྛհࣞࣚ׽ ԉՇٮԉհت، ೭೜ا ᄳᄍ ׵ԉم״ إԉሁ๡مԉت հպີຓװ ֦֒م ҟ1830 ԉ฼م مي દગڮز ՗ڮرة ֒ԦՎ اطշڮطսհءհպ׽ م֒رڃ״ ᄳᄍ اࣩ࣡ڃԉսذՇ״ ᄳᄍ درדսװ ԉ՗ֳُ֧֒ن
ᄳᄍ (أՑڝ٤ එ൭൙ԉՑڮշհ֧ ฼ࣩ࣡֒اد ԡհٰ״ ً ԉٳՇأ հպີຓװ وا؏ໂڑ֜ ҟװհպີຓ-එ๤ڮ؏ ԡհٰ״ ،ԉوᇿᇣႹႪԉՎ ا࣡࣪ن ৿ُ৮وڷّ ഽഠواط ّ֒داَت َ ଅُ ଃ૿ا ׏ڮل Շ״ Ցڝ٤ ،֒฾وا ԫ֦و ᄳᄍ ،එ๤و؏ڮ ׵ڮ
Foucault’s) ֧ڮ؏ڮ Ցڮاس Վ٤೺ූ״ հպີຓװ َِ֒ሁَ๤ ҟসজೕಷوآ (de Moivre) مڮا٤֨ دي շِ֦رَ مي ً ԉٳՇأ ԉ֧׷ԉڑໂ؏ا ᅶᅧ اطٵԡհ״ و׵֑ه اطԉԦم)، ׵֑ا مي ،ᄳუԉրاط Ց࿂ཫڮن ٤ሁ๤
࿂ཫଟሗላدհદઊ״، ً ԉີڎຉر أշٰ־ ֦ٵਾਕة ਾਢ֧ة ֒ԦՎو اطԦ܁ܓم، أ࿂ཫدհદઊ״ ᄳᄍ հպີຓװ Ը஀ُୱ୅ا ҟڮاسպاط ੩੥֑ا وا฾֒ة دورة طڞڮل ᄳღԉّհٮԉՇ ر ਾਕִڎՔ ֦֒م مي أول و࿂ཫن ،(pendulum

ҟԘ֦ڮսم ਾਕืو ᄱჺԉִم مڮت مي ᄭუԉ฼و
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(Littlewood Polynomials) ӭӠ֧ٱڃد Ԃථود মঅӰտات
ഽഠواط طսհ܁ܓد، ฾֒ود ؏ਾਕրة ً ଜଗրႧႋ ҟ−1 أو +1 ԉ৿৮وي ak ԉ੩੥ԉրأم ԘհႧ႙ ،P(z) = anzn + . . . + a1z + a0 ฾֒ود ؏ਾਕրة ྽ཫ طսհ܁ܓد ฾֒ود ؏ਾਕրة ߊߢԟڮ

:྽ྛاطڑ مي ᄳᄣ 1 ԉ৿৮وي ԉ੩੥ԉրأم ԘհႧ႙
P(z) = zn + . . . + z + 1 =

zn+1 − 1
z − 1

،ಮಒاޅޖ޲ ᄳᄍ اُࣚࣞ֒رجَ ،྽ྛاطڑ (أՑڝ٤ اطڮ฾ِ֒ةَ داېۼة ฼ࢉ࢕ ԘֳՔ ԉ׷ԦհႧ႙ اԉִٰࣩ࣡ر و׵֑ه ҟ1 اطԦ֒د ԉՎڃԉպրໂء ط܁ܓ฾ِ֒ةَ، (n + 1) اछ௕٤ࣞࣚ״ مي اܖड़֑ور ᄳᄣ ԉر׵ԉִٰوأ
اܖक़ؽֳ״ ᄳᄍ ԘֳՔ اܖհֳक़ֳ״ ᄳᄍ ᄳᄣو اطڮ฾ِ֒ةَ، داېۼة مي छை٤֦״ ڃսءڮن طսհ܁ܓد ฾֒ود ؏ਾਕրات مي P ฾֒ود ؏ਾਕրة أي أԉִٰر أن ฼ࢉ࢕ ً ଜଗհدط ا࣡࣪ن ڃպֳ֒م ҟ(هԉՑأد

أن ֒೺ී ԉञ௒Ԉ֧ P(z) = 0 أن ԉદઑ ҟ֒ة฾اطڮ داېۼة دا฽ر ԘֳՇ ،P اܖक़֒ود طᒉءਾਕրة ٤ִٰ z أن ط٤ִպض ҟ1/2 < |z| < 2

1 = |a0| = |a1z + a2z2 + . . . + anzn| ≤ |z|+ |z|2 + . . . + |z|n = |z| 1 − |z|n
1 − |z| <

|z|
1 − |z|

مي ،٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف ٰڮرة إن ҟَ֒ة฾ِاطڮ داېۼة ԉ฽رج واԦ֦״ z Քءڮن ԉ֒مպԟ ս৿ُৡ๎֒م ذاՔװ واࣩ࣡ڃ܁ܓب ҟ|z| > 1/2 أن ᄱᄍ࿂ྛՇ و׵֑ا ،1 − |z| < |z| ومպװ
اط٤ֳن ڃԉّհ຿հّໂِت ᄳᄍ ׵֑ه اܖक़֒ود ؏ਾਕրات ᄳᄍ ԭנշاط طսհ܁ܓد ߇ߢأ ҟᄳზڑڮاԟ ྽ྛਂ২ ԉر׵ԉհսا׎ ᅶᅧ وԉԦદઑمଜଗت ،50 اၔဿرโ״ مي طսհ܁ܓد ฾֒ود ؏ਾਕրة Քڝُ׷٤ اطԉԦم، ׵֑ا
اطڮ฾ِ֒ةَ، داېۼة ฼ࢉ࢕ ԘֳՔ رؤوڃװ ،Ԙّمٳُؽ أي دا฽ر ᄳᄍ أՑװ J. Erdélyi و P. Borwein ಮّಒՎ اԉրࣞࣚل ڃհຼر Ԧ֧ࢉ࢕ ҟԉᇿᇭԟ اطֳؽհر ڃڮى ا࣡࣪ن ഷഠ׏ ԦՑہۅ وࣦ࣡ ،එ๷ԉࣞࣚا
طսհ܁ܓد ฾֒ود طᒉءਾਕրات اԉִٰࣩ࣡ر ԘհႧ႙ Ⴇੱ੫ڮ฼״ إن ҟԘاࣚࣞٳؽ ฼ࢉ࢕ ֳ֧ژ սԦՇو֒ ௨௏ԉ՗ c ԭհ׏ ،n اၔဿرโ״ مي طսհ܁ܓد ฾֒ود طᒉءਾਕրة ً ٤ִٰا c

√
n ਾਥ؏ࣩ࣡ا ฼ࢉ࢕ ֒โڮՇ

مي طսհ܁ܓد ฾֒ود ؏ਾਕրات Ԙհआࣱࣺ اԉִٰࣩ࣡ر ԘհႧ႙ Ⴇੱ੫ڮ฼״ ಮّಪछُை اࣩ࣡وڃژ ྽ྛاطڑ ҟԉᇿᇭԟ وواհ֧״ ၍၅مԉچ دراڃ״ ا࣡࣪ن ഷഠ׏ ֒โڮՇ وࣦ࣡ ଜሗላ׵սوԉم، مਾਕրة Ⴇੱ੫ڮ฼״ ً ԉٳՇأ ᄳᄣ
ҟ12 ԉ৿৮وي ਾਥ؏ࣩ࣡ا ฼ࢉ࢕ ԉᇿᇰدرד ഽഠاط طսհ܁ܓد ฾֒ود ؏ਾਕրات Ԙհआࣱࣺ اԉִٰࣩ࣡ر ԘհႧ႙ Ⴇੱ੫ڮ฼״ ಮّಪछُை اطີڎԉر ᄳᄍ اُࣚࣞ֒رج ྽ྛواطڑ ҟ11 اၔဿرโ״

John Edensor Littlewood (1885 - 1977) ЏٱڃدӭӠ֧ ܰݒ९ज़؞ر إ Ճ؞ن
ԦՇور واၔဿه ࿂ཫن ԭհ׏ ،ԉհֳՇ إ٤֧ דպڮب ᄳᄍ 1900 و 1892 ಮಒمԉԦاط ಮಒՎ ڛִڮطսװ مي ً ೓಼ءا උ๼أم ҟاਾਢྍྛՑا ඀๤ق דպڮب ᄳᄍ ( Rochester) ਾਢਂີڎ৮رو ᄳᄍ ၔِဿُو
Trinity) ഽഠհ຿ຌ۠ۼ հྍཫ״ د฽ر ሟላذ ֒ԦՎ ҟ֒نպط ᄳᄍ Վڮل ௨௒ԉڃ م֒رڃ״ ᄳᄍ ԉՇٮԉհت ٤ሑላ دراڃսװ ಮಒڎ೶ූ ฼ࢉ࢕ ً ԉ֦درا ࿂ཫن اਾਢྍྛՑا ᄭᄟإ ԟڮدՔװ ֒ԦՎ ҟتԉհٮԉՇ ٤ሑላ ً ԉّمُ֒رڃ
ड௏ڮדհװ ԉՇٮԉհت ೭೜ا ᄳᄍ أ՗ԉ೶ැװ ೕ಼Ԉ໱اء طսհ܁ܓد ߇ߢأ ҟڮسՇ اط࿂ྛշطڮر درโ״ ฼ࢉ࢕ ܹ݄ܿٵڮل ᄳზԉᇿᇭاط اࣦ࣡مԉ๏սن ᄳᄍ مԦ֒ل أ฼ࢉ࢕ ฼ࢉ࢕ و׏ٵر ࿂ཫمਾਜ߀ߢج، ԉโمԦ״ ᄳᄍ (College
طսհ܁ܓد وا؏ໂڑ֜ ҟ(مԉԦاط ੩੥֑ا ᄳუԉրاط সজ඀൭൙ ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ ԉᇿᇣؽ฼ Ԧሑላور رԉદઊن պّႧ੬ُ੫״ ၉ဿ ֦֒م واၓဿي ،(2017 દગڮز، ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ ، E.W. Barnes շِ֦رَ مي
ҟԉᇿᇰ֦و ᄳᄍ ಮಪऔ௒ԉڞՇ ਾਜاط ԉՇٮԉհت ೭೜ا ԉବଧ฼ء ၍َဿॅُԟ ฼ࢉ࢕ ߀ߢل ԉم و׵֑ا Շ״ّ، اطԉֳر ԉՎأورو ᄳᄍ ၍၅Շ ڛڮ ਾਢ֧ة ֑պًم ԉ֧٤وԦم ࿂ཫن واၓဿي اࣩ࣡وطհ״ّ، ا฼ࣩ࣡֒اد Շ״ ञ௏ڝ٤ رԉદઊن պّႧ੬ُ੫״ ارԉछ௕ط
Ԙم واրࣞࣚو٤ Շر اطڞڮ طսհ܁ܓد ԉԦՔون ߇ߢأ 1910 اطԉԦم ᄳᄟ׏ڮا ᄳᄍ ҟلԉպࣞࣚا հԦՎ֒ة ԉᇿᇇذا ֒೶ැ ᄳᄣ ،၍ဿԌمڎ أي مي ਾਕրءᒉاط ԦՔہۅّ اࣚࣞوءي مي إՑװ ࣦ࣡׏ٕ، ԫ֦و ᄳᄍ طսհ܁ܓد، وԉ֦ل
٩ԦՎ ֳ֒սԦՇ و࿂ཫن ҟԉऔ௒ԉڞՇ ۚۼ ᄳᄍ ԉՇٮԉհت ೭೜ا ฼ࢉ࢕ ،সজ඀๯Ԧاط اط٤ֳن مي اࣩ࣡ول اطպٵ֜ ᄳᄍ ،ԉႧُႥଜྷِཫ و׵հَويَ ҟ(2017 દગڮز، ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ G. H. Hardy ׵ԉردي
M. Cartwright Ԙم ௨௒࿂ཫ ഽഠواط ԉՇٮԉհت، ೭೜ا ᄳᄍ واԉ੩੥م״ اೕಷࣩ࣡ى اࣚࣞڎԉႧႥԉت مي اطԦ֒߀ߢ սհሑላ܁ܓد ֒โڮՇ ҟرديԉ੩੥ ً مڎԉԦَսُرا ً ԉႹႪا ࿂ཫن طսհ܁ܓد ԌՎن ԉՇٮԉհت ೭೜ا ԉବଧ฼ء
و࿂ཫن ҟR. Paley Ԙوم ،(2013 દગڮز، ٤ሁ๤ ᄳᄍو ҟ2016 اࣩ࣡ول، Ց࿂ཫڮن ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ S. Ramanujan رامՑԉڮԉโن Ԙوم ،(2016 ຖີڎԉن، ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤
฼ؽհװ اطڎհڞ٤ة ฼ࢉ࢕ ً ԉ֦درا 1957 ԉ฼م مي ً ߇ߢءا ֳ֧ژ و࿂ཫن اࣦ࣡؏ԉխսب، ངॎ࿂ྛՇ ׏Քԉհװ ڛڮال ࿂ཫن ҟتԉհٮԉՇ ೭೜ا ԉ೺঎ل ᄳᄍ ً ԉڞհਂ৫و ً ԉՇ ׏հڮ ً ԉٳՇأ چհןڮ׎սװ ᄳᄍ طսհ܁ܓد

ҟتԉّհદઊد࿂ཫࣩ࣡ا مي ਾਕր؏ ᄳᄍ ً ԟٳڮا Ը஀ُୱ୅وا مڮرԉืن، دي ومհ֒اطհ״ ،ਾਢؽִڎհڃ مհ֒اطհ״ ԉᇿᇭີຓ مي واհࣞࣚ֒اطԉհت اܖड़ڮاېۺ مي اطԦ֒߀ߢ ฼ࢉ࢕ ׏ٵر ҟواءၔဿا દઑڎ฼ԉ֒ة
P. Borwein and T. Erdélyi, On the zeros of polynomials with restricted coefficients, Illinois J. Math. 41 (1997), no. 4, 667-675.
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(Finite Difference Method) դӠᅯᅠӪاࡊࡎ اԤ֧הوق դԣҷ ؋ה
اܖ٤क़ارة درโ״ Քڮزع ೶ූ֒߀ߢ ၍ဿԌمڎ اԉրࣞࣚل، ڃհຼر ฼ࢉ࢕ ،ԉᇿᇭີຓ مي ҟ״հٮؽԉִսاط اԉԦࣞࣚدࣦ࣡ت ԉՎڃս๎֒ام ԉᇿُᇰَ֑דદَઔ દઊءي اطսڞհֳհշ״ ԉՇٮԉհت ೭೜ا ᄳᄍ اࣚࣞڎՄԉر مي اطԦ֒߀ߢ
Քءڮن ԉم ً ԉշطԉืو ،၍ဿ׷ڮଉଃ૿ا ၍ဿاၔብላ औ௅೓಼״) أو (ԉ฼دՇ״ مڑԉֳսت ฼ࢉ࢕ اطԉִսٮؽհ״ اԉԦࣞࣚدࣦ࣡ت ׵֑ه ս೶ූڮي ҟנ٤كսم ڃՄԉر ฼඀๡״ ׏ڎԉب ၍ဿԌومڎ ،ԉم ໜ๬ד ᄳᄍ
Շ״ Ցڝ٤ "׏ڮل ا೭೜ا޽ߢة مԉֳطսװ ᄳᄍ 1925 ԉ฼م ᄳᄍ اհᇿᇰպࣞࣚ״، اط٤ִوق Շ״ Ցڝ٤ ௨௒ڮرا؏ أ߇ߢع ҟ״Շ֒دԦاط ٕՄاطڞ٤ا ԉՎڃս๎֒ام ً ԉհຼຌ٤ֳՔ إࣦ࣡ ԉؽ׷฾ દઊءي ࣦ࣡ ྽ྛਂ২ ֳّ֒ة َ Ԧُم
دوال ԉ೺෉Ԉ໱د րَ౉఺఑رّ ԉᇿᇣ֧ اࣩ࣡ڃԉڃհ״ واط੠੅ִة "(On the theory of the linear partial difference equations) اܖॗڞհ״ اܖऔ௅٢ड़״ اطհِ֦٤ִَ״ّ اԉԦࣞࣚدࣦ࣡ت
௵ை٤ֳՔ દઊءي ً ଜଗրم ҟ٤֧وق ֦ڎو״ ԉ೶ැٰر ၍၅اطٵ ذات اطԉִսٮؽհ״ ၍ဿدԉԦࣞࣚا ᄳᄍ ԉᇿᇣؽ฼ اܖक़ٵڮل Շݮݽ ഽഠاط اࣚࣞڑԉֳսت واڃշໂ֒ال اطԉֳպط مي ီလշچ ฼ࢉ࢕ ၍ဿ׷ڮଉଃ૿ا اܖक़ر

اऔ௕࣪࣡״ Շ״ّ ૏શا٤ࣞࣚ أو اطਾਢاדհԦ״ّ أو اࣩ࣡مԉمհ״ّ اط٤ִوق ֦ڎو״ ԉ೶ැٰر f ′(x) ٕսاࣚࣞڑ

f+h (x) =
f (x + h)− f (x)

h
, f−h (x) =

f (x)− f (x − h)
h

, f 0
h (x) =

f (x + h)− f (x − h)
2h

၍ဿدԉԦࣞࣚا ௵ை٤ֳՔ ᅶᅧ ֦֒ Շءڮن Շֳ״ اطڞ٤ وᇿᇁ֑ه ҟီလշاطڑ ԦُՑڮم״َ م֒ى ೶෉֒د واၓဿي (discretization parameter) Ԙհֳّڞսاط وڃհژ ᄭᄟإ ਾਕਂ৮ ԉպ׵ h و
Ԉ֧ن أೕಷى، ד׷״ ومي ҟً֒اโ ਾਕշ؏ طᒉءպװ ೶঎֒ود، ԉؽ׷հ׵ԉ೺঎ ฼֒د مԉԦدࣦ࣡ت، ၍၅Ⴇ႙ ᄭᄟإ اࣚࣞڞԉف Շԉᇿᇄ״ ᄳᄍ ڃսໂנڮل ഽഠواط مհᇿᇰպ״، ٤֧وق ၍ဿدԉԦદઑ اطԉִսٮؽհ״
׵֑ا Ԉ֧ن պԟ֒޽ߡ ،hk اطֳڮة Ԙم ً ԉշڃԉպսم ਾਕԡٰة، h أโر مي ،௵ை٤ֳսاط Ԍ׎ڞ ࿂ཫن Ԉ֧ذا ҟ௵ை٤ֳսاط د֦״ Ը׏ڎ مսُوԉَۓۺِةَ Քءڮن ٕսڑବ቟ላ اս଄ଃ૿ؽִ״ اطսֳڞԉԦհت
f 0
h Շ״ ૏શا٤ࣞࣚ اط٤ִوق ֦ڎو״ ԉوպີຓ ،ᄭᄟاࣩ࣡و اछ௕٤ࣞࣚ״ مي ٤֧وق ᄳᄣ f−h اطਾਢاדհԦ״ و f+h اࣩ࣡مԉمհ״ اط٤ִوق ֦ڎو״ ً ଜଗրႧႋ ҟk اछ௕٤ࣞࣚ״ مي ௵ை٤ֳՔ ᄭᄜُ߀ߢ ௵ை٤ֳսاط

ҟ״औ௒ԉրاط اछ௕٤ࣞࣚ״ مي
၍ဿاၔብላ (اطԦֳَُ֒ي) اࣩ࣡ول ٕսاࣚࣞڑ ௵ை٤ֳՔ Շݮݽ ԉ֒مպԟ ሟላوذ ، f 0

h − f ′ Ԍܹܿ݃ڞ (pahse portrait) ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة Քڝُ׷٤ِ ٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف ٰڮرة
ҟh = 10−7 ֑฽ԌՎو Շ״ ૏શا٤ࣞࣚ ԉՎط٤ִوق ، f (z) = cos z

أՑװ ԭհ׏ โ֒اً، ਾਕԡٰ f 0
h (z) − f ′(z) ≈ 1

6 h2 sin z Ԍاܖॗڞ
اսպࣞࣚڝق ਾਕื সজ܁ܓսاط ᄳᄍ Ըຼاطڎ ׵ڮ و׵֑ا اطս֒وۓۼ Ԍ׎ڞ Ցڞԉق ႹႵي ԘֳՇ
၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة إن اՎԉֳࣞࣚر، ᄳᄍ طᒉءي ҟ٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف ๏ִٰ״ ᄳᄍ
ً ԉछ௒ԉโ اُࣚࣞ֒رجَ ྽ྛاطڑ ᄳᄍ واࣚࣞڮ೶ೲَُّ״َ ،h = 10−3 أโر مي ذاՔװ Ԍܹܿ݃ڞ
مي ً ԉछ௒ԉโ اُࣚࣞ֒رجَ ྽ྛواطڑ ҟԘَّ֦ڮսُࣞࣚا ྽ྛطڑԉՎ Քڝ׷٤ ،ಮಒاޅޖ޲ ד׷״ مي
،h = 10−3 ֑฽ԌՎ f ′ ௵ை٤ֳՔ ֒պԟ Ԍاܖॗڞ ׵֑ا ಮಪछُை اطີڎԉر، ד׷״

ا೭೜اԦՎ״ اछ௕٤ࣞࣚ״ مي (اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ) اط٤ִوق ֦ڎو״ وԉՎڃս๎֒ام
f ∗h (z) =

1
4h

(
f (z + h) + i f (z + ih)− f (z − h)− i f (z − ih)

)

Richard Courant (1888 - 1972) Џ୘ୂ؞راտ رѹ؁า෼رد
ᄭᄟإ ೶ූڮل ԉم ԉ฼඀๡ن طᒉءպװ ،(Breslau) ۚۼଜଗ৿ৡو ԉโمԦ״ ᄳᄍ ԉՇء ਼ਕִاط دراڃ״ 1906 ԉ฼م ᄳᄍ ߇ߢأ ҟ(Lublinitz, Silesia) ԉՇ ਼ਕؽհڃ ،਼ਢհպؽՎڮհط مञை֒״ ᄳᄍ ၔဿو
௨௒ڮرا؏ Ըս؏ 1910 ԉ฼م ᄳᄍ ҟتਾਜؽհ׵ ֒հֵՇၔဿ ً مڎ฼ԉ֒ا ׵ԉպك أշٰ־ ԭհ׏ Ԛڮԡञ௕ي، ᄭᄟإ Ըذ׵ ،ሟላذ ֒ԦՎ ҟฟචڮرՇ ز ᄭᄟإ Ըذ׵ ᅶᅪ ԉՇٮԉհت، ೭೜ا دراڃ״

ҟ״Շذԉսاࣩ࣡ڃ درโ״ ฼ࢉ࢕ 1912 ԉ฼م ᄳᄍ و׏ٵر ҟتਾਜؽհ׵ إ඀๤اف ԫ೶ූ ،ԉՇ٢واሑላ اܖԉक़֧ڝ״ اطսڞԉֳհշت ׏ڮل أڛ٤و׏սװ
շ֦ر ਾਢ৿৫مڮ ᄳᄍ ಮಒمԉ฼ උ๼أم ᅶᅪ ҟ֒߀ߢड़اܖ اطսؽ٤ԡاف Ցڝԉم Քڞڮۓۼ ฼ࢉ࢕ Paul Scherrer و Peter Debye Ԙم ௨௒ڮرا؏ Ⴇႆر ،ᄭᄟاࣩ࣡و اطհࣞࣚԉԦ״ اܖ٤क़ب ଜଗ฽ل
ҟتԉհٮԉՇ ೭೜ا Ԧࣞࣚ׷֒ ً م֒ۓۼا طհٵշ־ պદઑٵշװ Քֳ֒م ԉ֒׵ԦՎو ҟ(Felix Klein) সজଜྷཫ հ֧ؽհءٸ َ֜ ُ طհَِ๎ؽ اڃԉ฼֒սؤه ᅶᅧ ԭհ׏ Ԛڮԡञ௕ي ᄭᄟإ أೕಷى सेة ԦՇڮد أن
ᄭᄟإ Ըذ׵ ࿂ཫمਾਜ߀ߢج، ᄳᄍ ԉ׵ԉأمٳ وا฾֒ة ڃպ״ ֒ԦՎو ҟ1933 ԉ฼م ֜հٰ ᄳᄍ ԉऔ௒ԉࣞࣚأ مԉԡدرة ௨௒ڮرا؏ ฼ࢉ࢕ ࿂ཫن اطڎؽڞ״، ᄭᄟإ اطԉպزي اܖ٢क़ب وٰڮل ֒ԦՎ
ԉโمԦ״ ᄳᄍ ԉՇٮԉհت ೭೜ا ԉ೶ැࣩ࣡ث ً مԦ׷֒ا Peter Lax و ،Kurt Friedrichs Ԙم ௨௒ڮرا؏ رໂຌڑԉرد أڃٸ ҟԉᇿᇣ֧ ࿅ཫڃԉսذ պີհԦՔװ ᅶᅧ ԭհ׏ Շڮرك औ௒ڮ ԉโمԦ״

ҟ1946 ԉ฼م ᄳᄍ ֒ԦՎ ԉوհ֧ اႹႪװ Ⴇ႕ر واၓဿي ҟڮركՇ औ௒ڮ
1941 ԉ฼م ᄳᄍو ،1924 ԉ฼م ᄳᄍ ׵հؽਾਜت ֒հֵՇد Ԙم "(Methods of mathematical physics) ԉՇٮऔ௕ԉّհ״ّ ೭೜ا ԉՇء ਼ਕִاط ٕՄڛ٤ا" ௨௒ڮرا؏ ࢡࣉԉب َ ඀ِ൭ُൖ
Ըսءᒉاط مي ֒ԦՎ ԉوհ֧ ಮಒՎԉ౶౎اط সজ֑׵ وأշٰ־ ҟ1941 ԉ฼م ᄳᄍ Herbert Robbins Ԙم "(What is mathematics?) ԉՇٮԉհت؟ ೭೜ا ᄳᄣԉم" ؏շսװ َ ඀ِ൭ُൖ

ҟ״հءհڃଜྷྛاط
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(Toeplitz and Circulant Matrices) ا࿄ྯوّارة واࡊࡎץԤ؞ѹԗت ব঒Ӡ֭Ҿ؞ӄ
اܖԉॗٰ״ ၍၅րاࣩ࣡م ومي ҟ״Շ مໂڎԉو أ฼֒اد ಮಒاޅޖ޲ ד׷״ ومي ᄭუاࣩ࣡د ഷഠ׏ اطີڎԉر ד׷״ ومي ا฼ࣩ࣡ࢉ࢕ مي ֦ڞ٤، ྽ཫ ඀๹ԉպԟ ԉᇿᇣ֧ Քءڮن مٵִڮԉ֧ت ᄳᄣ ਼ਢհؽՎڮՔ مٵִڮԉ֧ت
،਼ਢհؽՎڮՔ مٵִڮ֧״ ᄳᄣ أدԉՑه T اࣚࣞٵִڮ֧״ ҟװՔԉّࢡेࣃ ُ स أمԉ؏ي Շ֒շໂຓر ሟላوذ े؏շ״، स n ذو م๓ّսُװ مي ԉؽ׷౩౎ਂ৮ Շݮݽ ഽഠواط اၔဿوّارة، اࣚࣞٵִڮԉ֧ت ਼ਢհؽՎڮՔ مٵִڮԉ֧ت ฼ࢉ࢕

ҟدوّارة مٵִڮ֧״ ᄳᄣ C واࣚࣞٵִڮ֧״

T =


c0 c1 c2 · · · cn−1

c−1 c0 c1 · · · cn−2
c−2 c−1 c0 · · · cn−3ҟҟҟ ҟҟҟ ҟҟҟ · · ·

ҟҟҟ
c1−n c2−n c3−n · · · c0

 , C =


c0 c1 c2 · · · cn−1

cn−1 c0 c1 · · · cn−2
cn−2 cn−1 c0 · · · cn−3ҟҟҟ ҟҟҟ ҟҟҟ · · ·

ҟҟҟ
c1 c2 c3 · · · c0


਼ਢհؽՎڮՔ ੠੅֧ ،C اၔဿوّارة اࣚࣞٵִڮ֧״ أโر مي ҟMx = λx Շءڮن ԭհ೶ැ x ٤ִٰي ਾਕื چԉԦع إԉ೺෉د ԉպպءદઊ ԉؽ׷โأ مي ഽഠاط λ ֦ݡݽ ᄳᄣ M ବ቟ላٵִڮ֧״ اၓဿاऔ௕״ّ اطֳݡݽ

:྽ྛطڑԉՎ وا٤َԦُّ֧ࣞࣚ״ ،ԉᇿᇁ اछ௕٤ࣞࣚڞ״ f اܖक़֒ود Վءਾਕրة ً ԉّհمؽ
f (z) = c0 + c1z + · · ·+ cn−1zn−1

اܖक़֒ود ؏ਾਕրة ֑฽ԌՑ أن ԉպպءદઊ اၓဿاऔ௕״، اطֳݡݽ Շ״ و೭೜ؤ ҟ֒ة฾ط܁ܓ n اछ௕٤ࣞࣚ״ مي اܖड़֑ور ᄳᄣ w أن ԭհ׏ ، f (w) اطֳݡݽ ᄳᄣ C ବ቟ላٵִڮ֧״ اၓဿاऔ௕״ اطֳݡݽ أن وࣦ࣡׏ڗ
ԉم ၍ဿԌمڎ ฾ر ᄳᄍ اհִࣞࣚ֒ة ٕՄاطڞ٤ا إ฾֒ى ҟَ֒ة฾ِاطڮ โ֑ور ֒պԟ f ٰڮرة ໜ๡۝ۼ أن أو ،(ԉሁ๼ԦՎ Ԙم ս೺঎ُوԦَِ״ Քءڮن اࣩ࣡طڮان ԘհႧ႙ أن ԭհ׏) ԉر׵ԉִٰأ ֒โڮՑو اࣚࣞوਕ਼ّة

ҟ਼ਢհؽՎڮՔ ࣚࣞٵִڮ֧״ (asymptotically equivalent) ᄳრُرԉֳََՔ ྽ྛਂ২ مխ֧࿂ྛ״ Քءڮن اၔဿوّارة اࣚࣞٵִڮԉ֧ت مي مԉսսطհ״ ֒โڮՑ أن ׵ڮ ਼ਢհؽՎڮՔ مٵִڮԉ֧ت ׏ڮل
اطֳڞ٤ ඀๹ԉպԟ ԉᇿᇣ֧ Շءڮن ԭհ೶ැ ،਼ਢհؽՎڮՔ مٵִڮ֧״ ฼ࢉ࢕ ೶ීٵر ԉञ௒Ԉ֧ ،n Քءي ԉوᇿᑟو
،ًԉछ௒ԉโ ԉञைၔဿ اُࣚࣞ֒رโَ״ اطٵڮرة أโر مي ҟk اၔဿطհر ذات f ࣩ࣡مԉրل Շ״ مڎԉو k ا೭೜֦ق ذو
اհֳշսࣞࣚ״ ඀๹ԉպԦاط ԘհႧ႙و ،c99 = 1 و c3 = 3 و c2 = 2 ԭհ೶ැ دوّارة مٵִڮ֧״ ֑฽ԌՑ
f (z) = 2z2 + 3z3 + z99 اܖक़֒ود ؏ਾਕրة ֑฽ԌՑ ،਼ਢհؽՎڮՔ ط๓հໂպ״ ً ԉֳَِ֧وو ҟcj = 0

وٰڮرة ،100× 100 اछ௕٤ࣞࣚ״ مي اၔဿوّارة ବ቟ላٵִڮ֧״ اࣚࣞوਕ਼َُّة اܖक़֒ود ؏ਾਕրة اطٵڮرة وՔڝُ׷٤
ω100 = 1 أن ԉદઑ ҟg(z) = z−1 + 2z2 + 3z3 اࣚࣞڮၔّဿَة ၍ဿاၔဿا و֧ٕ اطڮ฾֒ة داېۼة
ٰڮرة րદઊر ྽ྛاطڑ ᄳᄍ ภاࣚࣞڮހ اࣩ࣡ڃڮد اط܁ܓن ذو ഽഝנպࣞࣚوا ، f (ω) = g(ω) أن ֒೺ී ԉञ௒Ԉ֧
ҟ਼ّةਕَُاࣚࣞو اܖक़֒ود ؏ਾਕրة أԉִٰر ԘհႧ႙ أمԉ؏ي Ԙم डைڮا֧ٕ واၓဿي g و֧ٕ اطڮ฾֒ة داېۼة

Otto Toeplitz (1881 - 1940) Џব঒֭ࢋସ؞ӄ أوӄ؞
درโ״ ฼ࢉ࢕ و׏ٵر ۚۼଜଗ৿ৡو، ᄳᄍ ԦՔؽհوװ ࿸࿯࿏أ ҟ(֒اպڮطՎ ᄳᄍ (Wroclaw) ٤֨و৿৮ڮاڨ مञை֒״ ً ԉհطԉ฾) ԉऔ௒ԉࣞࣚأ ᄳᄍ (Breslau) ۚۼଜଗ৿ৡو مञை֒״ ᄳᄍ ᇿᆺڮدՇ״ ၍၅ՄԉԦط ၔဿُو
اطᒉءڮادر مي اطԦ֒߀ߢ ،ԉᇿᇰ֦و ᄳᄍ Ԛڮԡञ௕ي، ᄳᄍ اطհྍྛ״ ԫႹႵو ҟ״Շذԉսاࣩ࣡ڃ درโ״ ฼ࢉ࢕ ׏ٵر ԉᇿᇣ֧ و Ԛڮԡञ௕ي ᄭᄟإ ਼ਢհؽՎڮՔ Ըذ׵ 1906 ԉ฼م ᄳᄍ ҟԉᇿᇰԦمԉโ مي اս؏ၔဿڮراه
௨௒ڮرا؏ رໂຌڑԉرد ،(Max Born) Վڮرن مԉ؏ٸ ،(Hermann Minkowski) ૻ૟ءڮ֨ڎպհم ׵ਾਕمԉن ،সজଜྷཫ հ֧ؽհءٸ ׵հؽਾਜت، ֒հֵՇد ᇿᇭີຓق مي ҟ״շواطڞؽ
ଜଗ฽ل ҟԉᇿᆺڞڮرՔ ฼ࢉ࢕ ׵հؽਾਜت ԦՇور ࿂ཫن ഽഠاط اطպֳڞ״ ᄳᄣو ବ቟ላڡۣۼات، اطڞհִհ״ّ Շ״ اطպڝ٤ ԟًي ԉ՗ԉ೶ැأ ਼ਢհؽՎڮՔ Ըս؏ ׵ԉպك، و ҟ(Ernst Hellinger) ׵ؽպհפ٤ ԫ৿৫رኦو
،1928 ԉ฼م ഷഠ׏ ׵ԉպك وՎܝܵ ࢡࢼر ԉโمԦ״ ᄭᄟإ ሟላذ ֒ԦՎ ਼ਢհؽՎڮՔ اड௒ֳر ҟ(Toeplitz operators) ਼ਢհؽՎڮՔ مڡۣۼات ا࣡࣪ن ৿ُৡوڷّ ԉم ਼ਢհؽՎڮՔ ا؏ໂڑ֜ اطਾਢִة ׵֑ه
਼ਢհؽՎڮՔ દગءي ،Ըຼاطڎ ੩੥֑ا ҟ1914 ԉ฼م շ֦ر ಮّಒԦՔ مي مᇿᇭق ഽഝրُໂاڃ و اܖԉड़مԉԦت، مي اطᇿᇣڮد সজ඀๷ԉଅُ ଃ૿ا ֧ٵر ᅶᅧ ،1933 ԉ฼م ᄳᄍ ҟڮنՎ ԉโمԦ״ ᄭᄟإ ԉ֒׵ԦՎ اड௒ֳر و
ԉ฼م ᄳᄍو ҟ1935 ԉ฼م ᄳᄍ مպٵշװ مي ਼ਢհؽՎڮՔ ֧ٵر ᅶᅧ (Nuremberg Laws) Ցڮرمਾਜغ ಮಒՑ֦ڮا ᄭᄟإ ً اڃԉպໂدا ،ሟላذ Ԙوم ҟ1935 ԉ฼م ഷഠ׏ مպٵշװ ᄳᄍ اطԉֳշء مي
٤દઑض ً مԌսُۣۼا ᄳᄍڮՔ ԉ฼م، مي أ֦ر ֒ԦՎو ҟاطֳ֒س ᄳᄍ Շ״ّ ਾਜԦاط اܖԉड़مԦ״ ࣡ࣥدارة اطବଧԦڽ اࣚࣞڎໂڑԉر Ըٵպم چԡر ԭհ׏ ا࣡࣪ن) (إ඀๡اऔ௅ر ಮಒ֧ؽڎڞ ᄭᄟإ ೕ಼ԉ׵ ،1939
ҟ၍၅Վԉֳࣞࣚا հԦऔ௏״ ਾਢاط واࣩ࣡چ࿂ྛل اऔ௅ԉᇿᇄଜሗላ״ اࣚࣞٵִڮԉ֧ت أ՗ԉ೶ැװ مي اطԦ֒߀ߢ ԫوطԉञ௕ ҟاࣚࣞڡۣۼات Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍو مհᇿᇰպ״، ਾਕԡاط اԉԦՎࣩ࣡د ذات اطִٳԉءات ᄳᄍ ਼ਢհؽՎڮՔ Ⴇႆر ҟاطڎر
"(The Enjoyment of Mathematics) ԉՇٮԉհت ೭೜ا "مԦս״ պԦՎڮان ԉႧႥ֒฾أ وՔԉ֧װ: ֒ԦՎ ಮಒՎԉࢡࣉ ၉ဿ َ ඀ِ൭ُൖ ҟԉሁ൪ൌߍߢر ٕՄوڛ٤ا ԉՇٮԉհت ೭೜ا ฟචرԉड௏ ً ԉٳՇأ ً ԉوսᇿᑟ و࿂ཫن

ҟ واط࿂ྛսمر" "اطԉִսٮر ࢡࣉԉب ೕಷ࣪࣡وا ،Hans Rademacher Ԙم
Toeplitz, Otto, Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen von unendlich vielen Veranderlichen. Math. Ann. 70 (1911), no. 3, 351–376.

Bergmann, Birgit. Transcending Tradition: Jewish Mathematicians in German Speaking Academic Culture. Springer Science and Business Media, 2012.
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(The Eichler Generating Function) اࡊࡎ؞࿄ّྯَُة آॲ֭॑ה ྽ྯدا
ഷഠक़ॎ مڑଜྷྛت، ฼֒ة րَ֧وَ״ّ اطֳڎو״ Ⴇႆؽհ״ إೕ಼اء ֒պԟ طᒉءي հ৿২ڞԉսن، واط඀๼ب Ԙआࣱࣺا ഽഠّհؽႧႆ إن ҟֳ֧ژ اطڞհԦհշ״ ا฼ࣩ࣡֒اد ԉՎڃս๎֒ام اܖक़ڎԉՎԉت ೕ಼Ԉ໱اء ԉպ׵ ڃպֳڮم

ҟb ฼ࢉ࢕ ሑላֳڎو״ ً ଜଗՎԉ֦ a Շءڮن أن Ը೺෉ ՑԈ֧װ ،ًԉհԦհշڛ ً ฼֒دا b/a اط຿ڎշ״ Քءڮن

a b 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

દઊءي հ֧װ واၓဿي ،(modular arithmetic) එ๡ԉَհֳِࣞࣚا اܖक़ڎԉب ᄳᄍ ၍ྫྛاࣚࣞڑ ׵֑ه Ըّպَ೺ َූ દઊءي أՑװ ၔብላّ׵ڑ״ ਾਕրُࣞࣚا مي
ภَّاࣚࣞڮُހ اܖड़֒ول ҟp = 5 أโر مي ሟላذ ภڮހպڃ و ҟֳ֧ژ اطֳڎو״ ᄳᄌڮاՎ ،p ᄳᄟأو ฼֒د ฼ࢉ࢕ اطֳڎو״ ֒ԦՎ ،֑฽ԌՑ أن
ڃڞ٤ ԉՎڃԉպրໂء اܖड़֒ول، ׵֑ا ᄳᄍ ڃڞ٤ ྽ཫ ҟ5 ԉֳࣞࣚԉՎس b و a ᄳᄌڮاշاط ྽ཫ أโر مي a · b اܖड़֒اءات ಮّಪَछُை ً ԉछ௒ԉโ
ࣩ࣡ي ੠੅Քار أي دون ֳ֧ژ وا฾֒ة و٤ࣞࣚة ᄳᄌڮاշاط ԘհႧ႙ ೶෉ڮي ،a ≡ 0 (mod 5) հ֧װ Շءڮن واၓဿي ֳ֧ژ، ֒฾وا
ҟb/a ॅस೭೜ԉՎ ၉ဿ ॅस۝ۼ ،֒հو׏ ฾ر ԉ੩੥ ،b ̸= 0 أโر ومي ،x ଉଃ૿ԉՎ׷ڮل a · x = b ၍ဿدԉԦࣞࣚا Ԉ֧ن ሟላၓဿ و๓հໂຖ״ ҟԉᇿᇭم

ҟ3 · 4 ≡ 2 (mod 5) أن ଜଗՑ׏ڗ اܖड़֒ول مي إՑװ إذ ،2/3 ≡ 4 (mod 5) ً ଜଗրم
Ԧ֧ࢉ࢕ ҟ״պاࣚࣞوء اܖक़܁ܓل ԘհႧ႙ ௵ை٤೺ූ દઊءي أՑװ إذ โ֒اً، ֳّ֒ة Ԧُࣞࣚوا اԉԦࣞࣚدࣦ࣡ت ฾ر ԉՎ࣡ࣥم࿂ྛن أշٰ־ ՑԈ֧װ ،p ԉ৿ৡوي ،ᄳᄌڮاշاط مي مսպװ ฼֒د ،p ԉֳࣞࣚԉՎس ،ԉञைၔဿ أՑװ ԉદઑ

اطսءհຼհԦ״ّ ၍ဿدԉԦࣞࣚا اԉրࣞࣚل، ڃհຼر
y2 + y = x3 − x2 (1)

20334 ֒โڮՇ 20183 وԉֳࣞࣚԉՎس ฾ر، 2636 ֒โڮՇ 2019 وԉֳࣞࣚԉՎس ҟ(1, 4) و (1, 0) و (0, 4) و (x, y) = (0, 0) ᄳᄣو ֳ֧ژ ฾܁ܓل أرԦՎ״ 5 ԉֳࣞࣚԉՎس ԉ੩੥
ҟر฾

স঩رԉم ا؏ໂڑ֜ ،ሟላذ مي اԚ೭೜ق ฼ࢉ࢕ ҟap ॅस೭೜ԉՎ اطԦ֒د ੩੥֑ا ॅसਾਟوط ،p ԉֳࣞࣚԉՎس (1) ၍ဿدԉԦࣞࣚا ฾܁ܓل طԦ֒د ԡհٰ״ وדڮد Քٵڮر દઊءي ࣦ࣡ أՑװ ،ᄭᄟاࣩ࣡و ၍َ၅ط܁ܓَ׵ छை֒و،
٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف ٰڮرة إن ҟفԉڑໂ؏ࣦ࣡ا ׵֑ا مԉսִح اࣚࣞڮၔّဿَُة آৡਂؽ٤ ၍ဿدا ᄭᄜߍߢ ഽഠاط ،၍ဿاၔဿا ਾਜսԦُՔو ҟ֒دԦاط ׵֑ا ܖक़ڎԉب مُ֒׵ڑِ״ Շֳ״ ڛ٤ ،1954 ԉ฼م ᄳᄍ آৡਂؽ٤،

ᄳღ࣪࣡ا اޅޣ޲հրر ԉ੩੥ ഽഠواط ،၍ဿاၔဿا ੩੥֑ه ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ภڮހՔ

f (q) = q
∞

∏
n=1

(1 − qn)2(1 − q11n)2 = q − 2q2 − q3 + 2q4 + q5 + 2q6 − 2q7 − 2q9 − 2q10 + q11 − 2q12 + . . .

اܖհֳक़ֳ״، ᄳᄍ ҟ f (q) = ∑∞
n=1 bnqn اطֳڮى ၍၅ڎؽڎໂم ᄳᄍ qn أمԉրل ᄭᄟإ ਾਕਂ৮ bp ԭհ׏ ،ap = p − bp Շءڮن ՑԈ֧װ p ᄳᄟاࣩ࣡و اطԦ֒د ࿂ཫن ً ԉՇأ أՑװ آৡਂؽ٤ ۚۼ׵ي

ҟa11 = 11 − 1 = 10 و a7 = 7 − (−2) = 9 أن أଜଗ฼ه ورد ԉࣞࣚ ً ԉֳ֧و ً ԉٳՇأ ֒೺ීو ،a5 = 5 − 1 = 4 ԉञைၔဿ
সজਾਕԡսદઑ اطսءհຼհԦ״ اԉԦࣞࣚدࣦ࣡ت ԘհႧ႙ ᄭᄟإ آৡਂؽ٤ ๓հໂຖ״ દગ֒߀ߢ اࣚࣞوءي مي أՑװ (Goro Shimura) ஺ஞᒓڮرا Ԛڮرو و (Yutaka Taniyama) ԉمԉऔ௒ԉՔ ࿂ཫԉՔڮՇ Ⴇَ႔يّ
Շԉᇿᇄ״ ᄳᄍو ԉمਾਕ֧ պّႧ੬ُ੫״ ᄭᄟإ Քڡدي ԉऔ௒ԉՔم஺ஞᒓ-ԉڮرا պّႧ੬ُ੫״ أن Kenneth Ribet و Jean-Pierre Serre و Gerhard Frey ಮّಒՎ එ๷ԉࣞࣚا اط٤ֳن ԉّհպີຖԉદચت ᄳᄍو ҟಮಒञ௘ا
ҟ(مԉԦاط ׵֑ا مي چԉշط، ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ ԉمਾਕ֧ ଄ُوպَّ״ ଃ૿ اُ֑ࣚࣞ׵ر ԉوᇿᇇԉछ௘إ ᄳᄍ ՇԉՔ܁ܓر ورໂຌڑԉرد واՇؽ٢ أߊߢرو շِ֦رَ مي اطਾਢاՎژ ׵֑ا اڃս๎֒ام 1995 ԉ฼م ᄳᄍ ᅶᅧ اࣚࣞڞԉََف،

Martin Eichler (1912 - 1992) Џ֭הॲ॑آ नङرѹֵ
دا฽ؽհ״ م֒رڃ״ ᄳᄍ درس ֳ֧֒ ،၉ဿ਼ਟم مي छை٤֦״ مԉպڃշ״ م֒ارس وדڮد طԦ֒م ً وՑڝ٤ا ҟসজد โ೭೜ر ً ԉञ௏ا ،ԉऔ௒ԉࣞࣚأ ᄳᄍ أଜྷྛՑم ٤֦ب ،(Pinnow) պີຓڮ مञை֒״ ᄳᄍ ၔဿُو
ԌՔۣۼ ഽഠواط ،ฟචڮرՇ ز ᄳᄍ إԉ֦مսװ م֒ة مي وا฾֒ة ڃպ״ وଜଗ฽ل ԉՇٮԉհت، ೭೜وا ԉՇء ਼ਕִاط دراڃ״ ؏ڮԡऔ௒ڎਾਜغ ᄳᄍ ߇ߢأ 1930 ԉ฼م ᄳᄍ ҟ(Gütersloh) Ԛڮ۠ۼڃ܁ܓه ᄳᄍ
،((Saale) (ڃՇԉر (Halle) ᄳᄟԉ׵ ᄳᄍ آৡਂؽ٤ درس ،ԉऔ௒ԉࣞࣚأ ᄭᄟإ ԟڮدՔװ ֒ԦՎو ҟتԉհٮԉՇ ೭೜ا ᄭᄟإ ا׵սوԉمՔԉװ ԫڮط೶ූ ،(Andreas Speiser) ඀๬ີշڃ ໓ൌߊߢرԌՎ ԉᇿᇣ֧
ҟ״Ԧمԉड़اܖ ᄳᄍ مպٵշװ آৡਂؽ٤ ֳ֧֒ Շ״، اطԉպز اଅଃ૿ؽհ״ اܖक़ءڮم״ Ԙم ԉ֧ଜଗ฽ت Ըຼ৿২و ҟHeinrich Brandt إ඀๤اف ԫ೶ූ اս؏ၔဿڮراه درโ״ ฼ࢉ࢕ 1935 ԉ฼م ᄳᄍ و׏ٵر
درโ״ ฼ࢉ࢕ ԉᇿᇣ֧ ׏ٵر ԭհ׏ Ԛڮԡञ௕ي، ᄳᄍ ً مڎ฼ԉ֒ا ً ԟٳڮا طհءڮن ሟላذ ֒ԦՎو ԉՇٮऔ௕ԉّհ״ّ، ೭೜ا اطԦ܁ܓم مڮڃڮ฼״ ᄳᄍ ً ٤َ೶঎ُرّا ً ԟٳڮا طհءڮن Helmut Hasse ڃ฼ԉ֒ه و
ԉ֒مպԟو ҟPeenemünde ᄳᄍ ܹ݈ܿີٻ ԘՎԉՔ أԉ೶ැث ૏શेस ᄳᄍ V-2 ฟචاطٵڮار Քڞڮۓۼ ฼ࢉ࢕ ԦՇور آৡਂؽ٤ ࿂ཫن اطऔ௒ԉր״، اطհࣞࣚԉԦ״ اܖ٤क़ب ଜଗ฽ل ҟ1938 ԉ฼م ᄳᄍ اࣩ࣡ڃԉսذՇ״
ഷഠو׏ 1947 ԉ฼م مي ಮಒս຿ڃ උ๼֦ ԉ֒׵ԦՎ Ԛڮԡञ௕ي، ᄭᄟإ آৡਂؽ٤ ԉ฼د اطऔ௒ԉր״، اطհࣞࣚԉԦ״ اܖ٤क़ب ֒ԦՎ ҟ״հؽշֳսاࣚࣞڎ ۚۺوדսװ اطսܝܯ ،(Usedom) Շڮزدوم ۓۼة ೓಼ ᄭᄟإ ၉၅ֳՑ ᅶᅧ
ᄳᄍ مԉرՎڮرغ ᄳᄍ ً أڃԉսذا ᅶᅪ ،ਾਢ৿৫مڮ ᄳᄍ ᄳზԉպրໂاڃ أڃԉսذ छ௕ेस״ ᄭᄟإ ᄳّᄌُر 1949 ԉ฼م ᄳᄍ ҟاਾਢྍྛՑԈ໱ (Farnborough) ԉ֧رਾਜՑة ᄳᄍ اࣚࣞؽᒉءհ״ اطڞਾਕان مڡڃڎ״ ᄳᄍ 1949

ҟ(Basel) ԉՎزل ᄳᄍ ฼ؽհװ ԟُेضَِ اၓဿي اࣩ࣡ڃԉսذՇ״ Ըٵպم چԡر 1959 ԉ฼م ᄳᄍو ҟ1956 ԉ฼م
روش رԉદઊن- Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍو ،(quadratic forms) اԉَհֳࣞࣚڃհِ״ّ واࣩ࣡چ࿂ྛل հԦऔ௏״، ਾਢاط واࣩ࣡چ࿂ྛل ،(quaternion) ԉّհԟԉՎت ңّ ٤ሑላ ا฼ࣩ࣡֒اد Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍ آৡਂؽ٤ أԉႧႆل ۠ۼ૏શت

ҟװՎଜଗوڛ زمՄଜଗװ ԘհႧ႙ ਾਢ฾ԉՎام ೶෉ڝڷ דԦؽսװ ၔဿرโ״ ञ௏ִڎװ ً ԉֳ՗وا آৡਂؽ٤ ࿂ཫن ҟ(Riemann-Roch)
R. Taylor: Modular arithmetic: driven by inherent beauty and human curiosity, The Letter of the Institute for Advanced Study, 2012.

E. Frenkel: Liebe und Mathematik: Im Herzen einer verborgenen Wirklichkeit, Springer 2014.
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(Critical Points of Polynomials) اچࣈԂود মঅӰ֑ᏹ֧ات դَ඲َِاچࣈה اѹԣӪ֧ط
اܖโِ٤َक़״َ اطԉֳպط أن ଜଗՑ׏ڗ ،ԉم ၍ဿاၔဿ ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة րદઊر واၓဿي ً ԉछ௒ԉโ اُࣚࣞ֒رجَ ྽ྛاطڑ ᄳᄍ ҟ f ′ ٕսاࣚࣞڑ أԉִٰر ԟي ԉշԟرة ᄳᄣ f ೶ූؽհؽհ״ّ ၍ဿاၔဿ اܖโِ٤َक़״َ اطԉֳպط

Վ܁ܓن ԉᇿᇭم ֒฾وا ྽ཫ اࣚࣞ܁ُܓՑَّ״ اܖॗڞڮط مي ਾਥ؏أ أو ಮಒञ௘ا Ԙڛԉֳडை أو ᄭᄌଜଗडை ԉ֒׵պԟ ഽഠاط اطԉֳպط ԟي ԉշԟرة ᄳᄣ z0

၍ဿԉक़اܖ ᄳᄍو اطհշٳԉء)، (اطԉֳպط f ၍ဿاၔብላ ֜ԟԉمٳ ٤ִٰ ԉञைၔဿ Շءڮن ،ᄳᄌଜଗսاط ၍ဿԉ฾ أي ،ᄭᄟاࣩ࣡و ၍ဿԉक़اܖ ֧ܞܵ ҟ֒฾وا
֑฽ԌՑ ،ሟላذ وطսڮٮհ־ ҟ(اطڎڮداء (اطպֳڞ״ ඀൪൙جّ Ցֳڞ״ z0 وߊߢԟڮ ، f (z0) ̸= 0 Շءڮن ،Ԙڛԉֳսاط ၍ဿԉ฾ اطऔ௒ԉր״،

اܖक़֒ود ؏ਾਕրة ၍ဿدا
f (z) = (z − a)n(z − b)m

أโر مي ၍ဿاၔဿا ׵֑ه Շڝُ׷٤ِ ً ԉछ௒ԉโ اُࣚࣞ֒رجَ ྽ྛاطڑ ҟm اछ௕٤ࣞࣚ״ مي b و ،n اछ௕٤ࣞࣚ״ مي a ԉႧႥ ،সজَ٤ִ ِٰ ԉ੩੥ ഽഠواط
ٕսاࣚࣞڑ ֒೺ී ܖड़֒اء ٕսاࣚࣞڑ ฼ԉ֦֒ة ԉՎڃս๎֒ام ҟm = 3 و ،n = 5 ،b = 1 + i ،a = 0

f ′(z) = n(z − a)n−1(z − b)m + (z − a)nm(z − b)m−1 = (z − a)n−1(z − b)m−1(n(z − b) + m(z − a))

اऔ௕࣪࣡״: اܖโِ٤َक़״َ اطԉֳպط ԉञைၔဿ Շءڮن ሟላو߇ߡ
(n ԉ৿ৡوي a اطպֳڞ״ ֒պԟ ᄭᄌଜଗडௐ ഽഠواط ،֒฾وا Վ܁ܓن ԉᇿᇭم ྽ཫ اࣚࣞ܁ُܓՑَّ״، اܖॗڞڮط ฼֒د (ومպװ n − 1 اछ௕٤ࣞࣚ״ مي z = a

(m ԉ৿ৡوي b اطպֳڞ״ ֒պԟ ᄭᄌଜଗडௐ ഽഠواط ،֒฾وا Վ܁ܓن ԉᇿᇭم ྽ཫ اࣚࣞ܁ُܓՑَّ״، اܖॗڞڮط ฼֒د (ومպװ m − 1 اछ௕٤ࣞࣚ״ مي z = b

ಮಒԦڛԉֳսم ֒฾وا طڮن مي ಮಒ׎ڞ ֒โڮՇ (ومպװ b و a ಮಒՎ ၍၅ٰاطڮا اࣚࣞڎհֳսو״ اطֳڞԦ״ ฼ࢉ࢕ ԘֳՔ ،(ᄭᄟاࣩ࣡و اछ௕٤ࣞࣚ״ (مي հ৿২ڞ״ โِೕَಸ״َ Ցֳڞ״ z =
ma + nb
m + nҟ(ֳڞ״պاط ׵֑ه ᄳᄍ

اܖक़֒ود ؏ਾਕրة أن ط٤ִպض ҟهଜଗ฼أ ֑؏ڮرة اࣚࣞ ၍ဿԉ݄ܹܿ ؏๓հໂպ״ واطٻ، مਾਜ׵պ״ ً ا׎սٵԉرا أو ،(Walsh’s two-circle theorem) واطٻ ᄳَღَِداَېۼ مਾਜ׵պ״ اԉշսԟر દઊءي
،ra ֦ڞ٤ه وՑٵ֜ a ૏શेसه اၓဿي Ka ঁॻԡࣞࣚا اط٤ֳص ᄳᄍ ٤ִٰ n ԉ੩੥و ،m + n اၔဿرโ״ مي f

a

b

c

Ka

Kb

Kc

وՑٵ֜ c ૏શेसه اၓဿي اط٤ֳص Kc وطհءي ҟrb ֦ڞ٤ه وՑٵ֜ b ૏શेसه اၓဿي Kb ঁॻԡࣞࣚا اط٤ֳص ᄳᄍ ٤ִٰ m و
ԭհ׏ ،rc ֦ڞ٤ه

c =
ma + nb
m + n

, rc =
mra + nrb

m + n
.

،ഷഝրم ഷഝրم ၍၅ִٵպم اط՗ଜଗր״ اԡࣞࣚؽֳ״ ا٤֦ࣩ࣡اص أن اطսຼڎհژ، أโر مي وط٤ִպض، ҟ(ًԉछ௒ԉโ ภَّاࣚࣞڮُހ ྽ྛاطڑ (أՑڝ٤
੩੥֑ا اطଜଗԡف ٰڮرة ҟKc ᄳᄍ وا฾֒ة โِೕَಸ״َ وՑֳڞ״ ،Kb ᄳᄍ โِೕَಸ״َ Ցֳڞ״ m − 1 و ،Ka ᄳᄍ ԘֳՔ f ၍ဿاၔብላ โِೕَಸ״َ Ցֳڞ״ n − 1 ֒โڮՇ أՑװ ֒೺ී واطٻ مਾਜ׵պ״ مي

ҟm = 40 و n = 60 ԭհ೶ැ ،100 اၔဿرโ״ مي ฾֒ود ؏ਾਕրة أโر مي واطٻ مਾਜ׵պ״ ภَّڮُހՔ ٤ሁ๯اط

Joseph Leonard Walsh (1895 - 1973) Џوا֧׫ Ӡ֧؞ѹӁرد Ԍҷ Ճ؞ز
اս؏ၔဿڮراه ᄳᄍ ր೶ැװ ׵ԉرԉ֨رد ԉโمԦ״ ᄳᄍ ߇ߢأ ҟڮن৿ৡدԉم و৿ৡءڮ৿৫ي و وچԚ࿂ྛհڮ، و׵ԉرԉ֨رد، ،ԉհշڮطڮم؏ ԉโمԦ״ ᄳᄍ ودرس ҟڞيպواچ اՇेसࣩ࣡ءհ״ اطႹႷԉԦ״ ᄳᄍ ၔဿُو
م඀๯֧װ ࿂ཫن اܖ٤क़ب، ֒ԦՎ ׵ԉرԉ֨رد ᄭᄟإ ԟڮدՔװ ၔဿى و ҟີٻड़اܖ ᄳᄍ հպ೺ූ֒ه ᅶᅧ ᄭᄟاࣩ࣡و اطհࣞࣚԉԦ״ اܖ٤क़ب ৫ਂڮب ֒պԟ وطᒉءي ҟMaxime Bôcher إ඀๤اف ԫ೶ූ
Ԙم Ⴇႆر (1920/1921) ໓ൌرԉՎ ᄳᄍ وا฾֒ة ڃպ״ ࣚࣞ֒ة إԉ֦مսװ وଜଗ฽ل ҟ1920 ԉ฼م ᄳᄍ George Birkhoff إ඀๤اف ԫ೶ූ أڛ٤و׏սװ واطٻ ഷᕃᇄԌ֧ ،ᄳᄍڮՔ ֦֒
ԉโمԦ״ ᄳᄍ ً أڃԉսذا ࿂ཫن اطڎպڮات، ׵֑ه وԉՎڃԉպրໂء ҟ(Carathéodory) ࿂ཫراऔ௘ڮدوري Ԙم Ⴇႆر (1925/1926) ฟඪڮհم ᄳᄍو (Paul Montel) مڮհໂຖر ԉՎول
؏ԉֳ޽ߢ أೕಷى सेة ฽֒م 1946 ഷഠو׏ 1942 ԉ฼م مي اطਾਢִة ଜଗ฽ل ҟ1942 ᄭᄟإ 1937 مي اطਾਢִة ᄳᄍ ԉՇٮԉհت ೭೜ا ໜ๬ֳط ຉ૑શີٸ ׵ԉպك مڎՔਾਕװ ԫّڮُדՔو ׵ԉرԉ֨رد،
ԉ฼م ᄳᄍ ׵ԉرԉ֨رد ԉโمԦ״ مي ฼ԉֳՔ֒ه ֒ԦՎو ҟتԉհٮԉՇ ٤ሑላ اՇेसࣩ࣡ءհ״ ܹ݈ܿوհԦ״ ً ԉີڎຉر ࿂ཫن (1949-1950) اطਾਢִة ᄳᄍ ҟردԉ֨رԉ׵ ᄭᄟإ ԦՇڮد أن շ֦ر ਼ਟՇ اԉࣞࣚر ֦ڮات ᄳᄍ

ҟװՔԉ֧و շ֦ر وਕโ਼ة طਾਢִة ԉᇿᇣ֧ وႧႆر ଜଗՇߊߢ ਾਕم ԉโمԦ״ ᄳᄍ ً ԉշٵպم ၔّ၅ֳՔ ،1966
وս৿ُ৮๎֒م ҟتԉछை٤ֳսاط Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍو ،ԉՇ٢واሑላ اܖԉक़֧ڝ״ اطսڞԉֳհշت ᄳᄍو اطᒉءՇ඀๬״، واၔဿوال اܖक़֒ود طᒉءਾਕրات اܖโِ٤َक़״َ اطԉֳպط Ԙ֦مڮا ԟي ԭנշاط ᄳᄍ واطٻ أԉႧႆل ۠ۼ૏ّશت
،ًԉր೶ැ ಮಒԦշوڃ وԦ৿৮״ ಮಒսխِم ԉ֒د׵฼ ԓؽՎ ഽഠاط أ՗ԉ೶ැװ ଜଗ฽ل مي ԉՇٮԉհت ೭೜ا ᄳᄍ واطٻ ُ֜ َ ԡَچ ೺ූڎَّ֒ ҟرةԉا࣡ࣥچ مԉԦܖड़״ ᄳᄍ (Walsh functions) واطٻ دوال اطհڮم

ҟڮراهս؏د Ըطԉڛ ಮಒ՗ଜଗ՗و ֒฾ووا ،Ըս؏ وڃԦշ״
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(Sierpiński Curves and Julia Sets) ѹӠ֧؞Ճ وဗৡ৛؞ѹඬت ੫੏׾ฯିࢄ মঅ׳ ѹӠӪՐӪֵت
ᄭᄟإ وՑֳڎوװ ،[0, 1]× [0, 1] (၉၅฽دا Ԙم (اհଅଃ૿ژ ԘՎا٤ࣞࣚ ֑฽ԌՑ :ᄳღ࣪࣡ا ྽ྛطڑԉՎ ԉؽ׷౩౎ਂ৮ Շݮݽ ഽഠواط ،(Sierpiński carpet) ૻ૟ڎ຿औ௏ਾਕڃ ԉّ೺઩دة ৿ُৡوڷّ ԉદઑ طշպ֒أ
฼ࢉ࢕ պ֧נٵر اطԦوؽհ״، ׵֑ه ੠੅Ցر ҟ[1/3, 2/3]× [1/3, 2/3] اࣩ࣡وڃژ، ԘՎا٤ࣞࣚ مպװ و೶ී֑ف أدԉՑه) اُࣚࣞ֒رโَ״ اࣩ࣡چ࿂ྛل (أՑڝ٤ ڛշڮ֦״ औ௅೓಼״ ԉԦՎेसت Ԧ৿৮״
׵ڮ ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ ഽഝנպم ҟC ॅस೭೜ԉՎ ԉ੩੥ ॅस۝ۼ ،ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ ԉّ೺઩دة ฼ࢉ࢕ ೶ීٵر اطڎՎԉֳ״ اطԦوؽհ״ ೕ಼Ԉ໱اء ا٤஺஫ᒐࣦ࣡ار ֒պԟ ҟಮಒاޅޖ޲ ד׷״ مي أدԉՑه اُࣚࣞ֒رجَ اࣩ࣡ول ྽ྛاطڑ

ҟC Ԙم (homeomorphic) ً ԉՇ ا٤஺஫ᒐار ၍၅՗ԉوսم Շ״ مڎսڮ Ⴇੱ੫ڮ฼״

complex) اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ ࿂ྛհمԉञைၔဿا ᄳᄍ ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ مպנԉհպت ฼ࢉ࢕ اܖक़ٵڮل દઊءي أՑװ ׵ڮ ၔብላ׵ڑ״، ਾਕրࣞࣚا مي
ᄳᄍ أي ، f ၍ဿاၔብላ n اछ௕٤ࣞࣚ״ مي اط੠੅սار ᄳᄍ وطպպڝ٤ مԦڞԉة، Շֳَُ֒ԟ״ّ ၍ဿدا f : C → C طսءي :(dynamics
اԉսսࣞࣚطհ״ ׵ڮ f ၍ဿاၔብላ ԉՎط຿ڎշ״ z اطպֳڞ״ م֒ار ҟेةस n − 1 Ըհ؏ਾਢاط ׵֑ا ֑฽Ԍպوط ، f n = f ◦ f ◦ · · · ◦ f
ԉհדڮط وႧੱ੫ڮ฼״ ،(Fatou set) Քԉ֧ڮ Ⴇੱ੫ڮ฼״ ،ಮಒսԟڮႧੱ੫ ᄭᄟإ اطԦֳ֒ي اࣚࣞڎսڮي ໜ๬ֳՔ اط੠੅սارت ׵֑ه ҟ( f n(z))∞

n=0

ਾّਕَԡُՇ ֦֒ اड௏ࣦ࣡֒اऔ௅״، اطհֳو״ ᄳᄍ Շڞ٤أ ਾਕԡٰ ਾਕհԡՔ أي ԉؽ׷โأ مي ഽഠاط اطԉֳպط ྽ཫ ೶ූڮي ԉհדڮط Ⴇੱ੫ڮ฼״ ҟ(Julia set)
ҟૻ૟ڎ຿औ௏ਾਕڃ ഽഝנպم ԉᇿᇇذا ᄳᄣ ԉհדڮط Ⴇੱ੫ڮ฼״ إن f اطᒉءՇ඀๬״ اၔဿوال مي اطԦ֒߀ߢ أโر ومي ҟ֑ريโ ྽ྛਂ২ اࣚࣞ֒ار
ภڮހՇً ԉछ௒ԉโ اُࣚࣞ֒رجَ ྽ྛواطڑ f (z) = z2 − (1/16)(1/z2) ၍ဿاၔဿا ԉՑਾਢ฽ا ҟ(2012 ԉ฼م દગڮز، ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤
واطԉֳպط ، f̃ (z) = z2 ၍ဿاၔဿا ڃ܁ܓك ቉ስ৿৮ ၍ဿاၔဿا ׵֑ه Ԉ֧ن ؏ਾਕշة، |z| Քءڮن ԉ֒مպԟ ҟ၍ဿاၔဿا ੩੥֑ه ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة

ҟ֒أշࣞࣚا ԟي مԦսշ֒ة ฼඀൪൓״ ٤஁ୱୈك اշࣞࣚ֒أ ԟي اطհԦշ֒ة

ٰڮرة ภَّڮُހՔ ٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف وٰڮرة ҟ f ၍ဿاၔብላ ԉհדڮط Ⴇੱ੫ڮ฼״ ಮّಪछ௕ ،ًԉछ௒ԉโ اُࣚࣞ֒رجَ ྽ྛاطڑ ᄳᄍ اطڎڮداء، اպࣞࣚڞֳ״
اطٵڮرة، ᄳᄍ ۝ۼاه ԉم و׵֑ا ،z32 ڃ܁ܓك ቉ስ৿৮ ၍ဿاၔဿا ׵֑ه Ԉ֧ن ؏ਾਕշة |z| ௨௒࿂ཫ ԉବྒྷ ཫو ҟ f 5 اܖԉॗمٸ ੠੅սሑላار ၍ဿԉक़اܖ

ҟطڝ׷ڮرԉՎ ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ ഽഝנպم وछை֒أ ً ଜଗհִٵՔ ਾਥ؏أ Քءڮن ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة Ԉ֧ن ਾਕԡٰة |z| ௨௒࿂ཫ ԉବྒྷ ཫو
ԉ฽ص، ྽ྛਂ২و ҟؽִ״ս଄ଃ૿ا ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ مպנԉհպت مي اطԦ֒߀ߢ ฼ࢉ࢕ ೶ීٵر ԉञ௒Ԉ֧ ս೵঎ؽִ״ أೕಷى ؏Շ඀๬״ دوال ֑฽ԌՎ

ҟૻ૟ڎ຿औ௏ਾਕڃ ԭؽրم ᄭᄟإ Քڡدي ،λ ≈ −0.593 ԭհ׏ ،g(z) = z2 + λ/z ၍ဿاၔဿا

Wacław Franciszek Sierpiński (1882 - 1969) Џ੫੏׾ฯିࢄ মঅ׳ խ׾ล९ज़הاԗ ઌઇ९फ़ѹԘڨ
(Voronoy) ֨ڮروՑڮي مڎႧႥԉ״ ׏ڮل اطڞؽշ״، Շءշսװ مԉֳل، ࣩ֧࣡ٳر اၓဿ׵հշ״ հࣞࣚԉՎ֒اطհ״ ԉ֧ز وارڃڮ، ԉ೺ැمԦ״ Շڮس اط࿂ྛշطڮر ၍၅฾ेस ᄳᄍً ԉշطԉڛ ࿂ཫن ԉ֒مպԟ و ҟوارڃڮ ᄳᄍ ၔဿُو
ԘՎأر එ๼ُم ֒ԦՎ طᒉءي ҟ״հوڃ೭೜ا ԡሑላԉՎ״ ၉ဿ Ⴇႆر أول Վڞ฼ԉշ״ ً ԉշԚرا Շءي ᅶᅉ Ցࣩ࣡װ ඀൭ൖه ԟي Ԙ۠ۼاד أՑװ إࣦ࣡ ،඀๯຿ሑላ اԉֳࣞࣚل շَ֦ڮل مي اԚ೭೜ق و฼ࢉ࢕ ҟ֒اد฼ࣩ࣡ا Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍ
ԉโمԦ״ ᄳᄍ պີհԦՔװ ᅶᅧو ،(Kraków) ૑શا؏ڮڨ ᄳᄍ Jagiellonian ԉโمԦ״ مي اս؏ၔဿڮراه درโ״ ฼ࢉ࢕ ׏ٵر 1906 ԉ฼م ᄳᄍ ҟ״Շ֒պڮطշطԉՎ ׵֑ه ورս֦װ ඀൭ُൖت ڃպڮات
اड௒ֳر ԉ֒׵ԦՎو Lwów ᄭᄟإ ԉ฼د اܖ٤क़ب، ׵֑ه ԫᇿᇰᗛا ԉ֒مպԟو مڮڃءڮ، ᄳᄍ ᄭᄟاࣩ࣡و اطհࣞࣚԉԦ״ اܖ٤क़ب ڃպڮات ૻ૟ڎ຿औ௏ਾਕڃ උ๼֦ ҟ1914 ഷഠو׏ 1908 ԉ฼م ֑պم Lwów

ҟ״Շ֒պڮطշاط ਾਕִڑໂاط ၍ဿ࿂ཫو ᄳᄍ ԉرمڮز׵ و฾ر اطڑ٤ִհات ֧׽ ԉ೺঎ل ᄳᄍ ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ Ⴇႆر اطڎڮհໂհ֨״، اطշڮطՇ֒պ״ اܖ٤क़ب ଜଗ฽ل ҟوارڃڮ ԉโمԦ״ ᄭᄟإ
مي ਾਥ؏أ اطհବଧԦ״ّ مڎՔਾਕװ ଜଗ฽ل ඀๯຿֧ Ԛॅۓۼاً، اطବଧԦڽ โԉَडِװُ ௒ و࿂ཫن ҟ֒اد฼ࣩ࣡ا Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍو ، ԉհڮطڮדշսواط اଉଃ૿وڮԉ฼ت، Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍ ً ૏ّશَُेا स එ๡ԉاࣩ࣡ڃ ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ Ⴇႆر ࿂ཫن
"أڃԉڃԉհت ၍၅೺঎ Stefan Mazurkiewicz و Zygmunt Janiszewski Ԙم ԉՎࣦ࣡چਾਢاك ૻ૟ڎ຿औ௏ ਾਕڃ أڃّٸ 1920 ԉ฼م ᄳᄍو ҟًԉՎԉࢡࣉ ಮಒڎႧ႔و ،ԭ೶ැ ڃԦշوխ״
ૻ૟ڎ຿औ௏ਾਕڃ ׏ٵر ҟ״հاطڑןٵ ၉၅Մԉرڃ وٮԉհع مءսຼսװ ਾਕߍߢم ᄭᄟإ أدى ԉم ،၉ဿ਼ਟم Շڮّن اطԉպز ೕಸقَ ᑾأ 1944 ԉ฼م ᄳᄍ ҟ"(Fundamenta Mathematicae)تԉհٮԉՇ ೭೜ا
واՎԉ஀ୱ୅װ ԉՇٮԉհت، ٤ሑላ اطշڮطՇ֒պ״ اհԦआࣱࣺ״ ورຉີٸ اطշڮطՇ֒պ״، ا࿂ཫࣩ࣡دհદઊ״ ຉ೭೜ີٸ ً ԉछ௅ԉՑ واՎԉ஀ୱ୅װ Շ״، ٤ॗॎ د؏սڮراه درԉโت ඀๯ԟ ԉᇿᇭم واطԉִՇ඀๯ໂت، اࣩ࣡وႹႪ״ مي اطԦ֒߀ߢ ฼ࢉ࢕
ҟ܁ܓمԦሑላ اऔ௒ԉࣩࣞࣚ࣡״ وا࿂ཫࣩ࣡دհદઊ״ ،໓ൌرԉՎ وأ࿂ཫدհદઊ״ Ԧሑላ܁ܓم، اՇेसࣩ࣡ءհ״ اطڮڛհպ״ وا࿂ཫࣩ࣡دհદઊ״ Ԧሑላ܁ܓم، اطշڮطՇ֒պ״ ا࿂ཫࣩ࣡دհદઊ״ ԉᇿᇭີຓ مي ا٤ࣞࣚمڮ֦״، اࣚࣞڡڃڎԉت مي اطԦ֒߀ߢ ᄳᄍ

ҟᄭᄟاࣩ࣡و اၔဿرโ״ مي اطհବଧԦ״ Վڮطպ֒ا ԉโېۺة ฼ࢉ࢕ ׏ٵر 1949 ԉ฼م ᄳᄍو
Robert L. Devaney, Cantor and Sierpiński, Julia and Fatou: Complex Topology Meets Complex Dynamics. Notices of the AMS, January 2004, pp. 9–15.
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[Albrecht Böttcher ԉᇿᇪս؏] Џ(The Bergman Kernel) ѹဗ࿱মঅҾن Ӂ؞اة
Շءڮن ԉؽ׷โأ مي ഽഠواط ،D اսִࣞࣚڮح اطڮا฾֒ة ٤֦ص ᄳᄍ اط๏սؽհؽհ״ّ f اၔဿوال Ԙհआࣱࣺ ׵հؽਾਜت ֧ٳԉء ׵ڮ A2(D) ԉႧႁਾਕՎن ֧ٳԉء

྽ྛاطڑ مي ᄳᄣ A2(D) ᄳᄍ ਼ਢհؽՎڮՔ ၍ဿدԉԦم إن ҟ״฾ԉاࣚࣞڎ ԉհ֦س ׵ڮ dA(z) = dx dy/π ԭհ׏ ،∥ f ∥2 :=
∫

D
| f (z)|2 dA(z) < ∞(

T(a) f
)
(z) :=

∫
D

a(w)(1 − zw)−2 f (w) dA(w) = g(z), z ∈ D

اၔဿوال: ҟԉᇿᇭԟ ԭנշاط ۓۼُاد ၍ဿدا ᄳᄣ f ∈ A2(D) و مԦ܁ܓم״، دوال ᄳᄣ a ∈ L∞(D) و ،g ∈ A2(D) أن ԭհ׏
Kw(z) = (1 − zw)−2, w ∈ D

ԉՎطպڮاة f ၍ဿاၔብላ اطڎବّଧّڽ اܖड़֒اء Ԉ֧ن f ∈ A2(D) ࿂ཫن ً ԉՇأ اऔ௕࣪࣡״: ԉՎܖԉॗٰ״ Ԙս౉఺఑ اၔဿوال و׵֑ه ҟ(Bergman kernels) ԉႧႁਾਕՎن Ցڮُىَ ᄭᄜُߍߢ
દઊءي ׵ԉردي ֧ٳԉء ᄳᄍ ਼ਢհؽՎڮՔ مڡۣۼات ومԉԦدࣦ࣡ت ҟڮاةպاط ׵֑ه مրر ภڮހՔ ಮಒاޅޖ޲ ד׷״ ومي أدԉՑه اُࣚࣞ֒رโ״ اطٵڮرة ҟ f (w) اطֳݡݽ ԉ৿ৡوي Kw

ᄳᄣ اطհຼຌ٤ֳս״ ٕՄواطڞ٤ا ԉႧႁਾਕՎن، ֧ٳԉء ᄳᄍ ሟላذ اڃս๎֒ام દઊءي وࣦ࣡ ҟ(Wiener-Hopf factorization) ਾਟհ֨-֜Վ׵ڮ ೶ූؽհر ԉՎڃս๎֒ام ೶ر ُූ أن
analytic element) اط๏սؽհؽհ״ّ ඀๹ԉպԦاط ԘհႧณ෿ Շֳ״ ڛ٤ ᄳᄣ اطڞ٤ق ׵֑ه إ฾֒ى ҟءԉاطִٳ ׵֑ا ᄳᄍ اط࿂ྛսمؽհُ״ّ ၍ဿدԉԦࣞࣚا ܖक़ر ا٤Ԧࣞࣚوف ֒հاطڮ׏ ٕՇ اطڞ٤
඀൭൓ط xj اԉԦُࣞࣚمଜଗِت و೶ී֒د Kzj اط๏սؽհؽհ״ّ ඀๹ԉպԦሑላ fn = ∑n

j=1 xjKzj ׎ڞڽ Ըհ؏۠ۼ ྽ྛچ ฼ࢉ࢕ fn اط٤ֳս࠲ࡢࢅ اܖक़ر ԟي ԭ஁୫୅ :(collocation

(T(a) fn)(zj) = g(zj), j = 1, . . . , n

Albrecht و Hartmut Wolf Վװ ԉ֦م اၓဿي اࣚࣞڑਾਢك اطԦور ᄳᄍ ҟn ԉ৿ৡوي xj ԉؽ׷հ׵ԉ೺঎ و฼֒د ،n ԉ֒د׵฼ ׎ڞհ״، مԉԦدࣦ࣡ت ၍၅Ⴇ႙ ԟي ԉշԟرة و׵֑ا
اطԉֳպط ֑฽ُڡՔ ،n اܖॗڞڮة ᄳᄍو ،Ըֳَؽሑِላ Վԉ֦رِ T(a) واࣚࣞڡۣۼ ،D ᄳᄍ مڎսو٤ة a Քءڮن ԉ֒مպԟ ሟላوذ Շֳ״ اطڞ٤ ੩੥֑ه اطԉֳսرب إښ׷ԉر ᅶᅧ ،Böttcher

ҟԫّຼրُم ฼֒د r ∈ (0, 1) أโر مي zn − rn أԉִٰر ԟي ԉշԟرة հ֧װ Քءڮن ྽ྛਂ২ z1, . . . , zn

ҟԸີນਾਢاط ฼ࢉ࢕ ԉႧႁਾਕՎن Ցڮُىَ مي Ցڮاة ಮಒڎआࣱࣵو Ցڮُىَ، ԘՎࣩ࣡ر اଉଃ૿وڮع ۝ۼى اطີڎԉر، ᄳᄍ واُࣚࣞ֒رโَ״ اطڮڃڞڷ ،ಮಒՔاطٵڮر ᄳᄍ

Stefan Bergman (1895 - 1977) Џنѹဗ࿱মঅҾ ׳ѹԤӠาن
اս؏ၔဿڮراه درโ״ ฼ࢉ࢕ ׏ٵر ҟ(״հوڃ೭೜ا Շ״ ا࣡ࣥمਾਜاڛڮر مي ً ೓಼ءا ௨௒࿂ཫًԉֳՎԉڃ ௨௒࿂ཫ ഽഠواط) Վڮطպ֒ا ᄳᄍ ،(Czestochowa) ԉ֧ڮ׎ڮսਂີڎ৮ مञை֒״ ᄳᄍ ၔဿو
”Bergman اႹႪװ ֒ԦՎ ԉوհ֧ ԫؽႧ႕ ഽഠاط اطպڮاة ֦֒م ،1922 ԉ฼م ᄳᄍ ҟRichard von Mises إ඀๤اف ԫ೶ූ 1921 ԉ฼م ᄳᄍ ಮಒۚۼط ԉโمԦ״ مي
ೕ಼ԉ׵ ،1939 ԉ฼م ᄳᄍو ،໓ൌرԉՎ ᄭᄟإ ԉ֒׵ԦՎو ،ԉհروڃ ᄭᄟإ ड௒ԉֳ֧ر ҟಮಒۚۼط ԉโمԦ״ ᄳᄍ مպٵշװ مي ֧ٵُِرَ ،ًԉՇڮدᇿᆺ ࿂ཫن وՑࣩ࣡װ ،1939 ԉ฼م ᄳᄍ ҟkernel”
Palo Alto مञை֒״ ᄳᄍ ᄳᄍڮՔ ҟ1972 ԉ฼م ᄳᄍ ฼ԉֳՔ֒ه ഷഠو׏ 1952 ԉ฼م مي ً ߇ߢءا ڃՑԉսִڮرد ԉโمԦ״ ᄳᄍ ودرسّ ҟ״հءՇेसࣩ࣡ا ا๏սࣞࣚ֒ة اطڮԉՇࣦ࣡ت ᄭᄟإ

ҟًԉمԉ฼ 82 ԉՑ׵٢ ٤Ⴇႆ ԟي ،ԉऔ௒ִڮرհط࿂ྛՎ
Շֳڮم ،(the Bergman metric) ԉႧႁਾਕՎن مਾਢك أو ԉႧႁਾਕՎن Ցڮاة ׏ڮل โ֒߀ߢة Շ״ Ցڝ٤ ԉم ٫೵બ ԫຼຜأ ԉବྒྷ ཫ" أՑװ: Stephen Krantz ۓۼوي
اطԦڑԉء ֒ԦՎو ҟق੩੥ ۠ۼ׏ᇿᇪհق ٤೶ැارة ٤Ԧਂৡون ٮհڮ֧׷ق Ԧ೺෉ر ԉم اطٳԉհ֧״، ੠َ੅ِՎمَ وزوדսװ ԉႧႁਾਕՎن ٤ᇿَᇰاچ ֳ֧֒ اطԦڑԉء، طԉպսول ၉ဿ਼ਟم ᄭᄟإ ߇ߢԟڮՔװ ԉႧႁਾਕՎن

ҟنԉႧႁਾਕՎ Ցڮاة أհႧႥ״ ׏ڮل ၍၅َ೺ َූ ेُस ඀๷ԉ೶঎ة إԟڞԉء ฼ؽհװ Ըڮדडை إذ ،֜հٳሑላ ବྒྷ״ اطྛ ԦُՔڞڷ
Steven G. Krantz, Mathematical anecdotes. Math. Intelligencer 12 (1990), no. 4, pp 32–38.
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(The Dirichlet η Function) ՠӠ֭තك٬࿄ྯ ѹ࢑ସ إ ྽ྯا࿄ྯا
:྽ྛطڑԉՎ دۓۼ೵෉ؽհװ ၍၅ڎؽڎໂم ၍ဿࣦ࣡߇ߢ ၔဿۓۼ೵෉ؽհװ ԉडை إ ၍ဿاၔဿا ٤ԦُՔفّ

η(s) =
∞

∑
n=1

(−1)n−1

ns = 1 − 1
2s +

1
3s −

1
4s + · · ·

ԉદઊ೭೜ن ԉडைز ၍ဿدا Ԙم اԉֳࣞࣚرՑ״ ᄭᄟإ ԉՑֳڮدՇ ֜Շ ٤Ԧսاط ׵֑ا ҟԸاࣚࣞڮד اܖհֳक़ܝܵ اܖ٢ड़ء ذات s اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ ا฼ࣩ࣡֒اد ྽ཫ أโر مي مԉֳսرՎ״ ၍၅ڎؽڎໂࣞࣚا ׵֑ه
ഽഠاط s اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ ا฼ࣩ࣡֒اد ྽ཫ أโر مي مԉֳսرՎ״ ၍၅ڎؽڎໂࣞࣚا و׵֑ه ،ζ(s) = ∑∞

n=1(1/ns) :྽ྛطڑԉՎ ا٤َԦُّ֧ࣞࣚ״ (Riemann zeta function)
Ը֦ڞ ً ԉٳՇأ ԉ੩੥و ،C ࿂ཫمر ᄭᄟإ ᄳᄍومڮرਾਕم દગ֒߀ߢ ԉ੩੥ ԉદઊن ೭೜ ԉडைز ၍ဿدا ҟ(2011 ԉ฼م مي ،ᄳუԉրاط সজ඀൭൙ ٤ሁ๤ ᄳᄍ (أՑڝ٤ ҟ1 مي ਾਜ؏أ اܖհֳक़ܝܵ ԉؤ׵೓಼

اऔ௕࣪࣡״: اطٵԡհ״ ଜଗ฽ل مي ԉडைز ၍ဿاၔဿԉՎ ԉडை إ ၍ဿاၔဿا ۠ۼछ௕ژ اܖհֳक़ֳ״، ᄳᄍو ҟs = 1 ֒պԟ հ৿২ژ
η(s) = (1 − 21−s)ζ(s) (1)

ҟζ ၍ဿاၔဿا أԉִٰر ৮ਂور η ၍ဿاၔဿا أԉִٰر أن ଜଗՑ׏ڗ اطٵԡհ״ ׵֑ه مي
ֳ֧ژ ᄳᄣ ،඀൪ൌࣩ࣡ا اطպٵ֜ ᄳᄍ اطڮاԦ֦״ ،ԉر׵ԉִٰأ أن ಮّಒՎو {s ∈ C : Re (s) > 1} اଉଃ૿وڮ฼״ ᄳᄍ ԉडைز ၍ဿاၔብላ أԉִٰر ֒โڮՇ ࣦ࣡ أՑװ رԉદઊن ԫຼຜأ
ࣦ࣡ أՑװ ،ೕಷ࣪࣡ا ԟي مڎսֳر ྽ྛਂ২ ԉوᇿᇭم ྽ཫ ،1896 ԉ฼م ᄳᄍ de la Vallée-Poussin و Hadamard ԫຼຜأ ሟላذ ֒ԦՎ ҟ״շطԉاطڎ ا೫೜وדհ״ّ ا฼ࣩ࣡֒اد
أՑװ رԉદઊن ಮّಒՎ {s ∈ C : 0 ≤ Re (s) ≤ 1} اܖ٤َक़ج، اطՇ඀๯ژ ৿ُৡوڷّ ԉم أโر، ومي ҟRe (s) = 1 اࣚࣞڎսֳݡݽ ฼ࢉ࢕ ԘֳՔ ζ ၍ဿاၔብላ أԉִٰر ֒โڮՇ
Քءڮن أن Ը೺෉ ԉडைز ၍ဿاၔብላ اطԉս֧׷״، ਾਕื اԉִٰࣩ࣡ر، ԘհႧ႙ Ԉ֧ن ᄳᄟԉսطԉՎو ҟRe (s) = 1/2 ବ቟ላڎսֳݡݽ ԉՎط຿ڎշ״ مԉպَսُښ٤ِ ྽ྛਂ২ اԉִٰࣩ࣡ر Ԙ डَௐڮَٮّّ أن Ը೺෉
وا฼ࣩ࣡֒اد اطڎԉطշ״ ا೫೜وדհ״ّ ا฼ࣩ࣡֒اد ԟي ԉշԟرة ᄳᄣ ԉडைز ၍ဿاၔဿا أԉִٰر أن ฼ࢉ࢕ ٫ञ௕ պّႧ੬ُ੫״ ԟي ԉշԟرة ᄳᄣ رԉદઊن ٤֧ٮհ״ّ ҟِ٤َجक़اܖ اطՇ඀๯ژ دا฽ر واԦ֦״

ҟ1/2 ԉ৿ৡوي اܖհֳक़ܝܵ ԉؤ׵೓಼ ഽഠاط z اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ
၍ဿاၔብላ اطԉս֧׷״ اԉִٰࣩ࣡ر ᄳᄣ (و׵֑ه اܖհֳक़ܝܵ اଅଃ૿ڮر مي Ըطԉاطڎ اܖ٢ड़ء ڛڮل ฼ࢉ࢕ اطڮاԦ֦״ ၔဿۓۼ೵෉ؽհװ، ԉडை إ ၍ဿاၔဿا أԉִٰر ۝ۼى ٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف ٰڮرة ᄳᄍ
၍ဿاၔብላ Ԉ֧ن ،ԉडைز ၍ဿاၔဿا أԉִٰر ᄭᄟإ ԉՎ࣡ࣥٮԉ֧״ ҟ1 و 1/2 ԉ৿ৡوي اၓဿي اܖհֳक़ܝܵ اܖ٢ड़ء ذات اطՇֳَُ֒Ԧ״ّ ا฼ࣩ࣡֒اد ԉوᇿᇣؽ฼ ԘֳՔ ಮಒհ֦ڮطԉچ ಮಒوհֳսومڎ ،(ζ

،sn = 1 + 2nπi/log(2) اطԉֳպط ֒պԟ ೶෉֒ث و׵֑ا ،(1) ᄳᄍ اࣚࣞڮדڮد ،(1 − 21−s) = 0 اطԉԦمر Ԧञை֒م ԉ֒مպԟ ሟላوذ أೕಷى ً أԉִٰرا ԉडை إ
ᄳᄍ اԉִٰࣩ࣡ر Ցִٸ ԉडைኦو ԉडைز ၍ဿاၔብላ Ԉ֧ن اܖ٤َक़جِ، اطՇ඀๯ژ دا฽ر ԘֳՔ ࣦ࣡ اԉִٰࣩ࣡ر ׵֑ه أن ԉદઑو ҟٵ٤ִሑላ اԉԡࣞࣚۓۼ n اطٵנհ־ اطԦ֒د ࿂ཫن ً ԉՇأ ሟላوذ

ҟِ٤َجक़اܖ اطՇ඀๯ژ

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) ЏՠӠ֭౥ഹدك٬ Ҋ؞׳ѹӭف ম঒ିࢄ
औ௒ԉࣩࣞࣚ࣡ԉՎ״ ৿ُ৮وَڷّ ௨௒࿂ཫ ഽഠاط) Շ״ اطՑԉրڮ ၍၅฾ا٤ࣞࣚ درس ҟᄭᄟاࣩ࣡و اطհ৿৫٤ִ״ Շ״ ا࣡ࣥمਾਜاڛڮر مي ً ೓಼ءا آߊߡاك ௨௒࿂ཫ ഽഠواط ،(Düren) সজدور مञை֒״ ᄳᄍ َ ၔِဿُو
ԭհ׏ ،໓ൌرԉՎ ᄭᄟإ 1822 ԉ฼م ᄳᄍ ԉ֒׵ԦՎ Ըذ׵ ҟ(Cologne) ԉऔ௒ڮطڮ؏ مञை֒״ ᄳᄍ ԉ֒׵ԦՎو ،(Bonn) Վڮن مञை֒״ ᄳᄍ ((gymnasium) Շڮم اԉպआࣱࣺز
،ԫڮطշ׵ڮم مي و߇ߢԟق ،1827 ԉ฼م ᄳᄍ ၉ဿ ԭ೶ැ ԌՎول (von Humboldt) ԫڮطշ׵ڮم و֨ڮن ֧ڮرऔைװ مي ྽ཫ ّ ٤َ֦ ᑾأ و֦֒ ҟڮاڃڮنՎو ֧ڮرऔைװ ԦՇور ࿂ཫن
छ௕ेस״ ᄭᄟإ ۠ۼսհ֦װ ԫદગ ،1828 ԉ฼م ᄳᄍ Վڮن، ԉโمԦ״ مي اս؏ၔဿڮراه، درโ״ ฼ࢉ࢕ ၉ဿ׏ٵڮ ֒ԦՎ ҟ(Breslau) ۚۼଜଗ৿ৡو ԉโمԦ״ ᄳᄍ وښհִ״ ฼ࢉ࢕ ׏ٵر
࿂ཫن ԉՎࣚࣞ֒رڃ״، Քڮاโ֒ه ଜଗ฽ل ᄳᄍو ҟم״ԉԦاط Շ״ ੠੅ڎԦاط اࣚࣞ֒رڃ״ ᄳᄍ ً ԉշٵպم ᄭّᄟڮՔ اطԉԦم ሟላذ مي ࣦ࣡׏ٕ ԫ֦و ᄳᄍو ،(সজ඀๷ԉଅଃ૿ا ਾਕշ؏) مڑԉرك أڃԉսذ
چհֳֳ״ ،Rebecka Mendelssohn مي دۓۼ೵෉ؽհװ ۠ۺوج ҟ1839 ԉ฼م ᄳᄍ ً ԉمԉֳم ا฼ࣩ࣡ࢉ࢕ اࣩ࣡ڃԉսذ ԉᇿᇣ֧ أշٰ־ ԭհ׏ ಮಒۚۼط ԉโمԦ״ ᄳᄍ ً ԉٳՇأ ߀ߢُرَسّ

ҟFelix Mendelssohn-Bartholdy
Ըີٰأ و ҟوصԉื ԟي ߍߡ࿂ཫري ׎ڞԉب ࣡ࣥطԉֳء ڃڮ඀൪ൌا ᄭᄟإ ٤֧ԉڃ ،1858 ԉ฼م ᄳᄍو ҟوصԉื طհَِ๎ؽُ֜ Ԛڮԡञ௕ي ᄭᄟإ 1855 ԉ฼م ᄳᄍ د೵෉ਾਕՇؽհװ اड௒ֳر
،੠੅औ௒و૑શ ،Eisenstein دۓۼ೵෉ؽհװ: ඀๷ԉ೶঎ات ׏඀๼وا সজၓဿا اطڞଜଗب ಮಒՎ مي ࿂ཫن ҟًԉمԉ฼ 54 ԉञை׵٢ ٤Ⴇႆ ԟي ᄳᄟԉսاط اطԉԦم ᄳᄍ ᄳᄍڮՔو ֦ؽհշ״، ञ௏ڮՎ״ ׵ԉպك
طᒉءي ،1876 ԉ฼م ᄳᄍ ԉ׵඀൭ൖ ᅶᅧ ،(potential theory) اطႧُၠڮُن Շ״ Ցڝ٤ ׏ڮل ඀๷ԉ೶঎ات أطܝܯ ،1857 و 1856 ᄳᄇԉ฼ ᄳᄍ ҟ֒պհءՇود߀ߢ رԉદઊن،
࿂ཫن دՇڮໂຖԉ֧ٸ، ௵ை٤ֳՔ Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍ مਾਜ׵պ״ إԉछ௘ت ᄳᄍ ԉَआَم اࣱࣶ ۚۼج مշ֒أ دۓۼ೵෉ؽհװ اڃս๎֒م ҟ֒اد฼ࣩ࣡ا Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍ ၉၅Ⴇႆ ׵ڮ պԟװ َ ٤ِᇿُᇰاچ ԉم ਾਥ؏أ ࿂ཫن ԉદّઑُ ر
׵֑ا ᅶᅚֳڮՔ ᄳᄍ چԉշط، ٤ሁ๤ ᄳᄍ ،૑શၓဿا آՑܞܵ اطԉବଧԦء Ԙم ׵֑ا (ԉ֦رن ҟn = 14 و n = 5 ಮಒսطԉक़اܖ أโر مي اਾਕ฽ࣩ࣡ة ԉمਾਕ֧ مਾਜ׵պ״ ᄳᄍ ׵ԉم إԉሁ๡م ԉ੩੥
඀๯຿ຌ ᅶᅉ ҟ඀๷ԉक़اܖ ԫ֦اطڮ ᄳᄍ ս৿৫๎֒مװ واၓဿي ،၍ဿاၔဿا مִ׷ڮم ֜Շ ٤Ԧսط Քڞڮۓۼه ᄳᄍ اطִٳر ၉ဿ ԦՇڮد و ҟᄭᄟاࣩ࣡و اܖՇ֒क़״ّ اطֳݡݽ ၍ဿԌمڎ ً ԉٳՇأ ودرس اطԉԦم)،
ҟ"لԉֳّ շاط ਕદઑ਼ان Քڮُزنَ أن ବ቟ላפڮ׵٤ات દઊءي وࣦ࣡ ଉଃ૿࿂ཫڮ׵٤ات، دۓۼ೵෉ؽհװ Ԛڮڃԉսف أԉႧႆل " ԌՎن ԉืوص ඀َ๹حّ وطֳ֒ اԉ೶ැࣩ࣡ث، مي ਾਕրءᒉاط دۓۼ೵෉ؽհװ
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G. Cantor اࣩ࣡ول Ց࿂ཫڮن
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(Cantor Bouquet) ࢑ୂ༲໛؞ر ُ դَԖѹَ๡
ս೵঎ؽִ״ أೕಷى Ⴇੱ੫ڮ฼״ ᄳᄍ ا࣡࣪ن ڃպ຿ڝ٤ ҟԉհדڮط Ⴇੱ੫ڮԉ฼ت ԉञ௕ول ᅶᅧ اطԉԦم، ׵֑ا ᅶᅚֳڮՔ ᄳᄍ ٤ሁ๤أՇ܁ܓل ԉᇿᇭႹႵ ومي ڃՎԉֳ״، ڃպڮات ᄳᄍ اطٵԉدرة ᅶᅚوԉֳսاط ᄳᄍ ڃՎԉֳ״ ٤ሁ๤أ ᄳᄍ
B औ௅೓಼״ Ⴇੱ੫ڮ฼״ ᄳᄣ اࣚࣞڎհֳսو״ واط٤ִچԉة ҟ(straight brush) مڎհֳսو״ ٤ُ֧چԉَة Ԙم ً ԉՇ ا٤஺஫ᒐار ၍၅՗ԉوսم Ⴇੱ੫ڮ฼״ ᄳᄣو ड௒࿂ཫڮر، ԉՎ֦״ ৿ُ৮وَڷّ ഽഠواط ،ԉհדڮط Ⴇੱ੫ڮԉ฼ت مي
اऔ௕࣪࣡״: اطଜଗրث اܖॗڮاص ֳٕ೶ූ B واଉଃ૿وڮ฼״ اط຿ڎհຼ״، ਾਕԡاط ا฼ࣩ࣡֒اد مي औ௅೓಼״ ؏հրִ״ Ⴇੱ੫ڮ฼״ ᄳᄣ T أن ԭհ׏ {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0�and y ∈ T } مي
ᄳᄣ (ty, y) اطպֳڞ״ ҟ{t : (t, y) ∈ B} = [ty, ∞) ԭհ೶ැ ty ∈ [0, ∞) ֒โڮՇ ،(x, y) ∈ B اطպֳڞ״ Քءي ԉوᇿᑟ :(Hairiness) ٤Ԧّاطڑ ࢡԉ֧࣌״ ԉ฽ٰ״

ҟ[ty, ∞)× {y} ྽ྛطڑԉՎ اԦُࣞࣚڞԉَة ሑላڑ٤Ԧّةَ اطՇԉᇿᇭ״ Ցֳڞ״
مي bn → y ԭհ೶ැ T ᄳᄍ (cn) و (bn) اԉսսࣞࣚطԉհت مي زوج ֒โڮՇ ،(x, y) ∈ B اطպֳڞ״ Քءي ԉوᇿᑟ :(Endpoint density) اطՇԉᇿᇭ״ Ցֳڞ״ ࢡԉ֧࣌״ ԉ฽ٰ״

ҟtbn , tcn → x ԭհ೶ැ ا฼ࣩ࣡ࢉ࢕، مي cn → y و اࣩ࣡ڃִر،
ҟR2 ᄳᄍ ومԡؽֳ״ औ௅೓಼״ B اଉଃ૿وڮ฼״ :(Closedness) اଜଗืࣥ࣡ق ԉ฽ٰ״

ԭհ׏ ، fλ(z) = λez اࣩ࣡ڃհ״ ၍ဿاၔብላ ԉհדڮط Ⴇੱ੫ڮ฼״ ԉر׵ԉշսԟԉՎ ड௒࿂ཫڮر ԉՎ֦״ ฼ࢉ࢕ اܖक़ٵڮل وદઊءي ҟّ״Շ ۣۼ छ௕ڮطڮדհ״ Ⴇੱ੫ڮ฼״ ᄭᄟإ Շڡدي واԉ੩੥م اܖड़ڮ׵٤ي ֜Շ ٤Ԧսاط ׵֑ا
أโر مي fλ اࣩ࣡ڃհ״ ၍ဿاၔብላ ً ੠੅Քارا সজ඀๯ԟو ಮಒञ௘ࣦ࣡ (phase poetrait) ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة ا׎ԉհսر ᅶᅧ ٤ሁ๯اط ੩੥֑ا اطଜଗԡف ٰڮرة أโر مي ҟ0 < λ < 1/e

Քءڮن ԉհדڮط وႧੱ੫ڮ฼״ ،∞ ᄭᄟإ ૵श৿ৡ 0 اطԦ֒د م֒ار Ԉ֧ن ၍ဿԉक़اܖ ׵֑ه ᄳᄍو ҟ(ԉᇿᇰّհطԉႧณ෹ ঁॻԦडௐ ࣩ࣡ڃԉշب درโ״ ಮಒԦ৿৮ દઑֳ֒ار ԉߍߢوۓۼ׵ ᅶᅧو) ҟλ = 1/e + 1/50

ҟڮرड௒࿂ཫ ԉՎ֦״ Ԙم اࣦ࣡رԉछ௕ط Քڝُ׷٤ ۠ۺال ࣦ࣡ ᄭᄟاࣩ࣡و اط੠੅սارت طᒉءي ،C ࿂ཫمر ԟي ԉշԟرة
اطີڎԉر، ᄭᄟإ ಮಒاޅޖ޲ مي أدԉՑه، اُࣚࣞ֒رโَ״ اطٵڮرة ֧ܞܵ ҟارات੠੅սاط ฼֒د ارԉִՔع Ԙم โ֑ري ྽ྛਂ২ ਾਕԡडௐ ၍ဿԉक़اܖ ٰڮرة أن ֜հ؏ ଜଗՑ׏ڗ أدԉՑه اُࣚࣞ֒رโَ״ اطٵڮر ᄳᄍ

ҟ42 و ،23 ،20 ،17 ׵ڮ: اࣚࣞڎսَُ๎֒مَ״ اط੠੅սارات ฼֒د

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918) Џ࢑ୂ؞ر༲໛ মঅԗدସࢎѹܺݒ Ճ؞رج
واड௒ֳر ٤֧اՑءִڮرت ᄭᄟإ Մԉ฼ؽսװ ԫֳؽड௒ا ٤Ⴇႆه، مي ඀๯ԟة اܖԉक़دي ᄳᄍ ࿂ཫن ԉ֒مպԟو ҟ״Ցԉպ֧ وأم ೕ಼ԉՔ ࣩ࣡ب ،(St. Petersburg) Վڞ٤ڃਾਜغ ௨௒ԉڃ مञை֒״ ᄳᄍ ၔဿُو
ԫ೶ූ ا฼ࣩ࣡֒اد Շ״ Ցڝ٤ ᄳᄍ أڛ٤و׏սװ ԉᇿᇣ֧ Ըս؏ ԭհ׏ ،ಮಒۚۼط ԉโمԦ״ ᄭᄟإ اड௒ֳر ᅶᅪ اطսڞհֳհշ״، ฟචڮرՇ ز հྍཫ״ ᄳᄍ ԉՇٮԉհت ٤ሑላ دراڃսװ ߇ߢأ ҟ״औ௒ԉࣩࣞࣚ࣡ا Շ״ اطՑԉրڮ اࣚࣞ֒رڃ״ ᄭᄟإ

ҟװՔԉհ׏ ڛڮل ԉᇿᇣ֧ وՎܝܵ ،(Halle) ᄳᄟԉ׵ ᄳᄍ اࣩ࣡ڃԉսذՇ״ درโ״ ฼ࢉ࢕ ׏ٵر ҟ(Kummer) ਾਕو؏ڮم (Weierstrass) ԉ֨ۓۼچਾਢاوس إ඀๤اف
مي اطշֳڮل ၉ဿԉႧႆأ Քؽܝܯ ᅶᅉ ၉၅Ⴇႆ ਾਢ֧ة ଜଗ฽ل طᒉءي ҟتԉհٮԉՇ ೭೜ا ᄳᄍ ਾਕշ؏ ਾਕ՗ԌՔ ذات ၉ဿԉႧႆأ ۠ۺال ࣦ࣡ ،ԉպڮمՇ ഷഠو׏ ҟ״तை֒क़اܖ اଉଃ૿وڮԉ฼ت Շ״ Ցڝ٤ مڡڃٸ ड௒࿂ཫڮر ਾਜսԦՇ
ا٤ࣞࣚاڃଜଗت مي ً ؏ਾਕշا ً ฼֒دا ၍၅Շ ڛڮ ਾਢ֧ات ฼ࢉ࢕ ड௒࿂ཫڮر أೕ಼ى ҟ၉ဿԉႧႆوأ ࣡࣪راՄװ ً ԉرا֧ٳ ࿂ཫن ֳ֧֒ ،੠੅औ௒و૑શ ԉ஺ஞᒐ ࣦ࣡ ،সজواࣚࣞڡۣۼ সজرزԉշاط ԉՇٮԉհت ೭೜ا ԉବଧ฼ء ٩ԦՎ շِ֦رَ
ԉՇٮऔ௕ԉّհ״ّ ೭೜ا اհԦआࣱࣺ״ إԉਂ৫ء ᄳᄍ එ๡ԉأڃ دور طड௒࿂ྛڮر ࿂ཫن ҟ(Mittag-Leffler) طհִؽ٤ ومԉսհغ ،(H. A. Schwarz) چԉֵر۠ۺ ،֒պհءՇد߀ߢ Ԙم وا༨ࣚءրִ״ ԉՇٮऔ௕ԉّհ״ّ ೭೜ا
Ԙم ،ሟላذ Ԙوم ҟᄳᄟԉ׵ ᄳᄍ հႧ႙ر ԫີຓ ၉ဿ و࿂ཫن ҟلԉִأڛ ڃս״ ԉᇿᇭم Ը೺ීوأ (Vally Guttman) Ԛڮԉદગن ᄳᄟԉ֨ مي ۠ۺوج ҟԉ੩੥ رຉີٸ ࿅ཫول اՎԉ஀ୱ୅װ ᅶᅧو اऔ௒ԉࣩࣞࣚ࣡״،
׵֑ه ଜଗ฽ل ҟؽݡݽԦսاط ԉᇿᑟم مي إՄԉִԟװ ᄭᄟإ أدى اၓဿي ेसࣩ࣡ا اطԦور، ᄳᄍ ս৿ৡو٤ أن ฼ؽհװ ԸԦاطٵ مي و࿂ཫن հႧႆֳ״، ا؏ԉխսب ՑڮԉՎت مي ᄳუԉԦՇ ࿂ཫن ٤Ⴇႆه، Քֳ֒م
ଜଗ฽ل ৿৞ԉՇ״ ښ٤وف ᄳᄍ ڃպ״، 73 ԉञை׵٢ ٤Ⴇႆ ԟي اࣚࣞٵ๏َ״ّ، ᄳᄍ ड௒࿂ཫڮر ᄳᄍڮՔ ҟتԉհٮԉՇ ೭೜ا ᄳᄍ ၉၅Ⴇႆ ᄳᄍ ٤஺஫ᒐا وطᒉءպװ ҟসজၔဿوا اطִؽڎִ״ ᄭᄟإ սሑላנڮل հદઊر ࿂ཫن اطਾਢִات
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